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PROLOGO 

Este nuevo texto y de nuestro anteriores publicaciones de Cálculo Diferencial 
\ Cálculo Integral cubren casi lodo el contenido de Cálculo requerida en los 
programas de las facultades de Ciencias e Ingeniería. 









Como en nuestros textos anteriores, se ha buscado equilibrar la teoría, la práctica 
y las aplicaciones. Cada tema es acompañado de numerosos ejemplos. Cada sección 
es reforzada con una selección de problemas resueltos. Aquí, los problemas típicos y 
de relevancia, son desarrollados con todo detalle. La gran mayoría de teoremas son 
presentados con su respetiva demostración. Cuando la demostración es compleja, 
ésta se presenta como un problema resuelto. Además, a lo largo de toda la obra, son 
resaltados ciertos aspectos históricos. Cada capítulo lo iniciamos con una corta 
biografía de un matemático notable que jugó papel relevante en el desarrollo de las 
ideas del capítulo correspondiente. 

I a preparación de esta obra ha requerido mucha dedicación. En esta tarea he 
recibido avuda invalorable de varios colegas de los Departamentos de Matemáticas 

■m 

de los Decanato de Ciencias y Tecnología y de Ingeniería Civil de la UCLA, de la 
Sección de Matemática, de la UNEXPO Vice-Rectorado Barquisimeto, del 
Departamento de Matemáticas de la UPEL-IPB. En especial debo mencionar al Prof. 
Mario Rodríguez, quien ha dictado durante dos semestres el curso de Matemáticas 
IV de la licenciatura de Matemáticas, utilizando casi exclusivamente las notas 
previas de la presente obra. A los profesores Héctor Godoy y Wílmer Ortiz, 
quienes también han usado estas notas previas en su curso de Matemáticas IV de 
Ingeniería Civil. A los profesores Hánzel Lares y Marco García de la Facultad de 
Ingeniería de la ULA. A los estudiantes de Matemáticas IV de la licenciatura de 
Matemáticas que llevaron él curso conmigo o con el Prof. M. Rodríguez. Ellos 
revisaron las respuestas de los diferentes problemas propuestos. 

Mi gratitud y reconocimiento a todos ellos. 

Jorge Sácnz Camacho 

Barquisimeto, 8 de abril del 2.013 
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Cap. 1 Vectores v Geometría Analítica del espacio 


SIR WILLIAM 
ROWAN HAMILTON 

(1.805-1.865) 








WILLAM ROWAN HAMILTON nació en Dublíñ, Irlanda. Desde muy temprano 


dio muestras de genialidad . A ¡a edad de 5 años ya dominaba latín, griego y 
hebreo, gracias a las lecciones recibidas de su tío, el reverendo James Hamilton. A 
los 15 años empezó a leer a Newton y a Laplace. Cuando contaba con 17 años 
descubrió un error en la obra cumbre de Laplace, Mecánica Celeste. Con este hecho 
gana especial reconocimiento. En 1.823 ingresó a¡ Trinity Collage, de donde se 
gi-aduó con óptimos honores. 

En 1.833, Hamilton logra definir un producto en el conjunto de pares 

ordenados de números reales. Con este producto y la suma usual de pares, R" 

adquiere la estructura de campo. Este campo no es otro que el campo de números 
complejos. Después de este éxito, él se obsesionó en la búsqueda, sin éxito, de 

resultados similares para IR 3 , el conjunto de triadas ordenadas de números reales. 


El 16 de octubre de 1.843, mientras Hamilton caminaba con dirección a la 
Academia Real Irlandesa, en su mente surgió la idea de un producto en E* 1 , el 

conjunto de cuádruples ordenados de números reales. Mediante este producto. E , 

adquiere la estructura de álgebra conmutativa: El Algebra de los Quaterniones. Tal 
fue su emoción que no resistió el impulso de grabar en el muro de un puente (el 
puente Broome) las fórmulas básicas de los quaterniones: 

/ 2 =y 2 = A 2 = ijk = -1 

El tiempo borró esta grabación. Sin embargo, el año 13158, la Academia Real 
Irlandesa colocó una placa en este lugar para conmemorar este hecho , 

Hamilton pasó el resto de su vida trabajando en los quaterniones. El tenia en 
mente que esta nueva estructura algebraica revolucionaría el estudio de ¡a física. 

Fue infortunado en sus relaciones familiares. Tuvo problemas alcohólicos. 
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Introducimos un sistema tridimensional de coordenadas para el espacio. Para esto, 
tomamos tres rectas numéricas a la misma escaia. perpendiculares y que se 
interceptan en su origen. Estas rectas tomarán el nombre de eje X, eje \ y eje Z. Aun 
más. la dirección positiva del eje Z es escogida de acuerdo a la regla de la mano 
derecha. Esto es, como ilustra la figura, si se doblan los dedos de la mano derecha 
lo erando! una rotación en sentido antihorario en el plano XY, el dedo pulgar debe 
apuntar en la dirección positiva del eje Z. 

A Z 

z 


. \ . 4 - 

-1 



■ 

H§ 

# 

7 * -I 
■-h- 




í 


/ 1 


X 


-i 


_ "i 



Y 



Y 


Los tres eies determinan tres planos, llamados planos coordenados. Estos son: El 
plano XY, que contiene a los ejes X e Y. El plano YZ, que contiene a los ejes \ y Z. 

El plano XZ, que contiene a los ejes Y y Z. 

Los planos coordenados dividen al espacio en ocho partes, llamados ociantes. 
Llamaremos primer octante, al octante determinado por los tres semiejes positivos. 

Sea ?: 7 ' = Ixlx ¡R el conjunto de las ternas ordenadas (,v, y. z) de números 

reales. Esto es, R 3 — -) / - v *>% - <=R ). 

El sistema construido nos permitirá construir una correspondencia biunivoca entre 
los puntos del espacio y las temas ordenadas de números ordenadas. En efecto, si P 
es un punto del espacio, a P le asignamos la tema ordenada (.v, y, z), donde v. y, r 
son las coordenadas de las proyecciones de P sobre los ejes X, \ y Z, 
respectivamente. Recíprocamente, a una terna ordenada (v, y, z) le hacemos 
corresponder el punto P que se obtiene moviéndose x unidades sobte el eje X a 
partir de 0; luego, y unidades en dirección paralela al eje ^ \, 
por último, z unidades en dirección paralela al eje Z. 

En estos movimientos se debe considerar el signo de la 

coordenada. 

Según la correspondencia biunivoca anterior, si al 
punto P le corresponde la terna (x, y, -), diremos que 
(*, y, z) son las coordenadas rectangulares del punto P y 
escribiremos P - (jc, y, z) o también P(x r y, z). 


Z/N 



P - (X. v.z) 


> Y 


V 















Al origen le corresponde la tema (0,0, 0). Esto es, 0 = (0,0.0). 

La correspondencia biunívoca lograda anteriormente recibe el nombre de 

tridimensional de coordenadas rectangulares. tí,na 



[EJEMPLO 1. 
Solución 


Graficar el punto P = (2, -3, 4) 


: ; in ; ■ u iar ! «ás a nuestra perspectiva, con los números 
de la terna, construimos un paralelepípedo (una caja) con 
un vértice en el origen. El punto P es el punto extremo de 
la diagonal principal que se inicia en 0. 


Z A 






DISTANCIA EN EL ESPACIO 


Aplicando el teorema de Pitágoras dos veces se consigue la siguiente fórmula 


La distancia entre los puntos P { = (x u y h -,) y P 2 = (x 2 ,y 2 , z 2 ) es 


d(P„ Pi ) = f{ 


x 2 ~ - V 1) 2 + ( J’2 ~ >'l) 2 +(^2 - Zl) 


A la distancia d(P^ P 2 ) también se lo denota por 


P X P 2 


EJEMPLO 2. Hallar la distancia entre los puntos P = (-2, -3, i) y 0 = (3. 4, -3) 


Solución 


d(P, Q) - Vi 3 “(^2) ) 2 + (4-(-3)) 2 + (-3 - 1) 2 = a/5 2 +7 2 + 4 2 = /90 = U 


10 


PUNTO MEDIO 


El punto medio del segmento de recta comprendido entre los puntos P\ - 
( x \> yu z\) y Pj = (x 2 , y 2 , z 2 ) es 


M — 


.V| + x 2 i’| + y2 zj + z-i x 


i 


Este resultado lo demostramos en el problema resuelto 2. 


EJEMPLO 3. Hallar el punto medio del segmento de recta comprendido entre los 

puntos P — (2, -3, - I) y Q~ (-6, -5, 3). 


Solución 


A/ = 


í 2-6 

-3-5 

-1 +3 ^ 


( -4 

-8 2^| 

c 2 1 

2 * 

2 J 


# 

l 2 

2 ' 2 J 


= (-2,-4, 1) 
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Cap 


SUPERFICIES EN 1 

Sea Kx, y, z) = 0 una ecuación en las variables -v, y, z. La gráfica de esta ecuación 
es el conjunto de puntos (*, y, z) en R 3 cuyas coordenadas satisfacen la ecuación. A 

esta gráfica la llamaremos superficie en ffi'. Esto es, el conjunto 


S = {(.v, y, z)e RV fix, y, z) - 0} 


es una superficie en R'\ 



Describir cada una de las superficies: 


a. 


z~5 


b. x = - 3 


c. y 


= -2 


Solución 

a . La gráfica de z = 5 es el conjunto {(v, y, z) £ R 3 / z = 5 }, que son los puntos del 

espacio cuya tercera coordenada es 5 Estos puntos conforman el plano paralelo al 
plano coordenado XY que está a 5 unidades arriba de el. Ver la Fig. . 

En general, si k es una constante, el gráfico de z = k es un ptao^elo al 
plano XY. En particular, el gráfico z = 0 es el mismo plano coordenado XY. 

b. Similar a. caso anterior. La gráfica de , - -3 es el plano paralelo a. plano 

coordenado YZ que esta a 3 unidades detras del origen. V er 1 o- - 

En general si k es una constante, el gráfico de x = k es un plano paralelo al 
plano YZ. En particular, el gráfico de x = 0 es el mismo plano coordenado YZ. 

c. La gráfica de y - -2 es el plano paralelo al plano coordenado XZ que esta a 2 
unidades a la izquierda del origen. Ver la Fig. 3. 

En general si k es una constante, el gráfico de y = k es un plano paralelo al 
plano XZ. En particular, el gráfico de y = 0 es el mismo plano coordenado XZ. 




Y 



Y 


Fig. 1: z - 5 


Fig. 2: a = -3 


Fig. 3: y = -2 


Más adelante estudiaremos el plano en forma más completa. 
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ECUACION DE LA ESFERA 

Una esfera es el conjunto de todos los puntos de R 3 que son equidistantes de un 

punto fijo. El punto fijo es el centro de la esfera y la medida de la distar,™ 
constante es el radio. ' distancia 

La ecuación de canónica de la esfera de radio 
centro en C = (//, k , h es 


r v 


ZA 


P • Or. f. ;> 


(a* - h ) 2 + 0* - ¿) 2 + (z - í) 1 = r l (|) 

En efecto, si P- (a*, y, z) es un punto cualquiera 
de la esfera, entonces 

d{P, C) ~ r O [J( /A Q] : = r 

(x - h) 2 + (y - k) 2 + (z - I) 2 = r 2 

Si desarrollamos los cuadrados de la ecuación canónica de la esfera obtenemos 
ecuación de segundo grado de la forma: 



x 


a*“ + v + + Hx + Ky + Lz + M = 0 


( 2 ) 


Reciprocamente, si tenemos 
cuadrados obtenemos: 


una ecuación como la anterior, completando 


(x -hf + (v - k) 2 + (z - ¡y = R . donde 


/;=-// 

O 


] 


1 


k=-K ! = -L, R = — (h 2 +K 2 + L 2 - 4A/) 
2 2 4 v 


Si R > 0. entonces la ecuación (2) es la ecuación de la esfera de radio r- V R Y 
centro en C - (/?, í). Si R = 0, la gráilca de (2) es el punto C = (h, k, l). Si R < 0, la 

gráfica de (2) es el conjunto vacío, ya que la suma de los cuadrados tres reales nunca 
es negativa. En resumen tenemos: 


TEOREMA 1.1 1 La gráfica de una ecuación de segundo grado de la forma 


x 1 + y 1 + z 1 + Hx + Ky + Lz + M = 0 
es una esfera, un punto o el conjunto vacío. 

A esta ecuación se le llama ecuación general de la esfera, 



Solución 


3.r + Sy 2 + 3z 2 + 6x - 18z - 45 = 0 


Completamos cuadrados: 

3(v -í- 2x + 1) + 3 y 2 + 3(z 2 - 6z + 9) =45 + 3 + 27 <=> 
i M SífeV' ■ 3 (a + 1)‘ + 3v 2 + 3 (z- 3)“ =75 
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p 


v t .1 omotria Analítica del espacio 


MMpP f 5W.v + 1 ) 2 + y 2 + (2 - 3 ) 2 =25 <=> 

(a* + 1 ) 2 + y 2 + ( 2 — 3) 2 = 5 2 

Esta ecuación corresponde a la esfera de radio r = 5 y centro en ( - (-1, d, 3). 


EJEMPLO 5. 


El segmento que tiene por extremos los puntos P = (-ó, 3. 6) y 
Q (4, -1. -2) es un diámetro de una esfera. Hallar la ecuación de 
esta esfera. 


Solución 

El centro de la esfera es el punto medio dei diámetro. Luego, el centro 


C = 


-6 + 4 3-1 6-2 




(- 1 , 1 , 2 ) 


J 


Por otro lado, el radio de la esfera es la mitad de un diámetro. Luego, este radio e?, 

,.= -d(P.Q)= -^(4 + f >) 2 +(- 1 - 3 )- +(- 2 -ft) : = 3/5 
2 2 

En consecuencia, la ecuación canónica de esta circunferencia es 

(,v+ l) : + 0'- 1)’ + (2 -2)‘ = 45 


PROBLEMAS RESUELTOS í.l 


PROBLEMA 1.1 Los puntos A - 

de un paralel 

coordenados. 



: (-1,-1. 1) y B =0,2, 3) son vértices 
epípedo cuyas caras son paralelas a los planos 

b. Hallar los 8 vértices 


a. Dibujar el paralelepípedo. 

c. Hallar la longitud de la diagonal. AB . 

Solución 

b. ^ = (-1,-1, 1), (1,-1, I), 

(1,-1, 3), (-1,-1, 3) 

# = 0,2,3), (-1,2,1). 

(1,2, 1), (-1,2,3). 

c- d(A,B)= I + l) 2 +(2 + l) 2 +‘3-l) 2 = 



Y 








































P ROBLEMA 2. | Probar que el punto medio M del segmento de recta comprendido 

entre los puntos P, = z,) y P 2 = fo, y 2 , z,) es 


/ 


A/= 


■ 

Solución 

Sea A/ = (x, y ; z) 

Proyectamos el segmento Pj /> 2 sobre 
cada uno de los tres ejes. 

Por ser M- (x, y, z) el punto medio, tenemos: 

En el eje X, x es punto medio del 
intervalo [xi,x 2 ], Luego, 


x \ + - y 2 >'i + Xi z \ + -¿2 | 

2 ' 2 2 J 


X X ] — X *2 — X => 2x = X] + A*-) 


Xi +x 2 

X - — 1 -- 

2 




P; = U':. C>) 


VA = (.vi y, z) 


1= (^.Jt, Cl) I 




A 1 ' 




P 

» i 
* / 

I / 


T- 

7 


■> 


«. i / 
'v O 


X 


En el eje Y, y es punto medio del intervalo \y l9 y 2 ]. Luego. 


y-y i = > , 2~> , =>2y=y 1 +> 




;= >’i + y 2 


En el eje Z, z es punto medio de! intervalo [z¡, z 2 ]. Luego, 


Zi = Zi - z 


2z = Z] + z 2 


z, -f z 

Z = —- i 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.1 


En los problemas 1 y 2 , los puntos A y B son vértices opuestos de un 
paralelepípedo rectangular con caras paralelas a los planos coordenados. 


a . Dibujar el paralelepípedo, 
diagonal AB. 

1. ,4 = 0, I, 1 ),B = (2,4,3) 


2.A- (- í, -1,2), B “ (3, 2,4) 

y 


ó. Hallar los S vértices c. Hallar la longitud de la 


Rpta . A. ,4» (1, 1, 1), (2,1, 1), (2, L3), (l, 1,3) 

5= (2,4, 3), (2,4, 1). (1,4,1), (1,4,3) 

c. d(A , B) = \TÍ4 


A. /I = (-1, -1,2), (3,-1,2). (3, -1.4), 
(-1,-1,4). B =* (3,2,4), (3,2,2), 

(-1,2,2), (-1,2,4). c.d(A,B) = Jl9 
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3. a. Pruebe que el triángulo de vértices P-( 1, 1,1), Q (3, 3, 2) y R & ’ 

es un triángulo rectángulo. 

b. Hallar el área del triángulo. &P ta ' ^ ^ 

4. a. Probar que el triángulo de vértices P - (3,4, 1}, Q 

un triángulo equilátero. _ 

b. Hallar M, el punto medio del segmento PQ • 

c. Hallar la longitud del segmento MR . 

d. Hallar el área del triángulo. 


= (0, 6,2) y R = (1,3,4) es 

Rpia. M = (3/2, 5,3/2) 

Rpta. >/42 / 2 
Rpta. 7 \I 3 2 


5. Probar que los puntos P = (1,0,3), 0 = (2,1.4) y R = (4. 3,6) son cólmenles. 

SUg&'Snciü'. Probar epte d{P , R) = d(P , Q ) + d(Q, R) 

6. Hallar la distancia del punto P = (2, -3.4) a cada uno de los siguientes planos y 


ejes. 

a. Plano XY 

d. Eje X 
Rpta. a. 4 


b. Plano XZ 


b. 3 


e. Eje Y 
c. 2 


d. 5 


c. Plano YZ 
f. Eje Z 

e. 2 J~5 »• >/T3 


7. 


Se traza una recta que pasa por el punto (3, 5, 2) y es perpendicular al plano YZ. 
Hallar los puntos de esta recta que están a una distancia de 7 unidades del pun o 

(0, 5. m Rpta. ( , 5, 2), (— 3 *J~5 , 5, 2) 

8. Se traza una recta que pasa por el punto (3, 5, 2) y es perpendicular al plano XY. 
Hallar los puntos de esta recta que están a una distancia de 7 unidades del punto 

(0, 5, 0). Rpta. (3, 5, 2-J 10 ), (3,5,— 2V 10 ) 

En los problemas del 9 al 12, completando cuadrados ,, hallar el centro y el 
radio de la esfera cuya ecuación es dada. 


9. .v 2 +y* + z 2 ~ 6x + 2y - 2z + 10 = 0 

10. x 1 + y 2 + z 2 - 6x - 8y + 8z + 25 = 0 

11. 4.r + 4 y 2 + 4 z 2 - 4y + 8z -3 = 0 

12. r+y+r-z= 0 


Rpta. (3, -1,1). r—l 
Rpta . (3,4,-4). r» 4 

(0, 1 /2, -1). r = \/~2 
(0, 0, 1/2). r = 1/2 

-2. 1) V radio V5 . 


«* liUlHU lil 

b. Describir la intersección de la esfera cor. ¡ plano XY. 

c. Describir la intersección de la esfera con el plano XZ. 

d. Describir la intersección de la esfera con el plano YZ. 

Rpta. a. (x - 4) 2 *• (y + 2)“ + (z- l) — 5 2 _ 

b. La circunferencia en el plano XY: (x - 4) + (y + 2)^ - 4, z 

c. La circunferencia en el plano XZ: (x -4Y + (z - 1) - U y 

d. La esfera no intersecta el plano YZ. 


0 

0 
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.4. I la i la i la ecuación de la esfera con centro en (2, — 1,2) y que pasa por el origen. 


Rpta. (x - 2) 2 + (y + l) 2 + (z - 2) 2 — 9 

í 5. Hallar la ecuación de la esfera con centro en (-1, 3, -2) y que pasa por el punto 

( 3 , 6 , - 2 ). 


Rpta. (.v + 1) : + 0 - 3) 2 + (z + 2) 2 = 25 


16. í lallar la ecuación de la esfera con centro en (4, -2, 3) y es tangente: 


a. Al plano XY 


b, Al plano YZ 


Rpta, a. (a* - 4) 2 + (y + 2) 2 + (z *- 3) 2 = 9 b. (x-4) 2 4-(y + 2, 2 + (z-3) 2 = 16 


17. Hallar las ecuaciones de las esferas tangentes que tienen el mismo radio y cuyos 
centros son (4, -2, 5) y (-4» 0, 1). 


Rpta, a, (.v — 4)* + {y + 2) + (r - 5) 2 = 21 b. (jc + 4)* + y 2 + (- ~ J ) 2 = 21 


18. Hallar la ecuación de la esfera que es tangente a los tres planos coordenados, de 
radio 5 y cuyo centro está en el primer octante. 

Rpta. (x - 5) : + (y - 5 ) 2 + (z - 5 f = 25 

19. Un punto P se mueve en tal forma que su distancia al punto (0. 1, -4) es e! doble 

de su distancia al punto (0, 1, 2). Probar que P está en una esfera. Hallar la 
ecuación de esta esfera. Rpta. x~ + (y - I)" + (z - 4) 2 - 16 

En los problemas del 20 al 21 describir verbalmente la región descrita por la 
expresión algebraica dada. 

20. y = 4 21. z = -3 


22. x > 1 


22. .y <2 


Rpfa. El plano vertical que corta el plano XY en 
¡a recta x = v 


24. x 2 +y 2 = I 


Rpta. Cilindro vertical que interseca al plano AY 

en la circunferencia .v 2 + v 2 — 1 


26. Xvz = 0 



Rpta. Unión del plano YZ con el plano XZ. 
Rpfa. Unión de los tres platios coordenados. 

_ _ i i «i 

Rpta. U¡ 

















En la sección anterior hemos usado a los elementos de ?.* para representar puntos 
del espacio. En esta sección estudiaremos a R 3 desde el punto de vista algebraico. 


Definiremos dos operaciones con las cuales. 


se convertirá en un “espacio 


vectorial”, gracias a lo cual cumplirá un rol fundamental en el estudio de la física y 
otras ciencias. 

En general, un vector es un elemento de un espacio vectorial. Desde este punto de 
vista, las temas ordenadas (,v, v, r). que son los elementos de R , son vectores. Por 

esta razón, haremos un pequeño cambio de notación. Ya sabemos que cuando 
escribimos A = («i, í/->, a 0 , queremos decir el punto A cuyas coordenadas son i/;. 02 
y «j. En cambio, si la terna es pensada como vector, escribiremos: a = u?,. a 2 . t/v > 
diremos el vector a con componentes a\> a 2 y « 3 . Observar que a los vectores los 
denotamos con letras minúsculas negreadas. 



Sean a = <a t , a 2 , a 2 ) y b = { ój, h) dos elementos de R 3 . La 
suma a + b es la terna: 

a + b = < a u tf 2 , «3) + < Ó!, b 2j b 3) = ( a\ + bu «2 + b 2 . ^ + b } ) 


EJEjMPLO 1.1 1. <2,-5,0) +(4, 2,-7) = < 2 + 4,-5 + 2, 0 + (-7)) - <6,-3. -7) 


2 . <- 1, 3, 8 ) + ( 0 , 0 , 0) = <- 1+ 0 , 3 + 0 , 8 + 0) = <- 1, 3, 8 ) 


Ea tema < 0 , 0 . 0 ) se llama el vector cero o, simplemente, el 


cero de W y lo 


denotaremos por 0. Esto es, 0 - (0, 0, 0). 

Se llama vector opuesto del vector a = (tq, tf 2 , í, j) **1 vector —a — (— Q\, — ^ 2 * —1 a i) 

Ahora definimos la otra operación, multiplicación por escalares. Aquí usamos el 
término escalar como sinónimo de número real. Esta operación toma un escalar y un 
vector y produce otro vector. En términos precisos tenemos. 


DEFINICION. 


Multiplicación por escalares 

Sea r un número real y sea el vector a = (¿j¡, li 2 , (. 73 ), entonces /"a 
es el vector: 


ni = r{n u u 2 , a 3 ) = < raí, ra 2> ru{) 




















EJEMPLO 


2. -2(-l, 3, 8) = <-2(-l), -2(3), -2(8)) = <2, -6, -16) 


3. líai, í7 2 , 03) — l(c/2>, IICJ3) ) = («1, a 2 , <3j) 


4. 0<o,, a 2 , a¡) = <0(«,), 0(a 2 ), 0(a 3 ) ) = (0,0, 0) 


Las propiedades esenciales de estas operaciones son dadas en el siguiente teorema. 


TEOREMA 1. 


Si a, b y c son vectores de R 3 y r, s son escalares, entonces 


1. a + b = b + a 

2. (a + b) + c = a + (b + c) 

3. a + 0 = a, V a e M 1 

4. a + (-a) = 0, Vae!R' 

5. la = a 

6. /‘(¿■a) = (;*5)a 

7. r(a + b) = ra + rb 

8. (r+ s) a = ra + .?a 



ostración 


(propiedad conmutativa) 
(propiedad asociativa) 

(propiedad del elemento neutro) 
(propiedad del opuesto) 


(propiedad distributiva) 
(propiedad distributiva) 


Estas propiedades son el reflejo de las propiedades de los números reales y son 
muy fáciles de probar. Como muestra, probaremos solamente 4 v 7. Dejamos las 
otras como ejercicio al lector. 

4. a + (-a) = (c?!, ¿7 2 , ¿f 3 ) + (—{¿7], a í) ) = i a U # 2 » + ( _a b ~ a 2 -> ~ a i) 

= (ai — Q\, a 2 -a 2y ¿ 73 - 03 ) = ( 0 , 0 , 0 ) = 0 


7 . r(a + b) = t{(a u a 2 , a 3 ) + (bu b 2 , ¿3) ) - r ( a i + ¿h ¿*2 + ¿>2, 0 3 + ¿3) 

= (rfa, + A|), r(a 2 + b 2 ), r(a 3 + /? 3 )> = <^1 + r b h ra 2 + r/> 2 , raí + rb 3 > 
= {rau ra 2i raí) + {rbi,rb 2i rbi)-r{aua 2f ai) + r(b\,b 2i bi) 

= ra + rb 


Sustracción de vectores. 


Si a y b son vectores, entonces a - b - a + (~b) 

O sea, la diferencia de a menos b es suma de a con el opuesto de b. 


DEFINICION. 

























I EJEMPLO 3. 


Si a = <2. -5, 8) 


b = <6, -3,4), entonces -b = (-6,3, -4) y 


a - b = a + (-b) = <2, -5, 8) + (-6, 3, -4) = (2- 6. -5+ 3, 8 -4> 

= <-4, -2,4) 


Un espacio vectorial es un conjunto V provisto de dos 
operaciones, una “adición" y una “multiplicación por escalares" 
las cuates satisfacen las ocho propiedades dadas en el teorema 
anterior. 

El teorema 1 nos dice que R\ provista de las dos operaciones antes definidas, es 
un espacio vectorial. A sus elementos tos llamaremos vectores tridimensionales 


DEFINICION, 


DEFINICION, 


Si P = (¿ 7 ), a i) es un punto de R 3 al vector a = (a], a 2 , # 3 ) lo 
llamaremos vector de posición del punto P. 


Los resultados obtenidos para R 3 también se cumplen para IR . En consecuencia, 

R~, con sus correspondientes operaciones, es también un espacio vectorial, A sus 

elementos los llamaremos vectores bidimensionales. Si P = (a^ a 2í ) os un punto 
de E 2 al vector a = <fl ]t a 2 ) lo llamaremos vector de posición del punto P. 


REPRESENTACION GEOMETRICA DE VECTORES 

BIDIMENSIONALES 

Aquí trataremos de las ideas geométricas que están detrás de las ideas algebraicas 
de los vectores. Empezamos con los vectores bidimensionales. 

Sea a = {cj¡, a 2 ) un vector de R 2 . A este vector lo representaremos mediante flechas 
en el plano, construidas del modo siguiente: 

1 . Tomamos Pq, un punto cualquiera del piano. 

2. Comenzando en P o, nos movernos paralelamente al 
eje X una distancia a\. El movimiento es hacia la 
derecha si c¡\ .es positivo o hacia la izquierda si ü\ 
es negativo. Sea O el punto final de este movimiento. 

3. A partir de Q nos movemos paralelamente al eje \ 
una distancia a 2 , El movimiento es hacia arriba si a 2 
es positivo o hacia abajo si a 2 es negativo. Sea P\ el 
punto final de este movimiento. 
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4 . Razamos la flecha con punto inicial y punto final P\„ la que denotamos por 
. Esta Hecha representa al vector a. 


Como el punto inicial P { \ fue escogido arbitrariamente, esto significa que hay 


infinitas flechas que representa al vector a. Estas se caracterizan por ser paralelas, 
tener igual longitud y apuntar en el mismo sentido. 


REPRESENTACION ESTANDAR DE UN VECTOR 



De todas las infinitas flechas que representan a un vector 

a = (£7!. a 2 ). sobresale la flecha QP , con punto inicial cí 
origen y con punto final el punto P — (ai, a 2 ), cuyas 
coordenadas son la componentes del vector a = (a¡. a 2 ). A 


P = (a 1 . a 2 ) 

Ch 



la flecha 0 P la llamaremos representación estándar o 
representación canónica del vector a. 


> X 


0 a j 


REPRESENTACION GEOMETRICA DE LA SUMA a + b 


Sabemos que si a = (a u a 2 ) y b = (b u b 2 ), entonces 

a + b = (í 7 | b 1, o 2 ¿2} 


Geométricamente, para hallar la suma de dos vectores se usa la ley del triángulo. 
Según esta regla, si se tienen las flechas que representan a los vectores a v b. se 
construye otra flecha que representa al vector b que tenga como punto inicial el 
punto final de la flecha que representa al vector a. La flecha que une el punto inicial 
de la flecha de a con el punto final de la flecha de b representa a la suma a + b. 


YA 




Ley del triángulo 


Prueba de la ley del triángulo 



Si aplicamos la ley del triángulo moviendo la flecha de a 
a continuación de la flecha de b, obtenemos el triángulo 
superior. La unión de los dos triángulos nos da un 
paralelogramo cuya diagonal representa al vector suma 

a h b. Este resultado es conocido con el nombre de lev del 

paralelogramo. 



Ley del paralelogramo 
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EJEMPLO 4. 


Sea a = (5,4) y b = (-l,2). 


1. Hallar a+b y representarlo geométricamente. 

2. Hallar a - b y representarlo geométricamente. 

Solución 

1. a+b = (5,4) + <-l,2) = (4,6) 

2. a - b = (5,4) - (-1,2) = (5,4) + < 1, -2) — (6, 2) * ' 

Construimos el paralclogramo determinado - 

por los vectores a = (5, 4) y b = <- 1,2). 



La flecha sobre la diagonal que une el origen 0 = (0, 0) con el punto (4, 6) 
representa al vector suma a + b. 


La flecha sobre la otra diagonal que une el punto (-1, 2) con el punto (5. 4) 
representa al vector diferencia a - b. Esta última afirmación podemos verificarla de 
dos maneras, geométricamente y analíticamente. Geométricamente: Si recorremos la 
Hecha que representa a b y luego seguimos por la diagonal marcada con a - b, 
hallamos la flecha que representa al vector a. Analíticamente: La flecha sobre la 
diagonal marcada con a - b, une el punto í-1, 2) con el punto (5. 4); luego, esta 
Hecha representa al vector (5 -(—1), 4 - 2) = (6, 2) = a - b. 


REPRESENTACION GEOMETRICA DE LA MULTIPLICACION POR 

ESCALARES 


Sabemos que si a = (í/j. a 2 ) y re s un número real, entonces ra = (raí, ra 2 ) 


Geométricamente, la ¡¡echa que representa al producto ra es una flecha paralela a 
la Hecha que representa al vector a. pero r veces mas largo. Si r es positivo, la Hecha 
de ra tiene la misma dirección que la de a. En cambio, si r es negativo, la flecha de 
ra tiene dirección opuesta a la Hecha de a. 






r > 0 


r < 0 


REPRESENTACION GEOMETRIA DE VECTORES 

TRIDIMENSIONALES 


La discusión que hemos elaborado en la parte anterior sobre los vectores 
bidimensionales se generaliza fácilmente a los vectores tridimensionales, por lo que 
sobre este punto no nos extenderemos. 
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Dado un vector a = <«„ a lt a 2 ) de R 3 . A este vector 

lo representaremos mediante flechas en el espacio 

construidas del modo siguiente; 

1. Tomamos P„> un punto cualquiera del espacio. 

2. Comenzando en P (h nos movemos paralelamente al 
eje X una distancia a,. !-l movimiento es en la 
dirección positiva del eje X si a, .es positivo o en 
dirección negativa del eje X si a¡ es negativo. Sea 0¡ 
el punto tina! de este movimiento. 




3 


A partir de Q l nos movemos paralelamente al eje Y una distancia a 2 . El 
movimiento es en la dirección positiva del eje Y si a 2 .es positivo o en dirección 
negativa del eje Y si a 2 os negativo... Sea Ü 2 el punto final de este movimiento. 


4. A partir de Q 2 nos movemos paralelamente al eje Z una distancia El 

y^iovitniento es hacia arriba si o 2 es positivo o hacia la abajo si a 3 es negativo. 
Sea P j el punto tina! de este movimiento. 


4. Trazamos la flecha con punto inicial Pq y punto final P\ la que denotamos por 
PqP x . Esta flecha representa al vector a. 


DEFINICION. 


Vectores paralelos. 


1. Dos vectores a y b distintos de 0 son paralelos si existe un 
escalar /■ tal que a = rb 

2 . Dos vectores a y b distintos de 0 tienen la misma dirección 
si existe un escalar r > 0 tal que a = rb 


3. Dos vectores a y b distintos de 0 tienen direcciones opuestas 
si existe un escalar r < 0 tal que b = ra 


EJEMPLO 5. 


Los vectores a = {-9, 3, - 6 ) y b =(3, - 1 , 2 ) son paralelos. 
En efecto: a = {-9, 3, - 6 ) =-3(3, -1,2) = -3b 


Además, estos vectores tienen direcciones opuestas. 


LONGITUD O NORMA DE UN VECTOR 


DEFINICION. 


Se llama norma o longitud de un vector a a la longitud de 
cualquiera de sus representaciones. 


Denotaremos con 


a 


a la norma de a. 


Si tomamos la representación estándar 0 P del veetor a. 


entonces 


a 


/(O, P). 



P = (íl-| o2 ' 




X 



































17 


Cap. 1 Vectores y Geometría Analítica del espacio 


Si a es un vector bidiinensional, a — (¿íi, ay), entonces P — (a¡, Ü 2 ) y, aplicando 
el teorema de Pitágoras. 


a 


_ / 2 2 

— y¡ íij + tiy" 


Si a es un vector tridimensional, a (a h a 2 , ay), entonces P = (¿ 7 ,, a 2 * ay) y 


a 


= fa) 


1 •) 
+ a 2~ + Üy~ 



Sea a- <3,0, -4) y b = <1, -2, 2), hallar: 


1. 


a 


2. II a + b 


3. II a - b 


Solución 


1. 


a 


= || (3. 0.-4) || = yj 3~ + 0~ + (-4)“ = V~25 =5 


2. a + b 


II 



3.0. - 4) + (1.-2.2) 


(4,-2,-2) = ^4 2 + <-2) 2 +(-2) 2 - 2/6 


3. 1 a - b I = ¡(3,0,-4) - (1,-2,2)||= ¡(2, 2,-6)|| = yj 2 2 + 2 2 + (-6) 2 = 2/T¡ 


TEOREMA 1.2 


rn 


a 


Demostración 


Sea a = {a¡, a?, ay), entonces ra = (ra 1 , ra 2 , ray) y 


ra 


| = V ~[ñ*\ f + f tü2 ~f +( ra$f =y¡ r 2 (íí] 2 + íí 2 2 + £, 3")”Mv“l’ 


7 '> 


+ aj +1/5 


a 


• » 


DEFINICION. Un vector v es un vector unitario si 


I 



# 1 


El vector v = <3/5, 0, -4/5) es un vector unitario 


En efecto, 


(3/5, 0, - 4/5) | = ,/ (3/5 f + O 2 + (- 4/5 f = V 0/25 + 16/25 


= V 25/25 = /T = 1 






















































































MIJÍrl Si a ^ u, Probar que v =• 


misma dirección que el vector a. 


Solución 


Como v = 


dirección. 


1 


i 






i a y ~ 



a 


a 


a 





0 , entonces vy a tienen la misma 


Por otro 


lado, de acuerdo al teorema 1.2, con r- 1 


a 


, tenemos v = ra y 


ra 


— r 


a 


a 


a 


a 


= 1 


EJEMPLO 9. | Hallar el vector unitario en la dirección del vector a = (2, 12). 


Solución 


Tenemos que 


a 


= J 7- +1 2 + (-2) 2 = -/? = 3. 


El vector unitario en la dirección de a = (2, 12) es 


a 


v — 


a 


1 1 1 

-a - — a = 1(2, 1 - 2) 
3 3 


DEFINICION, 


Se llama ángulo director de un vector bidimensional v * o al 

ángulo O formado por el semieje positivo X y la representación 
estándar de v, medido en sentido antihorario. 


Si 9 es medido en grados, se tiene que 0 < 9 < 360°. Aún más, si v - (a , a 2 ) 

entonces 


9 = < 


tan (a 2 f a ,), si (a x , a 2 ) está en el primer cuadrante 

90°, si a, = 0 y a 2 > 0 

tan 1 ( c ¡2 / a x } 4- 180°, si (a,, a 2 ) está en el segundo o tercer cuadrante 
270°, si c7j = 0 y a 2 < 0 

tan 1 ( a 2 ( a ] ) + 360°, si (a,, u 2 ) está en el cuartro cuadrante 


Si O es medido en radianes, entonces 0 < 9< 2n y 


























































































0 = 


tan 1 (a 2 1 a x ) 


s ¡ (<*\, a 2 ) está en el primer cuadrante 


ir 

si a x = O y a 2 > O 


i lan * ( fl 2 / a \) + ^ si (a, , t/ 2 ) está en el 
3 ir 

—, si tí] =0 y « 2 < O 



o tercer cuadrante 


tan (^2 a ]) f si («j, c/ 2 ) está en e! cuarto cuadrante 


EJEMPLO 10 .1 Hallar el ángulo director de los 


siguientes vectores: 


1. 2. (-2,-2) 3. (0,-1) 4. (-7T, -I) 

Solución 


L (-1. V 3 ) está en el segundo cuadrante. Luego. 

O = tan' 1 (VT/-l) + 180° 

= tan 1 (- VT I + 180° - - 60° + 180° = 120° 

2. (-2, -2) está en el tercer cuadrante. Luego, 

6 = tan' 1 (-2/- 2) + 180° 

= tan' 1 (1) + 180° = 45° + 180° = 225° 

3. (0. -1) esta en el semieje negativo Y. Luego, 

9 = 270° 


4. (v3 , -1) está en el cuarto cuadrante. Luego, 

0~ tan' 1 (- l/VT) + 360° 

- -30° + 360° = 330° 



TEOREMA 1. 3 


demostración 


Si v es un vector no nulo de R" y 
es su ángulo director, entonces 

v = v {eos 6, sen 0) 

El vector u = (eos (i sen 9) es 
unitario y tiene ¡a misma 
dirección que v. 
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Sabemos que u - — es un vector unitario que la misma dirección que v, 


El graiico nos dice que u — -—j- — (eos <9, sen 0). Luego, 


v = 


(eos 6, sen 0) 


EJEMPLO 11. 


Hallar ei vector v que tiene longitud 6 y forma un ángulo de 30° 
con el semieje positivo X. 


Solución 


v = 


(eos 30, sen 30) = 6 (44> 


/ 2 . 1 / 2 ) - 


(WT. 


DEFINICION. I Si v es un vector que expresa una velocidad, entonces su longitud 


o norma 


recibe el nombre de rapidez. 


EJEMPLO 12 


Un avión vuela a una altura fija con una velocidad de 400 Km h. y 
con dirección de 30° al Oeste del Norte (algunos autores 
simbolizan esta dirección así: N30 c O). Hallar el vector \eloeidad 


del avión. 


Solución. 


En el sistema de coordenadas rectangulares del plano 
es costumbre asignar: 

El Este a la dirección del semieje positivo del eje X. 

El Norte a la dirección del semieje positivo del eje Y. 

El Oeste a la dilección del semieje negativo del eje X. 
El Sur a la dirección del semieje negativo del eje Y. 



30° al Oeste del Norte significa 30° + 90° = 120° del semieje positivo del eje X. 


Si v es el vector velocidad, entonces la rapidez es 400 Km/h. Esto es 




LOS VECTORES UNITARIOS CANONICOS 

En R 2 tenemos dos vectores unitarios muy especiales, a los que llamaremos 

vectores unitarios canónicos. Estos son los siguientes: 
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¡ = <i.0>, j = <0, 1) 

Estos vectores apuntan en la dirección positivas de los 
ejes X y Y, respectivamente. Una de las propiedades 
saltantes de estos vectores es que ellos dos generan todo el 

espacio K\ Esto es. todo vector de IR" se expresa como una 
combinación lineal de ellos dos. En efecto, si 



a - <tfi, a 2 )s entonces a (ai, 0) + {0, a 2 ) - u\ {!, 0) + a 2 (0, 1 > = a x i + a 2 j 


Similarmente, en R’ tenemos tres vectores unitarios canónicos: 


i = (1,0.0), j = (0, 1.0), k = (0,0, 1) 

que apuntan en la dirección positivas de los tres ejes 
Estos tres generan todo el espacio R 3 . En efecto, si 

Si a = (aj, a 2 , a*), entonces 

a = (aj, 0, 0) + (0, a 2 , 0) + (0, 0, a?) 



= c¡] ' 1.0. 0) + 1/^(0, 1.0)+ íh (0. 0. 1) = ai i + a 2 j + a3k 


EJEMPLO 137] (5, -3) = <5,0) + (0. -3) = 5(1,0) - 3(0, 1) = 5i - 3j 


EJEMPLO 14. Si a = 2i - 7j + k y b = -3i + 8j - 4k, expresar el vector 

3a - 5b como una combinación de ¡, j y k. 

Solución 

3a - 5b = 3(21 - 7j + k) - 5(-3i + 8j - 4k) = 6i - 21j + 3k + 151 - 40j + 20k 
= (6 + 15) i + (—. 21— 40)j + (3 + 20)k — 21 i — 61 k + 23k 


__ PROBLEMAS RESUELTOS 1.2 _ 

PROBLEMA 1.1 Dos fuerzas F\ y F 2 de 20 y 30 ncvvtons respectivamente, se 

aplican en un mismo punto y forman un ángulo de ■— . 

a. Hallar la magnitud de la fuerza resultante. 

b. Hallar el ángulo 6 que forma la fuerza con la resultante. 


Solución 




















Cap. 1 Vectores y Geometría Analítica del espacio 


Colocamos un sistema de coordenadas con origen en el 
punto donde se aplican las fuerzas y que la representación 
de posición de /■'] se extienda sobre el semieje positivo X. 

a. Fi -20(1, 0) = (20,0) 

F 2 = 30(eos /r/3, sen ;r/3) = 30(1/2, /T/2 ) = (l5,15/1) 


F, + F 2 = (20, 0) + <15, 15 /I ) - (35,15/1) 



F\ + F : 



b. tan 6= 



0.7423075 => 


V 1.900 = lo/Í9 = 43.589 

tan '(0,7423075) = 0.63856 radianes * 36°35’ 


PROBLEMA 2. 


Solución 


Un viento sopla desde la dirección 30° a! Oeste del Norte 
(N30°O) a 50 Km/h. Un avión esta volando con dirección 60° 
al Este del Norte (N60°E) a una velocidad de 200 Km h. 
(velocidad en aire sin viento). La velocidad respecto a la tierra es 
suma de las dos velocidades anteriores. La longitud de esta 
resultante es llamada rapidez absoluta. Hallar la velocidad del 
avión respecto a la tierra y la rapidez absoluta. 


Sea v el vector velocidad del viento, a el vector velocidad del avión (en aire sin 
viento) y w la velocidad del avión respecto a la tierra, 

vv = v + a 


Si el viento viene de la dirección 30° a! Oeste del Norte, entonces la dirección de 
su vector velocidad es 30° al Este del Sur, o bien, 30° ■ 270° = 300° del semieje 


positivo del eje X. Luego, 



v = 50{cos 300°, sen 300°) =50(1/2, - /5/2 ) 
= (25, - 25^3 ) 

Por otro lado, 

a = 200(cos 30°. sen 30°) - 200( /T / 2, 1/2) 

= (100/3, 100 ) 



El vector velocidad del avión respecto a la tierra es: 
w = v + a = (25, — 25-/J ) + (1 00 /T, 100) = (25 +1 00/3 , 100 — 25-/T ) 



La rapidez absoluta es: 


w 


= J ( 25 + 100/3 ) 2 +( 100-25/3 f = 50i/"f7 0 200,155 Km4i 
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PROBLEMA 3. | Dos cables sostienen un peso de 50 libras, como indica la figura. 


Solución 


Hallar las tensiones T t y I 2 que soportan los cables. 


el punto inicial de las tensiones. 


positivo X. Luego, 

T, -- || T, || (eos 150°, sen 150°) 

= (||T, Icos 150°, , i, sen 150°) 



(1) 


La tensión T 2 forma un ángulo de 45° con 
semieje positivo X. Luego, 


YA 


Ti “ | T 2 (eos 45°, sen 45°) 

= {|| r, | eos 45 ú , ¡ T 2 [| sen 45°) 


( 2 ) 


Si w es el vector correspondiente al peso, entonces 


w — 50(0, - I > = (0, -50) 


(3) 



La suma de las tensiones debe equilibrar el peso y, por lo tanto, esta suma 
ser igual al peso, pero en dirección contraria. Esto es, 

T i + T 2 = - w 

En consecuencia, tomando en cuenta (1), (2) y (3), tenemos 

| eos 150° +1| T 2 ¡| eos 45°, || T ( jl sen 150°+1| T 2 1| sen 45°) = (0,50) 
Igualando las componentes de estos vectores: 

(4): !| T, ¡| eos 150° + ¡j T 2 j eos 45° = 0, (5): ¡| T ( !¡ sen 1 50 + ¡I T 2 ¡| sen 45°= 50 
Despejamos ¡I T 2 ¡ en (4): 


eos 150° 
eos 45° 


Reemplazando este valor de T 


T t sen 150° - | T, 


en (5): 

eos 150° 
eos 45° 


sen 45° = 50 


De donde obtenemos: 


Ti - 


50 


sen 150° - eos 150°tan 45 


36.6 v Ti 


eos 150° 
eos 45° 


44, 83 


Sustituyendo estos valores en (I) y(2) obtenemos, finalmente, 
T, = ((36.6)cos 150°, (36,6)scn 150°) = <-31.7, 18.3) 
T, s((44,83)cos 45°. (44,83)sen 45°) = (31.7,31,7) 
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PROBLEMA 4 


Un pájaro vuela desde su nido 4 Km, en la dirección 60° al 
Norte del Este (E60°N), donde se detiene en un árbol a 
descansar. Luego, reanuda un vuelo de 6 Km. en dirección 
Noroeste y se detiene en un poste. Colocar un sistema de 
coordenadas con eje X apuntando el Este y el eje Y apuntando 
el Norte. 


1. Hallar las coordenadas del punto donde está localizado el 
árbol. 


2. Hallar las coordenadas del punto P donde está localizado el 
poste. 

3. Si el pájaro hubiera volado directamente desde su nido al 
poste, ¿Cuál sería la longitud de este vuelo y cuál su 
dirección? 


Solución. 

1. Sea a el vector determinado por el primer vuelo. 

a = 4{cos 60°, sen 60°) = 4(1/2, /Í/2 ) = (2, 2/I ) 
Luego, A = (2,2/J ) 

2 . Sea b el vector determinado por el segundo vuelo. 

El \ cetoi b un ángulo de 45“ con el eje y un ángulo 
de 45° + 90° = 135° con el eje X. Luego. 




b = 6(cos 135°. sen 135°> = , -jl/l) = <_ 3 /T 

Tenemos que 

a + b = (2, 2/3 ) + (- 3/2 , 3/2 > = {2-3V~2 , 2/3 + 3/2 ) 

Luego, 


P-( 2 - 3/2 , 2/3 + 3/2 ) « (-2,24264, 7 , 



3, Longitud del vuelo = j| a + b 

, + b l = V ( 2-3/2 ) : +( 2\l~i + 3y/~2 ) 

= V >2 +12(^6 -,/2) =8,026 Km. 

otro lado, si 0 es el ángulo que forma el vector a + b 
con semieje positivo X, entonces 



7.707 


- 2,2426 


/ 


0 ~ tan 1 


2/3+3/2 


\ 


+ 180 


x 


tan V 3,43645879) + 180°= 106,22° 
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Las aguas de un río de 3 km. de ancho fluyen con rapidez de 8 
Km/h. Una lancha, que viaja con una rapidez de 17 Km/h en 
aguas tranquilas, quiere atravesar el río en línea recta y 
desembarcar en el punto de la otra orilla que está exactamente 
enfrente del punto de partida. 

1. Hallar la dirección (ángulo 0 ). 
que debe seguir la lancha. 

2. Hallar el vector velocidad de la j| 
lancha. 

3. Hallar el tiempo que demorará 
la lancha en cruzar el río. 



— 3 Km - 


Solución. 

1. El vector velocidad v de la lancha, el vector velocidad del río y el vector resultante 


w forman un triángulo rectángulo. Luego, 

8 


Q 


sen 0 


17 


0 = sen 


_ 8 _ 

17 


/ 


28.7 


2. El vector velocidad que debe seguir la lancha es 

v = 17(cos 28,7°, sen 28,7°) = (17 eos 28,7°, 17 sen 28,7=) = < 15, S> 

3. La rapidez con que avanza la lancha en dirección de w es 


W 


= 17 eos 28.7°= lo 

Luego, el tiempo que demora la lancha en o; n v ■ 


3 km 
15 km/h 


= 0,2 horas = 12 minutos 



Está soplando un viento a 40 Km/h con dirección E>te. Los 
motores de un avión lo impulsan a 3 L )8 Km h. (velocidad en aire 

tranquilo) . . . 

a. ¿En qué dirección debe el piloto entilar el avión para que este 

siga el curso de 30° al este del norte? 

b. Hallar la rapidez respecto a la tierra cuando el avión siga la 
rula obtenida en la parte a. 


a + v 


Solución 



X 



a + \ 
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Sea a el vector velocidad del avión en aire tranquilo. Sea v la velocidad del viento 
l dC 13 derecha es el trián gulo de izquierda en cual hemos reemplazado 

los vectores por sus longitudes. 

a. aplicando la ley de los senos en el triángulo de la derecha: 


sen p sen 60 


40 


398 


sen P = 


40 

398 


sen 60 * 0,087038 => B* 5 


0 - 60° •* 5°^ 65° 


Luego, el piloto debe enfilar el avión con un ángulo director de 65° 

b. Nuevamente volvemos a observar el triángulo de la derecha. Dos de sus ángulos 
mi en 60 y /?— 5 o , respectivamente. Luego, el tercer ángulo a mide 

a - 180° - (60 + 5) = 115 o 
Ahora aplicamos la ley de los cosenos: 


a + v 


a + v 


~ (398) 2 + 40 2 - 2(398)(40) eos 115°= 173.460,1655 
= 416,5 Km/h 


EL ESPACIO VECTORIAL R n 

Si n es un número natural mayor que 0, denotamos R n al conjunto de Ai-uplas 
ordenadas de números reales. Esto es, 

R 11 = { a = (a u a 2 i ■ • % a n ) j a u a 2 , • • ■, a„ e R } 

Este espacio generaliza los espacios particulares que hemos tratado anteriormente. 

<4 

Así, si n = 1, tenemos R 1 = R; si n = 2, tenemos R 2 ; si n = 3, tenemos R . 

DEFINICION. 1 Igualdad de de n-uplas 

(a h a 2 , • * *, a n ) = (b u b 2 , * • *, b„) O a x = ¿i, ai = b 2 , * * ■> <*ri = 

Como en el caso de R‘ , definimos dos operaciones de adición y multiplicación 
de un escalar por un vector, del modo siguiente: 

jlí 

Si a = (a,, a 2 , ■ ■ •, a,) y I) = (b u h 2 , ■ ■ \ b„) son dos elementos de R y s' 
r W un escalar, entonces 

1. a + b + ó|, í ?2 b 2K • • •, a„ + b n ) 3. /*a — (wi* ,£, 2 > ‘ ‘ *» 

Es muy fácil probar que estas operaciones cumplen las propiedades enunciadas en 
teorema l.l. En consecuencia, R n , provisto de estas dos operaciones, es un 
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espacio vectorial y sus elementos, tienen el derecho de llamarse vectores. Cuando a 
una n-upla (cít, «> ■• ■, «„) lo pensemos como vector, !o denotaremos así; 

a (a¡, c¡2i " * 

En R tenemos n vectores unitarios canónicos: 


€\ - (l, 0,0, • * % 0), 62 ~ (0, 1, 0 ■ * •, O), . . e n — {ü, 0, * * *, 0, i). 

Todo vector a = (a\, a?. * • •, a„). de R” cs combinación lineal de estos vectores: 

a = (ai, Ai, * • *. a„) = a\C[ + 02 <?2 + ■ • * + a„ e n 

El concepto de norma o longitud de un vector a = (ai, a 2 , • ■ •, a„) se define de la 
forma esperada: 


11 .1 y 2 2 2 

| a |j — ya¡ + c¡2 + * * * + u n 

Si r es un escalar, es fácil comprobar que 



PROBLEMAS PROPUESTOS 1.2 


En los problemas de i 1 al 4 hallar el vector a que tiene a PQ como 


representación. Trazar PQ y la representación canónica de a. 


1. P{3. -2), 0(6, -4) 

2. />(-5,-2), 0(0,2) 

3. P(\, 1,1), £>(3, -4, 1) 

4. FÍ-2, 1,2), £(-1,3,5) 


Rpta. a = (3, -2) 
Rpta. a = (5, 4) 
Rpta. a = (2, -5, 0) 
Rpta . a = (l, 2. 3) 


En los problemas del 5 al 8 hallar la norma del vector indicado si a 

b = (4, -3), c = (6, -1). 


(-3, 2), 


5. a-b 


7, a + b - c 



.J~T4 


6 . 


a-c 


Rpta .5 


8. ! 2 b + 3c 


Rpta. iyfYo 
Rpta y[Í57 


En los problemas del 9 al ¡2 
dirección que el vector indicado. 

9. (-8, 15) Rpta (-8/17, 15/17) 


11 . M, 1,-2 




hallar el vector unitario que tiene la misma 


10. 5 i — 12j Rola. — i - — i 

13 13 

Rpta. <-l/>/6,l//6, -2//ó) 

























12, 4i + j -8k 


En los problemas 13 y 14, si a = i + 2j y b = -4i + j, hallar el vector unitario 
que tiene la misma dirección que el vector indicado. * 


13. a + b 


Rpta. —i +—^=-j 


n 


ri 



. a - b Rpta. 


y[26 


1 + 


/ 26 


■m 

J 



En los problemas 15, 16 y 17, expresar el vector dado en la forma 

/•(eos G) sen 0 ), 

donde r es la magnitud del vector y 0 es el ángulo director . 



15. v = i + j 


Rpta. v = yfl (eos 45°. sen 45°) 




16. v = — 2i - 2-J~3 j 


Rpta. v = 4(cos 240°, sen 240°) 


17. v = -3j 


Rpta. v = 3(eos 270°, sen 270°) 


En los problemas del 18 al 21, hallar un vector w que tenga la dirección que el 
vector v dado y de la magnitud indicada . 


18. v = (-3, 4), magnitud 7 


Rpta. \v = 7{—3/5,4/5) - (-21 5. 28 5; 




19. v = 3i - j, magnitud 5 


Rpta. w = 


15 


/Tó 


i - 


j 


20. v = <l, -4. -1), magnitud 2 


Rpta. w = (2/ 3%/2 , -8/ 3V 


V 10 

-8/ 3>/2 , -2/ 3V2 ) 


21. v = -2i + 3j-Vlk, magnitud 3 


-3 

3 . 


/tota, w = - -1 + *7 j - 

* f 


9. 3/1 


4 


k 


22. Dos fuerzas F, y F 2 , de 8 y 4 newtons respectivamente, 
actúan sobre un punto P de una maleta, como indica la 
figura. Colocar un sistema de coordenadas con el origen en 

el punto P y el eje X como indica, 
a. Hallar la fuerza resultante F y su magnitud || F 


b. Hallar la dirección de la resultante F determinando el 



ángulo 0. 


Rpta. a. 


( 4 / 2 - 2, 4 / 2 + 2 /T), \\F || « 9,83 b. 0- 68°9’ 




23. Dos cables sostienen un peso de 200 libras, como indica 
>la figura. Hallar las tensiones Ti y T 2 que soportan los 

cables. 


Rpta. ¡ i — (—98,48, 82,6ó), 1 2 (98,48, 117,37) 





24. 


Una caja de 20 libras situada en e! origen cuelga de dos cables fijados en 
puntos (i, i, |) y (-1, -1. I). La fuerza de la gravedad sigue la d.rección 

vector -k. Hallar los vectores que describen la tensicSn en cada cuerda. 

Süg€T€nciü\ Usük siftietnü. Rpta * 10(1, 1, 1)* 10{ 1* 


los 







1> 
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55. Las aguas de un rio corren de norte a sur a uoa velocidad 
nadador, que en aguas tranquilas nada a 1,2 Km. /h, sale úl la r 

para alcanzar la ribera este, ^ ^iia míe 

a. Hallar la dirección en que debe nadar para llegar al punió de la o 

está exactamente enfrente del punto de partida. . .. h^lhda 

b. Hallar la velocidad respecto a tierra si el nadador sigue la ir 

en la parte a. Rpta. a, 0= 24,62 *>• 1 »^9 velocidad de 

26. Las aguas de un rio de 280 m. de ancho corren de norte a sur a m» velocidad de 

12 m/h. Un nadador, que en aguas tranquilas nada a 37m/h, sale de la ribera 
oeste y nada para alcanzar la ribera este. nr ¡ii a aue 

a. Hallar la dirección en que debe nadar para llegar al punió de 

está exactamente enfrente del punto de partida. , d 

b. Hallar'la velocidad respecto a tierra si el nadador sigue la ir 

la parte a. . . 

c. Hallar el tiempo que demora el nadador en cruzar el rio. 

Rpta. a. 0-18,92° b. 35m/h c. 8 minutos 

27. Un río de 4 km, de ancho Huye con rapidez de 5 Km/h. Una lan ^!^ ^ \[ n l a 
con una rapidez de 13 Km/h en aguas tranquilas, quiere atravesar el no en li i ■ 

recta y desembarcar en el punto de la otra orilla que está exactamente enfrente del 
punto de partida. 

a. Hallar la dirección en debe seguir la lancha. 

b. Hallar el vector velocidad de la lancha. 

c. Hallar el tiempo que demorará la lancha en cruzar el no. 

Rpta a. 22,62° b. v = {12, 5> c. 20 minutos 
28 Un niloto diriae su avión con dirección 60° al Este del Norte. Un viento está 

gjd avión vuela en dirección Este. Hallar la rapidez con que vuela el avión 
en aire tranquilo. Rp ia 120 Km/h 

29- Está soplando un viento a 40 Km/h con dirección Oeste Los motores de un 

avión lo impulsan a 398 Km /h. (velocidad en aire tranquilo) 
a l En que dirección debe el piloto enfilar el avión para que este siga el curso 

í SeS- a .a tierra cuando e. avión siga la ruta obtenida en la 

'partea. *>“>■*■ * =115 ° »• 416 ' 5 Km ' h 

30. Está soplando un viento a 50 Km. /h con dirección 15° al sur del este. Un piloto 
quiere que su avión avance a 500 Km. /h con dirección norte. 

a. Hallar la rapidez con que deben impulsar los motores al avión. 

b. Hallar la dirección en que el piloto debe enfilar e avión. 

Rpta . a. 515,21 Km/h b. 0 -84,62 

31. Está soplando un viento a 100 Km. /h con dirección sureste. Un piloto quiere 
que su avión avance a 500 Km. /h con dirección oeste. 

a. Hallar la dirección en que el piloto debe entilar el avión. 

b. Hallar la rapidez con que deben impulsar los motores al avión. 

Rpta. a. (9= 8,32° b. 435,07 Km/h 
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32. l a rapidez de un avión en aire tranquilo es 250 Km/h El vector velocid ; j del 
viento es {40, -30). Se quiere que el avión se dirija al Oeste. 

a. Hallar el vector velocidad con la que el piloto debe enfilar al avión. 

b. Hallar el ángulo director del vector hallado en la parte a. 

Rpta. a. (-20 V 154,30) b. 0=173,1 I o 

33. La rapidez de un avión en el aire en tranquilo es 450 Km/h El vector velocidad 
del viento es (—30, 10). Se quiere que el avión se dirija al norte. 

a. Hallar el vector velocidad con la que el piloto debe enfilar al avión. 

b. Hallar el ángulo director del vector hallado en la parte a. 

Rpta. a. (30, 120 V r T4 ) b. <9= 86,18° 




Sean a = (a\. i?:,, .., a n ) y b = {b\. ¿ 2 ,. . . , b n ) dos vectores de 

M n , se llama producto punto, producto interno o producto 


escalar de a y b al número real 


EJEMPLO 1. 


a * b = a\ />! + ai h 2 + ■ * * + b n 

i. (3, -8, 1) • (4, 2, -7) = 3(4) + (-8)(2) + 1 (-7) = -11 

ii. (5, -2) ■ (6, 3) = 5(6) + (—2)(3) = 24 


TEOREMA 1.4 


Propiedades fundamentales del producto punto 


Si a, b y c son vectores y /* un número real, entonces 



ostración 


1 . a*a>0 y a*a= : 0Oa = 0 

2 . a ■ b = b • a 


3. (ra ) • b = /-(a ■ b) 

4. a • (b + c) = a • b + a • c 





a • a 
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listas propiedades siguen inmediatamente de la definición del producto punto 
( orno muestra probaremos la tres primeras. Las otras quedan como ejercicio. 


1. a • si * Q\ * fl? +*'’+áj ^ 5* 


Por otro lado. 


a * a 


0 


a 


} + üX + —f u~ — 0 


a - <0,0_0) - (l 


V\ 


0. Cl y — 0, * * *. ílr. ~ 0 


a «(0, 0__ 0) = 0 => a, = 0, ■ * % a„ 


0 


a7 + -r íj„ 


•rita» 

: = 0 


a * a = 0 


2. a • b = a\ bi + o 2 h 2 + a ? = Mi + h a 2 + Aja? = b * a 

3, ( ra ) • b - ( Mi» í/j, • • \ a„)) • (h\% b 2 . h„) 

= { raí, rí/2, • • •, ra n ) • (ó|, ó?, • • •, ó„) 


= (raí) />i + (raí) ^ + 


r( a [ />t d* a 2 b% + 


* * «i 


• • + (ra n ) 

f a„b„) r(a • b) 


ANGULO ENTRE DOS VECTORES 

El producto punto nos permite calcular el ángulo entre dos vectores. 

Sean a y b dos vectores en R ? y sea 0, 0 < 0< ~ el mgulo que 



forman. Entonces 


a * b - 


b eos 0 


Demostración 

Consideremos el triángulo OAB formado por las representaciones est ánd a r de los 
vectores a y b. Aplicando la ley de los cosenos tenemos: 


AB 


. " • 


OA 


+ 


OB 


O A 


OB 


eos 0 (1) 


Pero, de acuerdo a la fórmula 2. 4 \ 5 del 
teorema anterior, 

2 


AB 


=* (a — b) * (a - b) = a * a — 2 (a * b) + b ■ b 


a 


OA 


a 


- 2(a * b) + Ib 


OB 


b 


Reemplazando estos valores en {1 i: 


a 


_ i 


4 (a • b) + i b 


2 


a 


2 


a 



X 


b II eos 0 


2 (a . b) = -2 


a 


b I eos 0 


a • h = 


a 


eos 0 





















































































entre vectores. 

Si 0 es el ángulo formado por los vectores no nulos a y b, 
entonces 

a • b ^ *»_. h ^ 

eos 9 =-:- o bien, 9 = eos’ 


a 


b 



a 

b 


V 

a 

1 b 

) 


EJEMPLO Lj í lallar el ángulo entre los vectores a = <2, -2, -3) y b = (1.4,5). 


Solución 

Tenemos que: 
a ■ b = (2, 



-i _ 


. -3) • <1, 4, 5).= 2(1) + (—2)(4) + (-3)(5) = -21 


a 

Hl 

b 

1 = 1 


< 2 - - 2 . -3) || = V 2 2 +(-2) 2 +(~3) 2 = yfn 


(I, 4, 5) II = -fí* 


+ 4 2 + 5 2 = yf 42 


Luego. 


9 = eos 


-i 


. \ 
ab 




a 


b 


/ 


= eos 


-I 


J 


-21 


\ 




JTfj42 


= eos* (-0,78591).= 141.8 


J 



Vectores ortogonales o perpendiculares. 

Dos vectores no nulos a y b son perpendiculares u ortogonales 

¿TT* 

si el ángulo entre ellos es —. 

2 

El vector 0 es ortogonales a todo vector. 

COROLARIO 2. J Los \ cc [( res a y i) son perpendiculares O a • b = 0 

Demostración 

^ ^ ® ó b — 0 es obvio que el corolario se cumple. Luego, sólo falta probar el 

corolario para el caso a * 0 y b*0. Bien, 


Si a y b son perpendiculares, entonces 


a • b = || a 11| b 
Recíprocamente, 


eos 


n 

7 


a 


b (0)=0 


a ■ b = 0 


b eos 0 - 0 


eos <9=0 


9 = 


n 


EJEMPLO 2. 


Solución 


Verificar que los vectores a = (2, 3, l) y b = (-2, 1, l)son 
ortogonales. 


a ’ b = (2, 3, l) • (—2, 1, 1) = 2(-2) + 3(i)+ 1(1) = 0 





















































































































Desigualdad de Cauchy-Sehwarz: 



a 


< 


a 


b , para todo par de vctores a y b. 

Además, la igualdad se cumple si y sólo alguno de ellos es 0 
ó si a y b son paralelos. Esto es. 



a* b 


Demostración 



<=> (a - 0 ó b = 0) ó (3 r eR/a = rb) 


Ver el problema resuelto 3. 


TEOREMA!. 7 


Desigualdad triangular. 


a + b 






Geométricamente, este teorema nos dice que la longitud de un 
lado de un triángulo es menor que la suma de las longitudes de 
los otros dos lados. 

Demostración 


Ver el problema resuelto 4. 


¿SABIAS QUE ... 





AGUSTIN LOUIS CAUCHY (1.789-1.857) Fundador del 

análisis moderno. Nació en París. Tuvo una niñez dificultosa _ 
como consecuencia de eventos producidos por la Revolución 
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HERMANN AMANDOS SCHWARZ (1.743-1.821) 
Matemático alemán, nació en Hermsdorf. Silesia, (actualmente, 
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ANGULOS Y COSENOS DIRECTORES 


DEFINICION 


Se llaman ángulos directores de un vector 

a 5* 0, a los ángulos a, p y y que forma el 
vector a con los semiejes positivos X, Y y Z. 

Los cosenos de estos ángulos. 

eos a, eos p y eos y, 

reciben el nombre de cosenos directores de a. ^ 

Los ángulos directores a, p y y pueden verse como los ángulos que forman el 
vectoi a con los vectores unitarios i, j y k, respectivamente. 



De acuerdo al corolario l anterior, si a = (¿q, ¿jo, ¿* 3 ) tenemos: 

A 


eos a = 


a- 1 


a, 


a*k 


a 



• 



eos p -- 




* 

, eos y - 



— 

y 

a 

1 


a 1 


a 

lí! 


a 


a 

1 ^ 


a | 


De estas igualdades obtenemos: 
a = {a u a 2 , a 3 ) = ( |! a eos a , 


eos p, II a eos y) 


a = 


{ eos a, eos /?, eos y ) 


a 


= { eos a ,, eos p, eos y) 


Esto es, el vector unitario en la dirección del vector a tiene por componentes los 
cosenos directores del vector. Además, por ser (eos cr. eos p\ eos y ) un vector 

unitario, 

cos 2 q:+ eos 2 p+ cos 2 y = 1 

EJEMPLO 3. Hallar los cosenos y ángulos directores del vector a = (3, - 1 , 2 ). 


Solución 


Tenemos que 


= \¡ 3 2 +(-l ) 2 + 2 2 = yfu . Luego, 


eos a = 


3 




eos p = 


-1 


y a~ eos 


-1 


3 






c/l4 


2 = 0,64 rad. « 36,7 


y p - eos 


-1 


-1 x 


V 


V14 


1,841 rad. * 105.5° 


J 


eos y — 


2 





y y = eos 


-i 


2 


\ 




JlÁ 


0,535 rad. * 57,60 


O 


/ 



PROYECCION ORTOGONAL 


Sean a y b dos vectores no nulos. Buscamos construir un triángulo r ^ c1 ' ^ 

-- • •• • ___vector r a, paralelo al vector a. 


tenga al vector b por hipotenusa y por base un 































































































V\ tercer lado de triángulo es c = b - ra, 
el cual debe ser perpendicular al vector a. 
Pero, entonces tenemos que. 


(b - ra ) • a = 0 => a ■ b - 

a* b 





l.ue«o, la base del triángulo rectángulo que tiene a b por hipotenusa es el rector 


ab 


ra = 


a 


- a, al que llamaremos proyección ortogonal de b sobre a. 


A este vector lo podemos escribir del modo siguiente: 


ab 


ra - 


. Como el 


vector — es unitario en la dirección de a, el escalar 

a I H 


— es la longitud del vector 
a 


ra = 


ab 


a 


a 


y lo llamaremos componente de b en la dirección de a. 


___ 3 

DEFINICION, 1 Sean a * 0 y b dos vectores de K 

1. La proyección ortogonal de b sobre a es el vector 

a • b 

Proy a b =-— a 

I a || “ 

2. La componente de b en la dirección de a ó proyección 
escalar de b sobre a al escalar: 

a * b 

Comp a b =- 

1 a II 


EJEMPLO 4. 


Solución 


Si a = {1,-2» 2) y b = (2, -3, l) hallar: 

1 . La componente de b en la dirección de a. 

2. La proyección ortogonal de b sobre a. 


a ■ b (b “2, 2) -(2, 3, \) 

1. Compa b =-= -— -—~ 

a || V I 2 +(-2) +T 


10 

3 


2. Proy a b = 


a 


(b -2, 2)-(2, 3, 


l 2 + +2 


i o 

( 1 ,- 2 , 2 ) = -( 1 .- 2 , 2 ) 

y 





















































































TRABAJO Y EL PRODUCTO PUNTO 

Sabemos que el trabajo realizado por una fuerza constante F al desplazar un objeto 
a una distancia d es 

W = F d. 

En este resultado se supone que la fuerza actúa en la dirección de la recta del 
movimiento del objeto. 

Ahora veamos el caso en el que la fuerza 
constante F actúa en una dirección diferente al 
desplazamiento. Supongamos que el objeto es 
desplazado desde el punto P hasta el punto O. 

Estos puntos determina el vector d = A ), al que 

llamaremos vector de desplazamiento. 

El trabajo realizado por esta fuerza F es el producto de la componente de F en la 
dirección del vector d por la distancia recorrida. 

La distancia recorrida es d y la componente de F en la dirección de d, 
teniendo en cuenta el teorema 1.5, es 



Compd F = 

Lúe20. el trabajo realizado es 


Fd . 

F 


- — 

d 




eos 6 


O bien. 


r=(|| f 


eos 


O) ! d ||= || F || || d ||eos O (1) 


W= F d 


( 2 ) 


EJEMPLO 5.1 Una maleta recorre una distancia de 80 metros halada por una 


fuerza constante de 150 Newtons en la dirección que indica la 
figura. Calcular el trabajo realizado. 


Solución 


\y- | f j j| d ¡j eos 0 - (150)(80) eos 30° 
= (150)(80) 2— N-m ~ 10.392,3 joules 



Dirección del 
movimiento 




Una fuerza dada por el vector F = 2i + j + 4k mueve un objeto 
desde el punto />= (1. 3, 0) Hasta el punto Q = (2,4, 5). Caleu ar 
el trabajo realizado sabiendo que la magnitud de la fuerza esta 
dada en libras y las distancia en pies. 


Solución 


El vector dirección es d = PQ = (2 - U 4 - 3, 5 0} (1,1,5). Luego, 



























































(2. 1.4) - <1. 1,5) = 2 



l( I} + 4*5) 




libras-pies 


PROBLEMAS RESUELTOS 1.3 


PROBLEMA 1. 


Una fuerza F de 4 newtons forma un ángulo de — con el eje Y 

6 

Y apunta hacia arriba, como indica la figura. La fuerza mueve un 
objeto desde el punto P = (2, 1) hasta el pumo Q = (6, 3). 

I. Hallar el vector F. 


2. Hallar el ángulo que forman F con el vector d de 

desplazamiento 

3. Hallar el trabado realizado. 

Solución 


1. F = 4(cosjr/3, sen /r/3) =4(1/2, yf. 3/2) 

= ( 2 , 271 ) 

2, Tenemos: d = (6 - 2, 3 — 1) = (4, 2), 
d I = V 4~+2 : = 2/5 v 


F|hJ2 2 + ( 2 ^)' = 4 


Luego, 

0 = eos” 


.. , v 
F • d 




F d 


-i 


J 




4(2) + 2(271) 
(4) ( 275 ) 


\ 




(2. I) 


= 0,5836 Rad. = 33,38 


3. VV = F d = <2, 2/3 > * (4, 2) = 8 + 4/3 = 14,93 joules 


( 6 . 3 ) 


X 


PROBLEMA 2. Probar que: a ■ b = a • c, V a g R n => b = e 


Solución 


Sea 


a = e t , entonces 

ei • b = Ci * c - 

b\ — C\ 

a = e 2 , entonces 

e 2 - b = e 2 - c - 

=> bi = el 

a - e„. entonces 

e n * b = e n • c - 

bn ~ t’n 


Luego, b = c. 



































LEMA 3. 


Probar la desigualdad de Cauchy-Scfwartz 


1 . 


b 


^ II a II II ^ || ’ P ara todo par de vctores a y b 



2 . 


Además, 


a ■ b 


a 


Solución 


b < ^ > (a-0 ó b - 0) ó (3reR/a = 


1. Como | eos 0 I < l, se tiene 


a * b 


a 


b 


0 I < 


a 


2 . (<=) 


b 


rb) 


0) 


Si a - 0, entonces 


y se cumple que 


a * b 


0 * b — 0 y 


a 


a • b 


a 


b 


Similarmente si b = 0. 


b 


0 b =0 b = 0 


Si a = rb, entonces a • b I =1 (rb) • b I = I r(b * b) 


(=>) 

Si a ■ b 


a 


= (l 


«i 


b II) II b 


r 


b * b 


rb b 


a 


b 


b , de la desigualdad (1) obtenemos, 


b 


b I j eos 0 1 = 


a 


b 


En el caso de que a ^ 0 y b ^ 0, se tiene que | eos 01-1. Luego, <9-0 ó 0- n 
y, por lo tanto, a y b son paralelos. Esto es existe r tal que a - rb. 



Probar la desigualdad triangular. 


a + b < 


a 


+ 


b 


Solución 


Teniendo en cuenta !a desigualdad de Cauchy— Schwartz, tenemos 


a + b 


— (a + b ) * (a + b) = a * a + 2( a * b) ■+ b • b 

2 


a + b 



— 

a 

2 + 2(a * b) + 

. 2 
b 

< 

a 

2 + 2 

a 

1 b 

4- 1 


Luego, 





































































































































































































Analítico del espado 



ppnRiffiUAS PROPUESTOS L3 


En los problemas del I al S, hallar a ■ b 


1. a 

= (5, -3), 


1) = (2,4) 

Rpta. 

-2 

2. : 

= (1/3, -2 

>. 

b = (-6, -5) 

Rpta. 

8 

3. 

a = 

(3,-1. 

8), 

b= (-2,-4, 1) 

Rpta. 

6 

4. 

a = 

(72, • 

-3, 

1), b= (3,-2,-5) 

Rpta. 

1 + 3v 2 

5. 

a = 

2i + 4j 

— 

k b = — 3i + 5 k 

Rpta. 

-11 

6. 

II i 

= 3, | 

b 

= 8 y el ángulo entre a y b es ~ 

Rpta. 

12>/3 

. 7. 

X 

l a l 

1=5, 

l"l 

= 4 v el ángulo entre a y b es 1 > 0 ° 

Rpta. 

— 10 \f~3 

8. 

Probar: i 

% 

* 

J = 

Ir 

:0, j • k = 0, i • k = 0 , i • i - 1» j 

• j - 0, k • k 

= 0. 


En los problemas de19 al 11, hallar el ángulo entre vectores a y b. 


9. a = (3.4), 


b = (5, 12) 


Rpia. 0,249 rad. = 14,25° 

Rpta. 2, \ 2 rad. ~ 121,5° 
Rpia. 1,456 rad. = 83,4° 


10. a = (3, 1, =-4 \ b - { 2, 2, l) 

11. a = 2i +j - 3k b = 6i-3j + 2k 


12. Hallar dos vectores unitarios de R 3 que sean ortogonales a los \ actores a i + j \ 

Rpta. (/3/3.-/373./3/3,), /X-41/3 

13. Sean a y b dos vectores cualesquiera. Probar que los vectores b a + a |b y 


j + k. 


a - 


b son ortogonales. 


14. Sean a y I) son dos vectores no nulos y sea e 


a 


a 


b. Probar que el 


ángulo formado por a y c y el ángulo formado por b y e tienen igual medida. 

15. Hallar los ángulos del triángulo cuyos vértices son los puntos P~ (l, 1, 1), 

* q = ( 5i o, 4), R - (2, 3, 4) Rpta, 54,8°, 79,11°, 46,1° 

16. Hallar el ángulo que forma la diagonal de un cubo con una de sus aristas. 

Rpta, 0 ~ eos l ( \l4~l ) =5 54,7° 

17. Hallar el ángulo que forma la diagonal de un cubo con la diagonal de una de sus 

caras Rpta . $ ~ eos '( / 3 ) - 35,3° 

I:n los problemas 18 y 19 , hallar los cosenos y ángulos directores del vector: 


18. (-2,0,1) 


Rpta. -jL, 0, -jU, 153.43°, 90°, 63.43 































- 6 , 



R P fa ' ~s “ ,64,62 o , 149°, 73,4° 


20. Hallar todos vectores unitarios de cuyos tres cosenos directores son iguales 

Rpta. (>/~3/3, /3/3, i/3/3), {-/3/3, -/I/3, ~/I/ 3 \ 

21. Probar^ que no existe un vector a que tenga como ángulos directores a ~ 30° 
P= 30°. Sugerencia: (eos a, eos ¡i eos y) es unitario. 

En los problemas deI 22 al 26, hallar la proyección escalar y proyección 
ortogonal de b sobre a. 


22. a = <1, 1), b = (-5, 8). 

23. a = (1,2). b = (2, -6). 


Rpta. Compa b = ——, Proy a b = ~{l, 1 ) 
Rpta. Comp„ b = -2%/5, Proy a b = -2(1.2) 


24. a = {] 2. 



b = (2, -1, 3) 


Rpta. Compa b = 2, 


Proy„b = |(l. 



25. a = (4, 3. -5>. b = <12.9,-5> 

26. a = < 0 , a% 0 ), \f= {a\, ¿ 12 , ¿ 13 ) 


Rpta. Compa b = 10 \Í2 , Proy a b = 2(4,3, -5) 


Rpta. Comp a b = 


a 


Prov a b = a 


27. Probar que el vector Ort ;l b = b — Proy a b es perpendicular al vector a. 

28. Si a = (4. 3. -5) y b = (12,9, -5), hallar Ort a b. Rpta. (4,3, 5} 


29. Probar que Comp a (b + c) = C'omp a b + Comp a c 

30. Si ay c son no nulos y paralelos, entonces Proy a b = Proy c b, V vector b 

31. Si ave tienen la misma dirección, entonces Comp a b = C’omp c b, V vector b 

32. Si a y c tienen direcciones opuestas, entonces Comp a b = - Comp c b, V vector b 

33. Hallar el trabajo realizado por la fuerza F — 3i - 2j + k al desplaza un objeto en 

línea recta desde el punto P = (—2, 4, 3) hasta el punto Q = (I, -3, 5). La fuerza 
se mide en libras y la distancia en pies. Rpta. 25 libras-pies 

34. Se ha subido una caja desde el suelo hasta el final de una rampa de 12 m de 
longitud y de 30° de inclinación. La fuerza ejercida sobre la caja fue horizontal y 

de 15 newtons de magnitud. Hallar el trabajo realizado. Rpta. 90V 3 joules. 






* 



Este nuevo producto, el producto vectorial o producto cruz. sólo se de!me en R - 

El resultado de esta operación es otro vector y no un escalar, como en el producto 
escalar. 


DEFINICION. 


Sean ¡i = (cri, a 2 , o y ) y b - (¿j, Ó 2 , b\ )• El producto vectorial o 
producto cruz de a y b es el vector 

a x h — { 02^2 — tty bi í/^bi — ci¡b^ a\ 62 — ctzb\ ) 


id lector seguramente está pensando que la fórmula de esta definición es 
complicada y no fácil de recordar. Para consuelo de la memoria del lector, 
presentamos a continuación esta fórmula en términos de determinantes. 


Recordemos que: 

El determinante de una matriz de orden 2 x 2 está dado por 



c 



cid - be 



El determinante de una matriz de orden 3x 3 está dado por 


a l 

C¡2 

a y 


!h b 3 


k 

b, ' 

+ c / 3 

b\ b 2 

b l 

b-, 

b x 

= 0\ 

éim- «5 

— Ch 



j 

¿*2 C ‘3 


\°í 

c 3 




c i c 2 c 3 





4 7 


2 5-3 

EJEMPLO lv| 

Hallar: 1. 

-2 3 

2. 

4 0-7 




1-6 3 


Solución 


1 . 


4 7 
- 2 3 


= 4 ( 3 } - 7 (- 2 ) = 26 


2 . 


2 5 -3 
4 0-7 
1 -6 3 



0-7 


4 -7 


4 0 

= 2 


- 5 


+ (-3) 



-6 3 


1 3 


1 —6 


= 2(0-42)-5(12 - (-7)) + (-3)( -24 - 0) = 83 


» 






























































retomamos la definición de producto 
en términos de determinantes, lo escribimos así 


a X b ' — «3^2, ^b| - £7|^3, Ct\ b2 - ) 


Ch a , 


°\ “¡ 


£7] ¿í*) 


} 

b \ h 

* 

b ) b 2 


O también. 


a x b = 


¿u a 


3 


b-> b 


> - 


°l "3 


/ 7 , ¿? 3 


j + 


a \ a 2 


b \ h 2 


k 


(3) 


C omparando este resultado con la fórmula {2). obtenemos que: 


a x b - 


i j k 


¿7] úf*) Cl ^ 


¿ 1 ¿2 ¿3 


(4) 


El lector debe estar advertido que, de acuerdo a nuestros conocimientos previos, 
las entradas de una matriz son números. Sin embargo en la expresión anterior, las 
Entradas de la primera fila son vectores. Esto no es matemáticamente correcto. El 
lector debe tomar la esta expresión sólo como una regla nemotécnica. 



Si a = {2,5, 3) y b = (-l,7, 1), hallar axb 




Solución 


a x b = 


* ■ ■ 

1 J k 

2 5 3 


5 3 

■ 

i - 

2 3 

* * 

+ 

2 5 

-1 7 1 


7 1 


-1 1 , 

J 

-1 7 


k 




(5 — 21) i - (2 — 3(-l))j + (14 - 5(-l))k — —161 - 5 i H 


5j + 19k 




PROPIEDADES DEL PRODUCTO VECTORIAL 


jTOREMA i .81 Para cualquier vector a de R 1 de cumple 


que: 


Demostración 


K a x a = 0 


2, a x 0 = 0 


1. a x a = 


i j k j 

£/j í/^ Ct] 

ii 

a 2 c h 

* 

1 - 

£/j Cl ^ 

i + ; 

£/] Cl*) 

a \ a i a i ¡ 


°2 c b 


°l 

ü*y 


k 


{ Cl 2 «3 ~ a 2 ) i ~ ( (2, 


“ M ~ OJ + Ok = o 


a^ü] t i + 1 ( ai a 2 - a 2 a x ) k 
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a x 0 = 

i j k 

£/| íl i Q ^ 

0 0 0 


a, o. 

• 

| _ 

«1 O3 

i + 

£ 7 , £ 7 2 ! 



0 0 


0 0 

kl 

0 0 


— ( £ 7 2 0 ~ ÍJ3O) í *" ( Oj 0 — £ 7 3 0 ) j + ( < 7 ] 0 — £i 2 0 ) k 

= Oi - Oj + Ok = 0 


TEOREMA 1.9 I El vector a x b es ortogonal a ambos a y b 


Demostración 


(a x b) 


a = 


a 2 cíj 
b 2 ^3 


(i - a) - 


a \ 

h 6 3 


(j * a) + 


a \ a 2 

b] 6 , 


* 


(k ■ a} 



O-* 

l 7 i — 


Ch + 

a, a. 


b 2 b : . 

* 

*1 *3 

mm 

b { b 2 


ax 


= - ¿73 b%) a\ - (ííibí - í7 5 b\) a 2 + (a { hi - a 2 b¡) a 3 

= ü\ ai bs - £7i £?3 b 2 " «t Ü 2 b 3 + £¡2 a i b\ + ü) ciy b 2 — a 2 £? 3 b\ 

= 0 

Similarmente, (a x b) * b = 0 


EJEMPLO 3. Probar que: 


i x j = k, jxk-i 


k x i = j 


Solución 


1 x J 


i 

# 

J 

k 


0 

0 


1 0 


! 0 

1 

0 

0 



á 

1 - 

0 0 

J + 

0 1 ' 



1 

0 


0 

1 

0 









k 


* » 


= (0-0)i- (0-0)j + (1 -0)k =k 


, j x k = i y k x i ~ j 


k 



m 

J 


Para ayudamos a recordar estos productos 
contamos con el gráfico adjunto. 

El producto de dos vectores consecutivos, moviéndonos en sentido horario, es el 

siguiente. 



















































REGLA DE LA IMANO DERECHA 

Si a y b son dos vectores no paralelos, el teorema anterior nos 
asegura que el vector producto axbes perpendicular tanto a a 
como a b. Además, este vector producto también es 
perpendicular a t< o vector del plano generado por ay b. 

Ahora, el vector a x b debe apuntar a uno y sólo un lado de este 
plano. ¿Cuál de los dos lados? La respuesta nos la regla de la 
mano derecha, que dice: si se rotan los dedos de la mano 
derecha, excepto el pulgar, en dirección del vector a al vector b, 
entonces a x b apunta en la dirección del dedo pulgar. 







ü x b 



TEOREMA 1.10 


Otras propiedades del producto vectorial. 

Sean a, b y c vectores de R y r un escalar. Se cumple: 

L axb--bxa (anticonmutatividad) 

2. (ra) x b - r(a x b) 


Demostración 




5. 

6 . 


a x (b + c) = a x b + a x c 
(a + b)xc = axc + bxc 
a ■ (b x c) = (a x b) • c 
a x (b x c) = (a • c)b - ( a • b)e 


(distributividad) 
(distribuí i vidad) 

(triple producto escalar) 
(triple producto vectorial) 


Ver el problema resuelto 4 


OBSERVACIOIÑ71 El producto vectorial no es asociativo. Esto es, existe vectores 

a, b y c tales que 

a x í h x el ^ (a x b) x c 


En efecto, 

i x( i X j ) = ¡ X k = -j y (ix i)xj =0x j =0 

Luego, ix(ixj)^(ixi)xj 



Si 0 es el ángulo entre ayb t0 < # < ¿r), entonces 


a x b 


a 


b 



Demostración 

Ver el problema resuelto 3. 


sen 0 
































a y b son vectores no nulos, entonces 
a x b = 0 O a y b son paralelos 


Demostración. 


a x b = 0 <^> 


a x b 



a 



sen 0 = 0 O 0 = 0 ó B = n 


O a y b son paralelos 


El teorema anterior nos permite proporcionar la siguiente interpretación 
geométrica; 


a x b 


es igual al área del paralelogramo determinado por los vectores a y b. 


En efecto, la base del paralelogramo es 
su altura es b sen 0. Luego, su área es 


A = Base x altura — 


a 


b sen 6= a x b 



EJEMPLO 4. Hallar el área del triángulo cuyos vértices son los puntos 


/» = (-!, 4.1), £ = ( 2,2,1), R - (2, -2,5) 


Solución 


Sean los vectores a = PQ = (3, -2, 0) y b = PR = (3, -6, 4) . El área del 
paralelogramo determinado por estos vectores es doble del área del triángulo de 
vértices P. Q y R. El área del paralelogramo es || a x b || y la del triángulo, es 


4 = 


1 


a x b 


Pero, a x b = 


i j k 

3-2 0 
3-6 4 


-2 0 
-6 4 


í - 


3 0 
3 4 


j + 


3 -2 
3-6 


k = -8i - 12 j —12k 



i-i 

o 


a x 


b ||.= -^(-8) 2 +(-12) 2 +(-i2) 2 = 2\¡~2. 
2 




















































































0EF1NCION. 


EL TRIPLE PRODUCTO ESCALAR 

Sean a = (a h a 2 , a } ), b = </,„ /, 2 , ). y c = / 


vectores de R. El 
número a • (b x c). 

Se prueba fácilmente que; 


triple producto escalar de a, b v c 


c 3), tres 


y c es el 


a *(b x c) = 


a \ a 2 a 3 
b } h 2 


C } C 2 c 


Los vectores a, b y c determinan 


un paralelepípedo. 

Si v es el volumen de este paralelepípedo, 
entonces I es igual a : valor absoluto del triple 
producto de los vectores a. b y c. 

Esto es. 


a x b 




En efecto, sabemos que el volumen del paralelepípedo es igual a] producto de A. 
el área de la base, por /r, la altura. Esto es. V — Ah. 

Pero, tenemos que A = b x c 


Por otro lado, 


h ~ 


eos 6 , donde 0 < 6 < 


x 


71 


Para 0 < 6 <~ , se tiene que eos 0 >V> y, por tanto, eos 0 


eos 9 


Luego, 


h — 


eos 9 


Ahora, tomando en cuenta el teorema 1.5, 


V ~Ah .—I bxc 


eos 9 


a 


b x c eos 9 


a *( bx c) 


EJEMPLO 5, 


Solución 







Sean los puntos P = (4, 5, 2), Q = (5, -5, 7) y R = (2, -4. 3). 
Hallar el volumen del paralelepípedo que tiene a los vectores 

a = OP , b = OQ y c - OR como lados adyacentes. 
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Tenemos que a = OP =(4,5, 2), b= OQ -( 5 ,- 5 , 7 ), c =0/? = <2,-4,3> y 


II 

X 

p 

C3 

4 5 2 

5 -5 7 

= 4 

-5 7 

-5 

5 7 

+ 2 

5 -5 


2 -4 3 


-4 3 


2 3 

1 A-r 

2 -4 


4(-15 * 28) - 5(15 - 14) + 2(—20 + 10) = 52 - 5 - 20 = 27 


Luego, el volumen del paralelepípedo es 



a • (b x c) | =27 



¿SABIAS QUE ... 

El primer texto de cálculo vectorial fue escrito en 1.884 por 

americano Josiah Willard Gibbs 
(Connectcut, 1.839—1.903). Gibbs fue profesor de física 
matemática de la Universidad de Vale y estaba a cargo del curso 
de análisis vectorial. Su texto fue el resultado de sus notas de 
clase y fue publicado con el nombre de Elementos de Análisis 
\ ectoríal. En esta obra aparecen todas las propiedades del 
producto escalar y eleI producto vectorial. 


m 

. : 4 

1 


J. W. Gibbs 


PROBLEMAS RESUELTOS 1. 4 


PROBLEMA 1. 


Mediante el producto triple escalar, probar que los vectores 


a— (3, -1, -4), b = (7, 2,4), e = {11.5, 12) son coplanares 

Solución 


Hallemos el volumen del paralelepípedo determinado por a, b y c. 



3 -1 -4 
7 2 4 

1 ! 5 12 




7 2 
11 5 


= 3(24 - 20) + (84 - 44) - 4(35 - 22) = 12 + 40 - 52 = 0 


Luego, el volumen de este paralelepípedo es 0. Esto signihea que los tres 
vectores, a, b y c son coplanares. 





























Cap-1 Vectores y CcomctHá Anai i fita del espacio 




48 


f PROBLEMA 2-1 Consideremos e! tetraedro (pirámide) PQRS. 

1. Si a = PQ , b = PR y c=M, probar que el volumen del 


tetraedro PQRS es 


V 


1 


a * (b x c) 


Solución 


Usar esta fórmula para hallar el volumen 
donde P = (1, 2, l), Q ~ (2. 3, 6), R = (5 



tetraedro PQRS. 

3,0), 5= (2, 5,2) 


1. El tetraedro es determinado por los vectores; a, b y c. 

Sea A el área del triángulo que es la base del 
i raedro y sea h la altura (del tetraedro). 
Sabemos, por nuestros estudios de Geometría, 
que el volumen de un tetraedro es 


V= i/1 h = i(2/l)/; 


( 1 ) 



Pero, los vectores también determinan el paralelepípedo mostrado en la figura, 

cuyo volumen es 

a ■ (b x c) 



( 2 ) 


1 


De (I) y (2) obtenemos que: V- -- | a • (b x c) 
2. Tenemos que: 


a 


PQ - (2-1,3-2,6-1)= ( 1, 1,5) 


b- PR = (5-1,3-2,0- 1)= (4, 1,-1) 


c= PS = (2- 1 ,5 - 2, 2- 1) = { U3, 1) 


a • (b x c) 


4 1 -1 
1 3 1 


(1 + 3)-(4+1)+ 5(12-1) = 54 


Luego, V- 54/6 = 9 


1 PROBLEM A 3 


1 . 


La recta L pasa por los puntos Q y 

está fuera de l. Probar que la distan 
recta L es 




R. Sea P un punto qt 
c a d del punto P a 


ax | 

t) 


a 



donde a = QR y ^ = Qp 

2. Hallar Ja disocia del punto P = (!.-3, 3) a , a recla c 

pasa por los puntos Q = (y 2 ) y R = (0 _ 4 , ) * 





































1 . Sea S el pie del segmento perpendicular a L y que pasa por P 


Tomamos el vector c = SP 


0= 1 

C 1 “ 

1 

b sen 0 




a | 

b ' 

| sen 0 

axb |¡ 



a 


a 


2. a = QR = (0 — 3. -4 + |, | _ 2> = <—3. -3.-1) 


b - QP — (l - 3, —3 + 1,3-2) = (—2, -2. I) 


a x I) = 


i 

-3 

_ i 


j k 

3 -1 
2 1 


-5i + 51 


Luego, 


el — 


axb 


V (-5) 2 


+ 5 



a 


JT- 3) 


+(-3)-+(-l) 


5^2719= —7Ü 

19 


PROBLEMA 4. 


Probar el teorema 1.10 


Sean a, b y c vectores de R 3 y r un escalar. Se cumple 


1. axb=-bxa 

2. (ra) x b = r(a x b) 

3. a x (b + c) = a x b + a x c 

4. (a + b) x e = a x c + bx c 



(distributividad) 




5. a ■ (b x c) = (a x b) ■ c (triple producto escalar) 

6. a x (b x c) = (a * c)b - (a • b)c (triple producto vectorial) 


Sean a — ( a¡, ay, ay) , b — ( b\, by, ^3 )•> 


C - { C'|. c : . Cy) 


axb- 


a 2 a ) 
b 1 } A, 




úfj ti 2 

/>] /k 


~ [a2b y ay 1)2 )Í - (üyh\- a\hy)j + (ü\ by -Ú2bi)k 

- -( b 2 Qy - ¿3í?2)i + (byü\ - bi¿J3 )j “ (^l a 2 “ 


t 


1. 
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6, 

63 

i + 

6, 

h 

i “ 

6, 6 2 

. — 




I a : 

^3 


*1 

a i 

1 

«, «2 


k =-bxa 


(ra) x b - 







, {ro\)b 2 -ín 


= ((ra 2 )h ~ . (raj)bi - (rfli)6s* (ra\)b% ( ra i)b\) 

= ü-^hi ü}b\ — ci\by, 0)^2 ~~ ^261) /(a x b) 


. a x 



c) = a x b = 


i 


* 

J 


tífj 0 2 w 3 

1 6, + C| b2 + ^2 ^3 + C 3 


a 


a 


¿1 ; 


+ (?*> 63 + C '3 


* 

1 - 


a \ a 3 
6 , + C| 63 + C‘3 


i + 


J 


O, 


O- 


1 ~2 
6t + C| 6 2 + r 2 


Trabajemos en el primer determinante: 


a l fl 3 
6 -» + c-> 63 + Cj 


= f¿j 2 (63 + C3), ¿33(62 + ^2) “ («263 + ¿/ 2 ¿, 3 í Oyt>i + « 3 ^) 


= (¿ 2263 , ¿ 3362 ) + Í«2 C 3' «3 C 2) ~ 


«2 a 2 

h 63 


+ 


"2 

c 2 c 3 


Esta última suma es la componente i de a x b + a x c. En forma similar se 
procede con los otros dos determinantes. 

4. Se procede como en 3. 

5 . a ■ (b x c) - < 3,(6203 - 63 C 2 ) + « 2 ( 630 , - 6 ,c 3 ) + o 3 ( 6 ,C 2 - 6 2 c,) 

*= «i6 2 c 3 — «163C2 + 0363c, - «261C3 + «361C2 - «362C1 

= (02630, - 03630, ) + («36,02 - «163C2) + («162C3- o 2 6,c 3 ) 

— (0263- «362 c, + (o 3 6| - 0,63)02 + («162- o 2 6, )c 3 = (a x b) * c 

6 . Tenemos que b x c) = ( 6 2 c 3 - 6 3 c 2 , 63 c, - 6 ,c 3 , 6 ,c 2 - 6 2 c,) y 


1 


Oí 


J 

o 2 


(I 



a x ( bxc) = 

Hm¡ 6 2 r 3 - 63 c 2 63 c, - 6 ,c 3 b { c 2 

Efectuando el determinante hallamos que: 

a x ( b x c) = (o 2 6,c 2 + o 3 6,c 3 - o 2 6 2 c, — o 3 6 3 ci)i 

+ (« 162 C 1 + 0362 C 3 - 0 | 6 [C 2 - 
+ (0,630, + 0263C7- o,6 r c 3 - 026 2 C3)k 

































(a • c)b = (a\c { + a 2 c 2 + a 3 c 3 )¿>ii + (c/,C] + a 2 c 2 + ¿1303)62] 

+ (¿í,Cj + a 2 c 2 + a 3 c 3 )ó 3 k 

= (ai b\Ci + a 2 b\C 2 + a 3 ó,c 3 )i + {a x b 2 c\ + a 2 b 2 c 2 + a y h 2 c 3 ) j 

+ (a\b 2 C[ + a 2 b 2 c 2 + a 3 ó 3 c 3 )k 

( a • ble = (aj6i + a : b 2 + a 3 6 3 )c 1 i + (a^, + a 2 b 2 + a 3 6 3 e-j 

+ (í?i6i + a 2 b 2 + a 3 6 3 )c 3 k 

“ {ü\b 1 ci+ 0262^1 + c 7 3 6 3 Ci)i + (a|/?|C 2 + a 2 biC 2 + a 3 6 3 c 2 ) j 
+ (a)6ic 3 + a 2 b 2 c 3 + a 3 6 3 c 3 )k 

Luego, 

(a * c)b - ( a • b)c = (a 2 b\c 2 + a 3 b\C 2 - C/262C1 - a 2 b 2 C\ i + 


+ {ü\h 2 c\ + a 2 b 2 c 3 - ai6|C 2 - a 3 6 3 c 2 )j 


+ (ai 6 3 C! + ci 2 b 2 c 2 - < 7 i 6 iC 3 - a 2 62 C 3 )k ( 2 ) 

Comparando los segundos miembros de (1» y (2) concluimos que 

ax( b x c) — (a • c)b — ( a • b)e 


PROBLEMA 5, Probar el teorema 1.11 


Si 0 es el ángulo entre ayb (0 < 0 < k\ entonces 


a x b 


= a 


b sen 0 


Solución 


Teniendo en cuenta la definición del producto vectorial tenemos 
a x b 2 = (a 2 b% - a* b 2 )~ + (a 3 bi- a\b$) 2 + (<7i b 2 — Qibi) 


= atl¿ - 2a- : a¡ b, fi 3 + ajbj + a¡bf - 2a¡ a 2 *i *s+ «fAj 


7 . 1 


2^3 


7 , 7 


+ afb 2 — 2a 1 b¡b 2 + c¡ 2 b¡ 

= (a, + a 2 + a 3 .) 2 (/>i + b 2 + h, f - (r/, b¡ + a 2 b 2 + íb¿>3.) 2 

La última igualdad se puede comprobar efectuando las opct aciones indicadas en la 
parte última de la igualdad. 

Ta igualdad anterior, en términos vectoriales, se expresa así. 


a x b 


b f - (a • b) 2 
Ahora, tomando en cuenta el teorema 1.5, tenemos: 











































eos 



Finalmente, sacando raíz cuadrada. 


a x b 



sen 0 




PROBLEMAS PROPUESTOS 1.4 


Si para los problemas del 1 al 6, a 
hallar: 


= (2, -4, 3), b = <1, 1, 2>, c - (-1, 2, 5), 


1. a x b 


3. b x c 


Rpta. (-11, -K6) 
Rpta. (l, —7, 3) 


2. b x a 
4. a * (b x c) 

6. (a x b) * (a x c) Rpta. 


Rpta.( II, U-6) 
Rpta. 39 


99 


5. a * (a x b) Rpta . 0 

Para los problemas 7 j» 8 , a = (l, 2, 3), b = (l, -1,0), c = ^2, 0, 0). Hallar . 


7. (a x b) x c Rpta. (0, -6, -6) 


8. a x (b x c) Rpta. (4. 2, 0) 


En los problemas 9 y 10 , hallar dos vectores unitarios ortogonales al vector 
a x b. donde los vectores a y b son los indicados. 


9 . a = ( 1 ,- 2 , l), b- ( 0 , 2 , 1 ) 




(—4,—1,2), -^~= (4, 1,-2) 


V*2Í 


/21 


10. a= s (l,-I,l), b —(2,1,4) 


Rpta. ^=-(l,2, l), — 1=( 1,2,1) 


/ó 


nT6 


11 . Hallar el área del paralelogramo determinado por los vectores a = (4, -1, l), 


b = (2, 3,-1) 


Rpta A = 2 \¡ 59 


12. Probar que el cuadrilátero que tiene por vértices P = (2,-1,4), Q = (5,4,0) 

R = (3, 3, 2) y S = (6, 8, -2) es un paralelogramo. Hallar su área. 

Rpta A = 

13. Probar que el cuadrilátero que tiene por vértices P = (2,2,2), Q = (3, 4, 5) 

R * (-1,2, 6) y 5 = (0,4, 9) es un paralelogramo. Hallar su área. 

Rpta A = y¡ 269 

£« los problemas del 14 al 16 , hallar el área del triángulo cuyos vértice 
los puntos P, Q y R dados. 

































































14. P = (4,- I. I), Q = (6. 3,1), R = (O, -2, 3) Rpta A = y¡69 

15. P = (2,4. 1). Q = (O, -2, 5), R = (-3,0, 3) Rpta A = 3/IT 

16. P = (!, 2, 3), g = (0,1,2), R = (0,0,2> Rpta A = -7T 

En los problemas del 17 y 18, hallar el volunten del paralelepípedo cuyos lados 
adyacentes son a = PQ , b = PR , c - PS . 

17. P = (t, 0,^2), Q = (2,-1,1), R - (3, -3, 0), 5 = (4,-4, -l). Rpta. P= 4 

18. P = (2, 1,-1 ),Q = (7, 2, 3), R = (1, 1-3), 5 = (5, 3, 1 ). Rpta. V = 8 

En los problemas del 19 al 21, hallar el volumen del tetraedro cuyos lados 

- - ■ » ■■ ■* * 

adyacentes son a = PQ, b = PR,c=PS 

19. P = (1, -1,2), £> = (3,1,6), R = (2,4, 4) y S =(2,-1,3) Rpta. V= 4/3 

20. P=(2,1,3), Q = (7, 1, 19), R = (3, 0,4) y 5 =(10,3.6) Rpta. V= 45/2 

21. P = ( 4,3,4), £> = (3,9.5), R = (0,7, 6) y S =(1,5,8) Rpta. V= 26/3 


t 



22. Sean a v b dos vectores de R' cualesquiera, probar que: 

(a + b) x (a - b) = 2{a x 

23. Sean a, b y c tres vectores de cualesquiera, probar que: 

ax(bxc)+ bx(cxa)+ cx(axb) —0 
Sugerencia: Usar la fórmula 6 del teorema LIO 

24.. Sean a,byc tres vectores de R 3 cualesquiera, probar que: 


f a x b) * (c x d) - 


ac be 
a d b d 


Sugerencia: Usar la fórmula l, 5 y 6 del teorema 1.10 
25. Hallar la distancia del punto P = (6, 4, -2) a la recta que pasa por los puntos 


Q = (2, 3, 1) y R = (4, 5, 2). 


Rpta d- -jV 185 


26. Sea P un punto que no está en el plano que para por los punios Q r R y S. 
Si a - QR , b - QS y c - QP , probar que la distancia de P al plano es 


d = 


(ax b) *c 


SugeLe 


ax h 


ncia: d~ h , donde h Proy a x b c 

27. Hallar la distancia del punto P = (2, -2, 3) al plano que pasa por los puntos 
0 = (4, 1,-|), R = (-2,3, 4) y S = (2, 0, -3). Rpta t/= 1 04/3 </65 
















































ECUACIONES DE LA RECTA 

Una recta L en el espacio tridimensional queda 
determinada por un punto P or donde pasa y por 
un vector v paralelo a la recta. Un punto P está en la 

recta L si y sólo si el vector P 0 P es paralelo a v. 

Esto es, P está en la recta L si y sólo si PqP~ ¿V 

para algún t. Al vector v lo llamaremos vcctoi 
director de la recta. Este vector es cualquier 
vector paralelo a la recta. 


EN EL ESPACIO 




ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA. 

Si r es el vector posición de P y r 0 es el vector posición de /V entonces 


P {) P = r - r 0i Luego, r - r® - rv, o bien 


r = r 0 + t\, - oo < / < oo 


Esta ecuación es llamada ecuación vectorial de la recta. 



ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA RECTA 


Si Po = (x 0 , yo, Zo). p = ( x > y- z) y v = (a* c), entonces 

r = (x ,y y z) y r 0 = (x 0 , jo, z 0 ) y de la ecuación (1) dice: 

(x, y, z) = (x 0 , y^ z 0 ) + (ta, ib , te), 

de donde, igualando componente de estos vectores, obtenemos las ecuaciones 
paramétricas de la recta: 

x = x D + at 


\y = y {) + bt 


00 < / < 00 





+ C7 


EJEMPLO 1. 



a. Hallar una ecuación vectorial y ecuaciones paramétricas de la 
recta L que pasa por el punto (2, -3, 7) y es paralela al vector 

¡r; < 5 , - 2 , 4 ). 

b. Hallar otra ecuación vectorial y otro juego de ecuaciones 
paramétricas para la recta L. 
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55 


a. 


X) < / < oo 


Tenemos: r = <r, y, z), r„= <2, -3, 7), v = (5, _ 2 , 4). 

Luego, und ecuación veclorial para L es 

(•V. .v, 2) = < 2 , -3, 7 ) + /( 5 , -2,4), - 
Ahora, si efectuamos las operaciones indinH*,c i . . 

f unes maleadas en la ecuación anterior, tenemos 

<A, v, z) - <2 + 5/, -3 - 2/, 7 + Ai) 

Igualando las componentes de los vectores nnipríAmc ■ ■ . 

iuean do „ - , ceioies anteriores, conseguimos el siguiente 

juego ae ecuaciones paramétricas de L 

x = 2 + 5/ 


y — _ 3 — 2 / , — oo< / 

2 = 7 + 4/ 


oo 


b. 


Conseguimos otro punto de la recta L distinto del punto (2, -3, 7). Así. si en las 
ecuaciones paramétricas hacemos / = 1 obtenemos el punto (7. -5. 11). Como 
vector paralelo a L tomamos otro múltiplo del vector v. Así, tomamos w = 2v 

- 2(5, 4}.= (10, -4, 8). Con estos nuevos datos conseguimos la siguiente 

ecuación vectorial. 

{x. y, -) = (7. -5. 11) + ,s< 10, - 4 , 8 ), 


y siguientes ecuaciones paramétricas. 


x = 1 +11$ 
v = -5 - As 
z = ll + Bs 


Para estas nuevas ecuaciones hemos usado el parámetro s. Esta variable es 
‘muda y. por tanto, puede usarse cualquier variable, incluyendo la / anterior. 


ECUACIONES SIMETRICAS DE LA RECTA 

A los números a, h y c, que son las componentes del vector v = b, se les 

llama números directores de la recta L . Si estos tres números son distintos de 0, 

entonces despejando el parámetro / en las tres ecuaciones paramétricas e igualando 
los resultados, obtenemos: 


.V - x. 


o 


v - y 


so 


-o 


a 


(3) 


que son las ecuaciones simétricas de la recia. L. 


Si una de las componentes de v = ( a , /;, c) es 0; es decir si, a - 0, b = 0 ó c = 0 
las ecuaciones simétricas de L son, respectivamente. 


y Zlo 

b 


- - -o 


x-x 


c 


-,x = x 0 ; 


n 


“0 


a 


. y = >o 


o 


j _ y 


a 


b 


o 


Las ecuaciones simétricas tampoco son únicas. 

















































Hallar una ecuación vectorial, ecuaciones paramétricas y 
ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los puntos 

«-(1,-1.3) y 5 = (3,-4,1). 


Solución 


Se puede tomar como Pq al punto R o al punto S. Tomemos Po R 0» 


Como vector v paralelo a la recta, tomamos 




v = RS = (3 -1, -4 + I, 1 -3) - (2, —3, -2) 

Luego, una ecuación vectorial de la recta es: 

(x y y y z) ~ (1, -1, 3) + t( 2, -3, -2), co< t < x. 
de donde conseguimos las siguientes ecuaciones paramétricas: 

í x = 1 + 2/ 

y = -1 - 3 1 , - co < / < oo 


2 


= 3-2 / 


Ahora, despejamos el parámetro / en cada ecuación se tiene: 


f = 


x —1 


í 


V +1 


t = 


z -3 


2 -3 -2 

de donde obtenemos las ecuaciones simétricas: 

x- \ _ y + \ _ z — 3 
~~1 -3 ~-2~ 






Sean L¡ y Z, 2 dos rectas con vectores paralelos v y w, 
respectivamente. 

1* R\ y ¿2 son paralelas si v y w son paralelos. 

2. Lj y Lj son perpendiculares si v y w son perpendiculares. 

3. L\ y Z -2 se cruzan si L\ y no se intersectan ni son paralelas. 

4. El ángulo entre L x y L 2 es el ángulo entre v y w. 

a. I robiíi que las siguientes rectas se interceptan hallando el punto 
de intersección. 




L>: 


x-5 


y 


z -5 




.v -f 5 


y - 4 z -1 


Solución 


-II 3 

b. Hallar el ángulo entre estas rectas. 


-1 


l 


a * En primer lugar verificamos que estas rectas _ 

a¿, es v- (2, -1,1) y un vector paralelo a l 2 es w = (3, -1, l) 


no son paralelas. Un vector 
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Supongamos que existe r tal que: 




2 = 3 r 
-1 m -r 

1 =r 


r = 3 / 2 

r = 1 , lo cual es imposible, 

r = 1 


Luego, (2, -1, l) * r( 3, -1, l), para todo real r. Como v y w no son paralelos, 
L\ y Li tampoco lo son. 


Ahora, expresamos y Li mediante ecuaciones paramétricas: 


x = 5 + 2/ 

¿I: = 

Z = 5 + / 


x = -5 + 3x 
v = -4 - .v 

ip 

Z — l + 5 


En un punto de intersección se debe cumplir que: 


x = 5 + 2/ = -5 + 35 => 2 t - 3 s = - 10 

y == - t ~ 4- s => - / + s =4 

2=5 + / =. 1+5 / - 5 = -4 

Resolvemos el sistema formado por las dos primeras ecuaciones 

2/-3í = -10 
[ — / + 5 = 4 

La solución es /--2 y í-2. 

Observamos que esta solución satislacc la teiccia ecuación. 

Reemplazamos e¡ valor / = —2 en las ecuaciones parametricas y obtenemos el 
punto de intersección: (1, 2, 3 K 


b. Hallamos el ángulo entre los vectores v = (2. -1,1) y w- (3, -1, l). 


/ 


eos 0 = 


v • w 


8 


8 


w 


/ó/Tí /ó6 


0 = eos 


-i 


8 


\ 


v 


\l 66 


= 10 


/ 


EJEMPLO 4. 



Probar que las siguientes rectas se cruzan. 



v-4 



Solución 


b. Hallar el ángulo entre estas rectas. 



a. En primer lugar verificamos que estas rectas no son patalelas. 

Un vector paralelo a L\ es v — (l , — 2, 3). Un vector paralelo a Li es w 3, 4). 

Como en el problema. anterior, es fácil ver que (l, -2, 3) # KL -3,4), para todo 
real /*. Luego, V y w no son paralelos y, por lo tanto, L\ y Li no son paralelas. 

Supongamos que L\ y L 2 se interceptan. Transformamos las ecuaciones 
simétricas de L¡ y L> en ecuaciones paramétricas: 






































y = 3 — 2/ 

- = -2 + 3/ 


4 + 35 

3 + 45 


En un punto de intersección se debe cumplir que: 


.v = 1 +1 = 1 + s 

V =3-2* = 4 + 35 


2/ + 35 = -I 
3/ - 4S = 5 


2 =—2 + 3/ = 3 + 4.s' 

Resolvemos el sistema formado por las dos primeras ecuaciones 

t = 5 

2/ + 35 = -1 

La solución es / = -1/5 y i = -1/5. Observamos que esta solución 
satisface la tercera ecuación. Luego, L] y Lj no se interceptan. 

Como las rectas no son paralelas ni se interceptan, entones, se cruzan, 
b. Hallamos el ángulo entre los vectores v = (l, -2, 3) y w = (1, -3, 4), 


no 


( 


eos 6 = 


vw 


19 


19 


w 


J14J26 2V9Í 


0= eos 


-1 


19 


1 


V. 


2/91 J 


= 5,21 


DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA 


TEOREMA 1.12 


Sea L la recta pasa por el punto Pq y es paralelo al vector v. 

Sea P\ un punto cualquiera del espacio. Probar que la 
distancia del punto P\ a la recta L es 




M x 

V 


V 



Demostración 

Ver el problema resuelto 6. 



Solución 

Tenemos que: 


Hallar la distancia del punto P. - í 1 ~ ]ri . 

. . 1 1 5 •*> 3) a la recta que nasa por 

los puntos P„= (3, -1,2) y /? = (o, - 4 , 1 ) 



3. 3+ 1,3-2) = (-2,-2, l), 

= <0-3,- 4 + 1 ,1 - 2 > = <_ 3 ,-3,- 


O 




















































Pfif] X v “ 


i j k 

-2 -2 1 
-3 -3 -! 


- 5¡ - 5j 


Luego, 


d 


j W X 

V 


V 





5‘ +(-5) 


/f-3) 3 


+(— 3) +( -1) 


= A/38 

19 


ECUACIONES DEL PLANO EN EL ESPACIO 
ECUACION VECTORIAL DEL PLANO 


Un plano P en el espacio tridimensional queda determinado por un punto por 
donde pasa y por una vector n no nulo ortogonal al plano. Un punto Pestá en plano P 

si y sólo si el vector P U P es ortogonal a n. Esto es, 

n 


P está en el plano f P si y sólo si n • P 0 P = 0. 

Si r es el vector posición de P y r 0 
es el de P iU tenemos que P\ X P~ r - r fl . 

Luego, 

P está en el piano P si y sólo si n {r — i'o) = 0. 
Se llama ecuación vectorial del plano a la ecuación 

n ■ (r- r 0 ) = 0 






ECUACION CANONICA Y ECUACION LINEAL DEL PLANO 

Si n = (a, ó, c), P = (a\ .v, z) V P 0 = (a'o, v 0 » -o)> entonces 
I? - _jp y _ y 0í r - z 0 ) y la ecuación vectorial (4) toma la siguiente forma 



(5) 


llamada ecuación canónica o ecuación escalar del plano. 


En la ecuación anterior, efectuamos las operaciones indicadas, obtenemos 

a< f hy ■+• cz 4 ( - av 0 - b y 0 - c z 0 = 0. Si d=(- av 0 - b v 0 - c z 0 ), entonces la 
ecuación (5) se transforma en la ecuación lineal: 



(6) 
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Recíprocamente, toda ecuación lineal (ecuación 6). donde /?*0óc*0, 

representa un plano que tiene como vector normal a n = (a, b , c). En efecto, Sí en 
la ecuación (6) se cumple que a * 0, entonces la podemos escribir así: 

^ - a(x- (-d/a)) +b(y- 0)+c(z-0) = 0, 


ax + by + cz - a 


0 


a J 


que es la ecuación canónica del plano que pasa por el punto P 0 - ( -d/a, 0, 0) y 


tiene como vector normal n = (a, b , c). 


Se procede en forma análoga si b^0 ó c & 0 

A la ecuación (6), cuando la pensemos representando un plano, diremos que es 

una ecuación lineal del plano. 


NOTA. 


Las ecuaciones del plano anteriores, con o en el caso de las recta, no son 
únicas. 


EJEMPLO 6. 


Hallar una ecuación vectorial, una ecuación canónica y una 
ecuación lineal del plano que pasa por e! punto (2, -1, 1) y es 
ortogonal al vector n = (5, 3, -2). 


Solución 

Tenemos que: r = {x, )\ z), r 0 = (2, -1, 1), r - r t , = (x -2, y + I, z - 1). 


Una ecuación vectorial de este plano es 

(5,3, -2) • {x - 2, y + 1, z- 1> = 0 

Efectuando el producto escalar hallamos una ecuación canónica del plano: 

5(x-2) + 3(y + l)-2(z- l)=0 


Efectuando las operaciones indicadas en la ecuación anterior, hallamos una 

ecuación lineal del plano: 


5.v + 3v - 2z - 5 = 0 


EJEMPLO 7.1 Hallar una ecuación canónica y una ecuación lineal del plano que 

pasa por los puntos P = (I, -3, 2), Q = ( 2,1,-2) y R = (3, 1,-1) 

Solución 


Tomamos a cualquiera de los tres puntos dados como punto de referencia TV Así, 

tomemos, por ejemplo, como punto de referencia ai punto P = (l, -3, 2). Con los 
otros puntos y el punto de referencia, formamos los vectores: 


a =/>£?= (2-1,1+3,-2-2) = (l,4,-4), 
b = P/? = (3-l, 1+3,-1-2) = <2,4,-3) 

Estos vectores son paralelos al plano y por tanto, n = a x b 


es ortogonal plano. 
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Tenemos que: 
n = a x b = 



j k 

4 -4 
4 -3 


= (-12 + 14)i - (-3 + 8)j + (4 - 8)k = 4i - 5j - 4k 


Luego, una ecuación canónica del plano que pasa por P= (1, -3. 2) y es normal al 
vector n = (4, -5, -4) es 

4(.v - !) - 5 (y + 3) - 4(z - 2) = 0 

Efectuando las operaciones indicadas en ia ecuación anterior, obtenemos una 
ecuación lineal: 


4.y — 5v — 4” — 11 = 0 


DEFINICION. 


Sean P\ y Pi dos planos con vectores paralelos ni y 
respectivamente. 

I. P\ y Pi son paralelas si ni y n 2 son paralelos. 



2. 'P\ y Pz son perpendiculares si ni y n 2 son perpendiculares. 


3. El ángulo entre P\ y Pzcs el ángulo entre ni y n>. 


EJEMPLO 8. 


1 tallar una ecuación del plano que pasa por el punto P (J (2. 1 I 

y es perpendicular a los planos 


P]i 4x +y-2z - 5 = 0 y P< 2.v + 3y r — 11 =0 

Solución 

Los vectores n t = (4, 1,“2) y n 2 = (2, 3, -l) normales a P\ y a Pz , 

respectivamente. Sean P el plano que estamos buscando y n su \ector normal, 
n debe ser perpendicular a nj y a n 2 . Por tanto, tomamos 


n = n t x n 2 = 



] k 

1 -2 
3 -1 


5i + 14k = (5,0, 10) 


Luego, e! plano buscado es, 

T: {5, 0,10) • {x-2,y + l,z~ 1> =0 óbien 'P:5x+ lOz 




EJEMPLO 9. i tallar el ángulo entre los planos 


JP,: 5a* + 3y-2 z- 5 -0 y Tí. 4y- Sy-4z- 11 


0 


Solución 


Los vectores ni — (5, 3,-2) y n 2 ~ (4, -5, —4) son normales a P¡ y a jP 2 , 
respectivamente. Luego, el ángulo entre los planos Pi y Pz^ 

















O -- eos 


-i 


n, n 2 


n 


n 2 




= eos 


-I 


13 


J 


J1& V47 





LA RECTA COMO INTERSECCION DE DOS PLANOS 

Si T } : a x x + h l y + c í z + d í =0 y T< a 2 x + b%y+ c : r + d 2 = Ú son dos planos 

en el espacio, estos se interceptan formando una recta L. Un punto P - ( x , v\ r) está 
en L y sólo si sus coordenadas x, v, z satisfacen ambas ecuaciones. Luego, la 
recta L está representada por el sistema de ecuaciones: 


L: 


UyX -I- Aj V' + C\Z + í/| =0 
th\ 1 Ih V ♦ o: J ií7 0 

¿4 ¿ ' £* W 



I II MPLOJO.j H; illar un juego de ecuaciones simétricas de la recta: 


L: 


2.x + v - 3r — 5 = 0 
3 a* — 2 v + 4" 4- 3 — 0 


Solución 


Hallemos un punto de L. Haciendo r = 
sistema de dos incógnitas: 

2a'+ v -5 


0 en el sistema obtenemos el nuevo 


= 0 


3 a* — 2 v + 3 = 0 


cuya solución es x — h y — 3, 


Luego, un punto de la recta es P Q = (l, 3, 0). 

Por otro lado, un vector normal al plano 2v + y - 3 - 
un vector normal al otro plano, 3 a - 2y + 4r + 3 - 0, 


- ? = 0 es n, = (2, 1 ,- 3 ) y 

es n : = (3, -2, 4) . 


Buscamos un vector v paralelo a la recta. Como este vector debe 

n, y a n 2 tomamos 


ser ortogonal a 


v = n, x n 2 


i 


J 


1 “3 


3 -2 4 


= -2i 


17] -5k = <2,-17, -5) 


Ln consecuencia, un juego de ecuaciones 


t 4 * 


simétricas de la recta L os 




v-l v — 3 
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO 



Probar que la distancia del punto P¡ = ( v, y\, -¡) a! plano 

*P |: ax + by + cz + d = 0 
está dado por 

¿(PuT,) = l ax ' +by ' +cz ' +d 


U 


+ b ¿ + r- 


Demostración 


Ver el problema resuelto 7. 


EJEMPLO 11. Hallar la distancia del punto P\ = (1 0. 5) al plano 

*P: 4x —3v + z— 1 - 0 


Solución 


d = 


4(1) — 3(0) -t-1(5) — 1 
J 4 2 +(-3) 2 +1 2 


8 


•Í26 


PROBLEMAS RESUELTOS 1.5 



Probar que las siguientes rectas se intersecan, hallando el punto 
de intersección. 


Lú 


X — 7 y — 2 z “ 1 


-1 


* = -1 + 2 / 
^ - 1-3/ 

- = 1 + 4/ 


Solución 


jc = 7 + 3.? 

Expresamos a la recta mediante ecuaciones paramétricas: Z.,: \v~2 + 2s 

z = 1 - 

El punto de intersección debe satisfacer ambas ecuaciones paramétricas. Luego, 


x — -1 + 2/ — 7 + 3.í 
y = 1 -3/ = 2 + 2.v 
z -1 + 4/ = 1 - 2.S 


2/ - 3.? = 8 
3 1 + 2s = i 
4 1 + 2.í = 0 


> 


Resolvemos el sistema formado por la segunda y tercera ecuación: 

3/ + 2s = -1 ít = I 


= 4 


* ; 


■y 


4/ + 2.v = 0 


.v = -2 


13 t f fc* 


o 


La solución / - 1 y s —2 también satisface la primera ecuación. En efecto: 


Lft 


* J 


u 

- 2- 


i c 


O 


l 





































4( I) f 2(-2) - O 
En consecuencia, las rectas L x y L 2 se intersecan en un punto. 


Si en ecuación de L 2 remplazamos / = 1, obtenemos: 

x = -1+2(1)= 1, y= 1 -3(1) = “2, z = 1 +4(1) = 5 

El punto de intersección es (1, -2, 5). 


Rectas explanares. Sea l\ la recia que pasa por el punto P\ y es 
paralela al vector Vj. Sea L ? la recta que pasa por el punto P 2 y 
es paralela al vector v 2 . Probar que: 

L\ y L 2 son coplanares O P ] P, • Vj x V 2 = 0. 

Solución 

Caso 1. L\ y L 2 son paralelas. 

Si L\ y L 2 son paralelas, es claro que L x y L 2 son coplanares. Además, 
como Vj y v 2 son paralelos, sabemos que se cumple que Vi x v 2 = 0 y, por tanto, 

P j Py • V, X Vj =0, 

Caso 2. L\ y L 2 no son paralelas. 

El vector n = v, x v 2 es ortogonal a ambas rectas. Sea T el plano que pasa 
por el punto P x y tiene por vector normal a n - Vj x v 2 . 

Ahora, L ¡ y L 2 están en el plano T <=> P 2 está en T <=> 

P , P 2 es ortogonal a n = Vj x v 2 O P , P, * v, x v 2 = 0. 


PROBLEMA 2. 


PROBLEMA 3. 


Distancia mínima entre dos rectas que se cruzan. 


Sean L\ y L 2 dos rectas que se cruzan. Sí L x pasa por el punto 
p \ Y es paralela al vector v, y L 2 pasa por P 2 y es paralela al 

vector v 2 , probar que la distancia mínima entre L x y es 


Solución 



- m 

P \ P 2 'V\ X V 2 


V 1 x v 2 


El vector n — Vj x v 2 es ortogonal a ambas 
rectas, L x y l 2 

Sea Ti el plano que pasa por P x y C s 
ortogonal al vector n. 

Sea jP 2 el plano que 



pasa por P 2 y es ortogonal ai vector n. 
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La distancia mínima entre las rectas L\ y L 2 es igual a la distancia entre los 
planos paralelos P\ y f P 2 . Esto es. 


d — d{P 


Compn P\P 2 



PÁ n 


P l P 2 -Vi XV 2 


n 


V, X v 2 




PROBLEMA 4. 


Sean las rectas: 






x = -3/ 
y = 2-/ 

~ --2 + t 

*4 * * 


1. Probar que L\ y L 2 se cruzan 


Solución 


2. Hallar la mínima distancia entre L\ y L 2 . 


1. Los vectores v t = (4, 1, —3) y v 2 = (—3, —1, l) son paralelos a las rectas L\ y ¿ 2 -» 
respectivamente. Vemos que Vj y v 2 no son paralelos y, por tanto, L\ y L 2 no 
son paralelas. 


Tomamos el punto P\ = (1,-1, —3) de L\ y P 2 - (0, 2, -2) de L 2 . Tenemos 


P X P> = {- L3, 1) y n=Vjx v 2 


i 


J 


1 -3 


-3 -1 I 


= -2¡ + 5j - k 


Pero. F\R ■ n = <-l, 3, l) • (-2, 5, -1>.= 2 + 15 - 1 = 16 y. de acuerdo al 
problema resuelto 2, L, y L, no son coplanares. Por tanto, /-i y L 2 se cruzan. 



/> | /> 2 V 1 XV 2 


(-l,3,l)(“2,5,-l) 

16 

v,x v 2 


J (-2f + 5 2 . (-1) 2 

/30 



PROBLEMA 5. 


Hallar ecuaciones paramétricas 
formado por las rectas: 


de la bisectriz del ángulo 


Solución 



Las ecuaciones nos dicen que estas rectas se intersecan en el punto 


(2.-i, 3). 


L\ es paralela al vector V| = (2, 2, l ) y 

























































át vector unitario U| = 



v i 



L 2 os paralela al vector v 2 = (4, 0, -3) y 


al vector unitario u 2 


- ' 2 = — (4, 0> -3) 


5 




La bisectriz es paralela al vector: 

2 4 2 13 

+ Ti Ti T “ 


OI 


U = ti! + 


4 


3 


3 3 5 


15 3 15 


Además, como esta bisectriz también pasa por el punto (2. -1, 3), ésta tiene por 


ecuaciones paramétricas: L : < 


.y = 2+ (22/15)/ 


y = -1 + (2/3)/ 


x = 3-(4/15)/ 


PROBLEMA 6. Demostrar el teorema 1.12. 


Sea I la recta pasa por el punto P 0 y es paralelo al vector v. 
Sea P\ un punto cualquiera del espacio. Probar que la distancia 
del punto P\ a la recta L es 


d = 


p o p \ x v 


Solución 


1 . Sea S el pie del segmento perpendicular al y que pasa por />,. 


Tomamos el vector c = SP, 


Tenemos: 


Pi 


d= 


c ¡ 


w 


sen 6 


I v ||| 

1 Poñ 

1 11 

sen 0 

P 0 P\ * V I 


V 


V 







que la distancia del punto P t = ( X| y ,, 2| ) al plano 
üx + by + cz + d — 0 






d(p t , t) = . av i +h y\ +C 2 , +d 



V a 2 +b 2 +c 2 
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Sea P 0 - (a’o v 0 , 2 0 ) un punto del plano y 
sea b el vector 

^ — ^0^! \X\ — A'o, J ; i — _Vn, Z\ — z 0 ) 

Si n = (ti, b , c ) es un vector normal al plano, 
entonces 


P i r 



dfjPx.T) 


comp n b 


n • b 


a(x,-xo)+ />(>•, -J' 0 )+c(z, -z 0 ) 



|| n | 

1 1 .2 2 

V a~ +b + c 


( ax \ + b} ? \ + c ’í j) — ( ax 0 + by Q + czq ) 

777777 


i 

cxvj +by-\ + czj + d 




PROBLEMAS PROPUESTOS 1.5 


Eti los problemas del i al 3 hallar una ecuación vectorial , ecuaciones 
paramétricas y ecuaciones simétricas de la recta descrita . 


1 . 


Pasa por el punto (1,-2, 6 ) y es paralela al vector 3 i + 4 j 

x = 1 + 3/ 


Rpta. r-( 1,-2, 6 ) + /(3,4, - 5 ); 


y = -2 + 4/; 
2 = 6-5/ 


a - 1 y + 2 


-5 


2. Pasa por el punto (2, 0, -1) y paralela a la recta L : 


x + 3 y + 5 


_? 


Rpta. r = (2, 0, -1) + /(-2, 3, -4); 


x = 2-2/ 

v = 3/ 

r 

2 = -1-4/ 


A 




~1 


V 

m- 

3 


4 


2 + 1 


3. Pasa por el punto (-1,5, -7) y es perpendicular al plano .y + 7y- 82 + 9 = ti 

.y = -1 + 2/ 


Rpta. /* = (—!, 5, -7) + /( 1 ,7, - 8 ); 


y = 5 + 7/ 

2 = -7-8/ 


-v + 1 y-5 2 + 7 


i 


-8 


A/i /os problemas del 4 al 6 hallar ecuaciones paramétricas y ecuaciones 
simétricas de la recta descrita. 


4. Pasa por los puntos ( 2 , - 3 , - 1 ) y ¡ I, - 1 , 4 ) 

x — 2 —t 

Rpta <¡ y = -3 + 2 1 

z = -1 +5/ 


x — 2 y + 3 2 + I 

r _ 

-12 5 























































5. Pasa por el punto (4, 


2) y es ortogonal a los vectores 


Rpta 


x = 4-t 
y = - í -1 
z - — 2 + / 


x 


— 4_ y +1 _ 2 + 2 


-1 


] 


1 


6. Pasa por el punto (5,0,-3) y es ortogonal a los vectores j y i + k 


Rpta 


x = 5 +1 

y = 0 

T — —3 —/ 


a* - 5 z + 3 


1 


-1 


, y = 0 


v 


7. Hallar ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto (-5, 0, -2 ) y es 


paralela a los planos X Y y YZ. 


x = -5 
Rpta -j y = í 

z = - 2 


8. Probar que las siguientes rectas se intersecan, hallando el punto de intersección. 

x — —2 + 3/ 


Lú 


jc — 5 

~T~ 


V 


z - 5 


-1 


1 


Lú 


y = 3 - 1 
z = 2 +1 


Rpta (1,2,3 > 


9. Probar que las siguientes rectas se intersecan, hallando c-1 punto de intersección. 


y X — 1 2+1 

L\\ —— =y=- 


Li : x-3 = 


v -1 z — 4 


10 . 


2 5 2 

a. Probar que las siguientes rectas se cruzan. 


7 


Rpta (3,1,4) 


U 


a — —7 + 3/ 
v = 4 - 2 1 
2 = 4 + 3? 


L~>\ 


x = 1 + s 
v = —9 + 2s 

Z — -12-5 


b. Hallar la distancia mínima entre estas rectas. Rpta d ~ 


119 

\Í29 


11.a. Probar que las siguientes rectas se cruzan. 

x-1 y+2 


Lú 


2 


2 


z — 3 


Lú 


v —1 2-3 


3 


4 


, y = 0 


b. Hallar la distancia mínima entre estas rectas. Rpta d = 


10 


12. Haliar el ángulo formado por las recias 

i . x ~ 2 _ x +1 

l ú —-— ,y = 0 - 


V 86 


3 


-1 


2 


-z-3, y — 0 Rpta 0= 45° 






13. Hallar el ángulo formado por las rectas 



A-y-4z + 2 = 0 
-2z-3 = 0 



L 


A-3y-z+5=0 
-2x +2v + z- 4 = 0 Rpla 6={2 ^° 
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14. Probar que las siguientes rectas son ortogonales. 

t 2 y +1 2-3 x —1 

Lj: .V = 3, --=- ¿ 2l - 

1 1 -4 

15. Probar que las siguientes rectas son ortogonales. 


v -2 2+1 


7 


-7 


L 


a'+3v-2 + 7 -0 
4x + 4 y -r-2 = 0 


L< i 


x — v — 4z + 5 = 0 

2x + y - 2z -1 = 0 


En los problemas del 16 al 28 hallar una ecuación del plano descrito: 

16. Pasa por el punto (2, 5, -1) y es ortogonal al vector (2, -3, 5). 

Rpta. 2x - 3 y +5z +16-0 


17. Pasa por el punto (4, —1,0) y es ortogonal a la recta 


x +1 v - 3 2+1 


2 


-3 


Rpta. 2x + y - 3z -7 = 0 


x — 2/ +1 


18. Pasa por el punto (1, — 1,0) y contiene a la recta <¡ y = 3t - 4 

2 = 1-8 

Rpta. 2 1 x - 16 y + 6z — 37 = 0 

19. Pasa por el punto (1, -4, 2) y contiene al eje Z. 

Rpta. 4.v + v — 0 

20. Pasa por los puntos (0, 2. -1) y (4, 1, 0) y es paralelo al eje X. 

Rpta. y + z -1 =0 

21. Pasa por los puntos (0, 1,-1), (-1,1, 0) y (1,0,-1), 

Rpta. x + y + z - 0 

/ 

22. Pasa por el origen y es paralelo al plano 4.v — 3v + z = 2 

Rpta. 4a* — y + z — 0 

23. Pasa por el punto (1, -2,4) y es paralelo al plano XZ. 

Rpta. y + 2 = 0 

24. Pasa por el punto (4, I, -1) y es paralelo al plano 3 a* -y + 2z + 6 = 0 

Rpta. 3a* - y + 2z -9 — 0 

25. Pasa por el punto (6, -7, 1J y es paralelo al plano x - 2z = 1 

Rpta. x - 2z -4 = 0 

t x—l v "" 3 

26. Contiene a la recta -—- + -——, z = 2 y es paralelo al plano x - y + z + 8 

Rpta. x - y + z = 0 

f x—y — 1 = 0 

27. Pasa por el punto (2 -1, 1) y por la recta 

V ■Z» ""t"" Jim ■“ V 

Rpta. y + z = 0 





















28. Pasa por la recta 


-v-I=0 


y t -i- 2 - 0 


29. Hallar el punto donde la recta 


y es ortogonal al plano x - y + z ~ 4 


Rpta. 3x + y - 2z + 3 = 0 
x = / -1 

y = 2í +1 corta al plano 2x - 3> - + 1 = 0 
z — ~t ■+• 3 

(-2,—1,4) 


30. Hallar el ángulo que forman los planos 3.v + y - z = 10, x - y + 4r = 2 

fyto. 98,17° 

31. Hallar el ángulo que forman los planos 7x - 4y + 4 z - 2 = 0. 3x + 4 y = 0 

Rpta. 83,6° 

32. Hallar una ecuación del plano cuyos puntos equidistan de los puntos (2, 0. 2) 


(U 1,0) 


Rpta. x - y + 2z - 3 


33. a. Probar que las siguientes rectas se cortan, hallando el punto de intersección 

L \: r = (0,5, 14) +í(-l,2,3), L 2 : r = <3,-1, 5) + s(4, 1,-5). 

Rpta. (3, —1,5) 

b. (¡aliar una ecuación del plano que contiene a estas rectas. 

Rpta. 13x -7 y + 9z — 9 1 

34. Hallar una ecuación simétrica de la recta que pasa por el punto (2. -1. 3) 

v — 1^H~1 

paralela al plano 2x - y - z = 8 y es ortogonal a la recta x = — - - = -. 


Rpta. 


x — 2 v +1 z - 3 


4 


3 


35. Hallar la distancia del punto (2, — 1,1) a la recta < y = l 


x ~ 2-41 


z = —3 — 3t 


1 


r 


Rpta. d = — y 356 5: 3, 

5 



36. Hallar la distancia del punto (- 1,0, 2 ) a la recta 


x + 4 v + 2 z + 2 


-1 


3 


1 


Rpta. d- 3 


30 


11 


37. Hallar la distancia del punto (5, 3, -1) al plano 2 x—y - 2z + 4 = 0 

Rpta. d- 3 

38. Hallar la distancia del punto (1, -3, 7) al plano 4x + 2 y - 2r - 6 = 0 

Rpta. d— 6 

6 
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39. a. Probar que la distancia entre los planos paralelos ax + bv + cz + d } = 0. 

ax + hy + cz + d 2 = 0 es 


</ = 


d\ — d') 


y[~cr 


+ b~ +c 

b. Hallar la distancia entre los planos Ax — 3v — ** 


- 9 = 0. 4.v — 3v - r — I = 0 


Rpta. d = — 


8 


40. 


V 26 


IJn plano corta al eje X en el punto ( o. 0, 0), al eje Y en el punto (0. p. 0). al ej 
Z en el punto (0, 0. /), donde <t. ¡í y y son no nulos. Probar una ecuación para 

osle plano es 


x y 
— + — + 


a /i A 

41, a. Verificar que las siguientes rectas se cortan en el punto P 

x = 5 + 3/ 


(2. -5.-3) 


Li: < 


y = -5 

■' 

z — I + 4t 


L 


x - 8 

3 


y + 2 


b. Hallar ecuaciones paramétricas de la bisectriz del ángulo que forman L\ y 

r . * = 2 + 51/, y = -5 + 15/, z--3+ 18/ 




Ya estarnos familiarizados con dos tipos de superficies, el plano y la esfera. Aquí 
presentamos dos tipos más: las superficies cilindricas y las superficies cuádricas. 


Para ayudarnos a dibujar una superficie es conveniente determinar algunas trazas. 
Se llama traza a la curva que se obtiene ai intersectar la superficie con un plano 
paralelo a uno de los planos coordenados. Son de especial importancia las trazas que 
provienen de los propios planos coordenados. Para hallar la ecuación de la traza 
sobre el plano XY, se hace z = 0 en la ecuación de la superficie. Similarmente, la 
ecuación de la traza sobre el plano XZ o el plano YZ, se obtiene haciendo y = 0 ó x = 

0, respectivamente. 


SUPERFICIES CILINDRICAS 


Sea C una curva plana y L una recta que no es paralela al plano donde está C. Se 
llama cilindro a la figura geométrica generada por una recta que se desplaza 
paralelamente a L pasando por C. 


A la curva C se le llama directriz del cilindro y la recta que se mueve pasando por 

C es la generatriz. 





























Cilindro 


Cilindro circular recto 


Al cilindro también podemos pensarlo como que está formado por la curva C 
moviéndose, sin rotar, en dirección de la recta L. 

Aquí sólo veremos el caso en el que C es una curva situada en uno de los planos 
coordenados y la recta L es paralela al eje coordenado que no está en el plano. 


EJEMPLO 1. 


Cilindro parabólico 

Bosquejar el gráfico del cilindro: 


Solución 


La traza sobre e plano XZ es la parábola z = x 2 . Como la 
variable y está ausente en la ecuación, la traza sobre 
cualquier plano y = k es la misma parábola z = .y 2 . Luego, 
este cilindro está configurado por las distintas copias de la 
parábola, cada una de las cua¡es tiene su vértice en el eje Y. 



EJEMPLO 2. 


Cilindro elíptico 



Solución 


Bosquejar el gráfico del cilindro: 



La traza sobre el plano YZ es la elipse 



1, x = 0. 




Coma la variable x está ausente en la ecuación, la traza sobre cualquier plano .v = k 
es la misma elipse. Luego, este cilindro está configurado por las distintas copias de 
la elipse, cada una de las cuales tiene su centro en el eje X. 
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■H|P¥ f SUPERFICIES CUADRATICAS 

Se llama superficie cuádrica a la gráfica de una ecuación de segundo grado 

(1) d.v' + By 2 + Cz 2 + Dxy+ Exz+ Fyz + Gx + Hy + íz + J = 0, 

donde alguno de los coeficientes A, B, C, D, E ó F no es 0. 

Las superficies cuádricas corresponden, en dimensión 3, a las cónicas en 
dimensión 2, 

Los cilindros parabólicos, elípticos c hiperbólicos, tratados en los ejemplos 1 y 2 
anteriores son casos simples de superficies cuádricas 

Las superficies cuádricas más destacadas son las siguientes seis: 


1. Elipsoide 


2. Hiperboloide de una hoja, 


3. Hiperboloide de dos hojas. 


4. Cono elíptico 


5. Paraboloide elíptico 


6. Paraboloide hiperbólico 


A continuación presentamos a las ecuaciones estándar y sus respectivas gráficas 
de cada una de estas superficies. 


1. EL ELIPSOIDE 


? 2 

£L +=i 


a 


b 


Las trazas sobre los planos \ Z, XV y XZ 
son las elipses: 


+ 


b 


T-l. 


+ 


y 


a 


ir 


= 1 , 


X 


+ 


= l 


a 


Si los a. b y c son iguales, tenemos la esfera. 


Si dos de los tres números ü, h y c son 
tenemos un elipsoide de revolución o esleroide. 

2. EL HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA 


2 2 
*L +* 


a 


b 


2 


= 1 


La traza sobre el plano XY es la elipse 


+ 


= 1 


a 


h 




x 


Las trazas sobre los planos YZ y XZ son las hipérbolas» 


Y 




















z 


x 






O 





1 


3. EL HIPERBOLOIDE DE DOS MOJAS 


y 


= i 


e z a 1 h 

No hay tra/a sobre el plano XY 


Las Ira/as sobre los planos YZ y X/ son las hipérbolas: 






4. EL CONO ELIPTICO 

_2 


C“ 



La traza sobre el plano XY es el punto (0, 0. 0). 


Las trazas sobre los planos paralelos al plano XY 
son elipses. 

Las trazas sobre los planos XZ y YZ son rectas 
que se interceptan en el origen 


5. EL PARABOLOIDE ELIPTICO 


4* 


(c > 0) 


c a~ b~ 

La traza sobre el plano XY es el punto (0. 0. 0). 

Las trazas sobre los planos paralelos al plano XY son 
elipses o conjuntos vacíos 
Las trazas sobre los planos XZ y YZ son parábolas 


La gráfica corresponde al caso c > 0. Si c < 0, la 
gráfica se abre hacia abajo, siguiendo el semieje 
negativo del eje Z. 



EL PARABOLOIDE HIPERBOLICO 


A* 


C 




(c > 0 ) 


La traza sobre el plano XY son dos rectas que 
se cortan en el origen 

Las trazas sobre los planos paralelos al plano 

XY son hipérbolas. 

Las trazas sobre los planos XZ y YZ son parábolas. 
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Otro nombre para esta superficie es silla de montar. 

La gráfica corresponde al caso c > 0. Si c < 0, la silla gira 180° alrededor del 
eje X. 


EJEMPLO 3. 


Identificar y graficar la superficie 


18x" - 9y 2 + 4z 2 = 36 

Solución 


Operamos sobre esta ecuación cuadrática hasta conseguir su forma estándar. 
Dividimos la ecuación entre 36 y simplificando obtenemos 



Vemos que esta última expresión es la ecuación 
estándar de un hiperboloide de dos hojas donde 

a =\~2 , b = 2 y c = 3, Además, el signo negativo 
que acompaña a la variable y significa que la 
superficie no corta al eje Y. 




EJEMPLO 4. 


Identificar y graficar la superficie 

36x = 9z~ - 4y 


Solución 


Dividiendo entre 36: 




Vemos que esta última expresión es la ecuación 
estándar del paraboloide hiperbólico (ecuación 6) 

Las trazas sobre los planos x - k que son paralelos al 
plano YZ, son hipérbolas, i -as trazas sobre los planos 

XY y XZ son parábolas 




SUPERFICIES DE REVOLUCION 

Sea C una curva plana y L una recta que está en su plano. La superticie que se 
obtiene al girar C alrededor de L se llama supcrncic de revolución de eje L y curva 

generatriz revolvente C. 

En nuestro texto de Cálculo Integral se estudió el método de calcular el área de 
estas superficies. En esta parte tratamos el método de conseguir su ecuación. 


























C: y =j{ Z) 


la cual gira alrededor del eje Z 


Al girar la curva C, cualquier punto 


P - 6r, v, z) 




de la superficie proviene de un punto 


Q= ( 0 ,y 0y z 0 ) 


de la curva C, como indica la figura. 


El punto Q - (0, v„, z 0 ), por estar en la 
curva C\ cumple: 

yo =/( 2o) 



X 


( 1 ) 


Pero, mirando la figura, vemos que 


- — Z.{y 


( 2 ) 


Además, por ser PR y QR radios de una misma circunferencia, tenemos que 


PR 


OR 


Pero, 


PR 


— Jx* + V 


OR 


y 0 1. De donde. 


Vo = ± V a* 2 + y 2 


(3) 


Reemplazando (2) y (3) en (1) obtenemos finalmente, la ecuación de la superficie 
de revolución: 


± Jx 2 + y 1 ~ j{z) 


(4) 


Muchas veces, para eliminar la molestia del doble signo del radical, se elimina 
este elevando al cuadrado: 


2 , 7 

a“ -t- y " 


[/(di 


(5) 


Este resultado es el mismo si C es la gráfica de a* ~J{z) 


En 1 orina análoga podemos obtener las ecuaciones de las superficies de revolución 
alrededor de los otros ejes. Estos resultamos los sintetizamos en la siguiente 
proposición: 


TEOREMA I. 14 I 1. 


Si se gira la gráfica de y - /{z) o x — /(z) alrededor del eje X, 
la ecuación de la superficie de revolución resultante, es 


j{z) ± \j x~ + y“ , o bien x~ + yr - £/ (r)j~ 
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2. Si se gira la gráfica de y = /íx) ó z - p. x) alrededor del eje X. 
la ecuación de la superficie de revolución resultante, es 

j{x) - ± y~ + 2 ? , o bien y 2 4-z 2 = [/ (*)] 

3. Si se gira la gráfica de x = /íy) ó z — j y) alrededor ' leí eje Y, 

la ecuación de la superficie de revolución resultante, es 

y[y) = ± V x 2 + z 2 " , 0 bien .t 2 + z 2 = [/(y)] 


EJEMPLO 5. 


Hallar la ecuación de la superficie de revolución generada por la 
recta z - 2y del plano YZ al girar alrededor del eje Z 


Solución 


Aplicamos la parte 1 del teorema anterior. 2ara esto, 
despejamos la variable y en la ecuación z — 2y. 


Tenemos que y : 


—. Esto es, 

i 


/ 

y = ./(z) = -. Luego, ia 


ecuación buscada es 

__ 2 

-= ± J .v 2 + V 2 , o bien, ^ = x“ + y 2 
2 4 

Esta superficie es un cono circular. 




EJEMPLO 6. 


Hallar la ecuación de la superficie de revolución generada por la 
parábola 4 y = x 2 del plano XY al girar alrededor del eje Y. 


Solución 

Aplicamos la parte 3 del teorema anterioi. Pata esto, 
despejamos la variable x en la ecuación 4y - a . 

Tenemos que x ~ ± 2^/y . Esto es, v =./{_>’) “V • 

Luego, la ecuación buscada es 

+ 2 yf~y = ¿ V + z , o bien, 4y a * - 



Esta superficie es un paraboloide circular. 



PKORÍEMAS RESUELTOS 1*6 



PROBEMA Ll Identificar y graficar las siguientes superficies: 

,2 

a, .v = y 2 +— 



4 v’ 2 + z 2 - 4.x - 1 6y 4-20-0 




























la escribimos así 


x 

T 


y 


l 2 


+ 


n 

/ 


a) 



Vemos que esta es la ecuación tiene la forma de la ecuación estándar 
paraboloide elíptico (ecuación 5), 



Las trazas sobre los planos ,r — /c, con k > 0, son las elipses — 

J 2 2” 

b. 4y~ + z 2 - 4.v + 16 y + 20 = 0 <=> 4x - 4 = (4 y 2 + 16y +16) + z 2 <=> 

4(.v - 1 ) = 4( r~ + 4 y + 4) 4- z 1 

4(x- 1) = 4(y+ 2/ + z 2 

1 




X 


1 = (y + 2)“ + 


4 



*~1_ 0' - ") 2 , p-0) 


( 2 ) 



I 4 

En consecuencia, la gráfica de esta ecuación es un paraboloide elíptico, E 
efecto, comparando las ecuaciones (1) y (2) concluimos que la gráfica de la ecuacio 
(_} se obtiene trasladando la gráfica de la ecuación (1). mediante la traslación qi 
lleva el origen (0, 0, 0) al punto (1,-2, 0) 



X~ v 


— EMBLE MA 2. El paraboloide hiperbólico es una superficie 

Sea el paraboloide hiperbólico z ~ r 2 - 
un punto cualquiera de esta superficie, 
a. Probar que la recta: 

L\ : .v = .v„ + í, v =>'„ + ?, 2 = 2 0 + 2(y„ ■ 
pasa poi P ( j y está enteramente contenida 


reglada. 


sea P {) = (.va, yo, z 0 ) 


~ Xa )/ 

en el 






b. Probar que la recta: 

: x — x 0 + /, y = j 0 - t, 2 = 
pasa por P Q y está enteramente 


20 o + -v 0 )/ 
a en el 




a. Para t - 0, obtenemos: x = xv. v = v . - = - i. i \ 

D o*y yo, ¿ «o. Luego, la recta pasa por Pn ~ (x n Vn Cu). 

Por otro ado si P ~ ( r ,, \ V o ’ * 0 ^ 

■ . ' , ' SI 1 v*> y, z) es un punto 

de l, tenemos: 



. 2 2 
y -x l 


Luego, p = 


O'o + í) 2 - (x 0 + f) 2 

vf + 2 1 Vn + p _ v 2 t „ i 

¿i >0 f _ Aq _ 2/.v 0 - r 

>’o ~ x 0 + 2(vo - ,v 0 )/ = 2„ + 2{r 

( “ - 

x 'y z ) está contenida e 


o 


•Vo)/ — z 


en el paraboloide 




















\.v(or<' v G'Humtría \nalfiica del 


espacio 



h. Se pntcede como en la parte a. 


q una superficie $ es reglada si por cada punto de P de S pasa 
una rec a que esta contenida en S. De acuerdo a esta definición, este 
pro ema prue a que este paraboloide hiperbólico es una superficie reglada. 

un mas, como por cada punto pasan dos rectas, este hiperboloide es 
doblemente reglado. 


PROBLEMA 3. 

_ 


Hallar una curva generatriz 


a superficie de revolución 


revohente C que correspondiente a 


Solución 



Operamos en la ecuación x 2 + z 2 -y = 0 hasta obtener 
una de las tres formas dadas en el teorema anterior: 



Vemos que estamos frente a la forma 3, donde eí eje de 
giro es el eje Y. Para la curva generatriz tenemos dos 
opciones: 



o 





Probar que el volumen deí sólido limitado por el elipsoide 


y y i 

— + 2L + JL 


- i 


a 


h 


es V — —trabe 

3 


Solución 


Procedemos por el método de las rebanadas. 

Sea z un valor en el intervalo [—c 9 c] del eje 7 

Cortamos al elipsoide con un plano perpendicular al 
eje Z a la altura de r. ¡ a sección obtenida es una elipse: 

2 7 2 2 " 

x~ V 

— -1 



„2 7 7 

x , y 

~1 + 7T + 
a Ir 


+ 

2 i,2 

a n 


x 


= 1 - 


v 


+ - 


v 


i i 

c - Z- 


a 


b~ 


P 


V 


= 1 


Sabemos que el área de una elipse es igual a n por el producto de las longitudes de 
los semiejes. Luego, el área de la elipse anterior es 
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O I 2 2 ^ fl T — 

A(z) = jt-v c -z -Ve -z - 


El volumen del elipsoide es 


v= 

f * ”* P - * a ), 

k-l na ^ 1 

ÍV-^) 

J 

J C 2 V ’ 

C 2 • 

' 0 



dz = 2 


xah 










— xabe 

3 


* 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.6 


£>i /os problemas del lal 6, aparear (empatar) la ecuación , co/z su gráfica. 



En los problemas del 7 al 12 1 

36ar - 9P 2 + 4 Z 2 = 35 

8. 3ÓX 2 - 9y 2 + 4^2-0 



-9z 2 = 9 


identifique la superficie 

Rpta. Hiperboloide de una hoja. 
Rpta. Cono elíptico. 

Rpta. Hiperboloide de dos hojas. 











































10. y = .t 2 + 1 

11. 9x 2 = -4y 2 -z 2 + 36 

12. 4,v’-25r =IOOi' 


tipia. Cilindro 


tipia Elipsoide 


tipia. Paraboloide hiperbólico 


En los problemas del 13 al 16. transformar la ecuación dada para darle su 
forma estándar e identificar la superficie. 


13. z = 4~x 2 - v 2 


14. v — x~ + z 2 - 2.v+ 2z + 6 


tipia . Paraboloide elíptico. Vértice: (0. 0, 4) 
tipia. Paraboloide elíptico: Centro: (í, 4, — 1) 


15. -V + 4 v“ + 2z“ + 4.v- 4z - -2 tipia. Elipsoide. Centro: (-2, 0, 1) 

16. z~ —x~ —y 2 + 2x — 6y - 2z = 5 tipia. Hiperboloide una hoja. Centro: (— 1, -3, -1) 


17. Probar que el hiperboloide de una hoja x 2 + y 2 - z 2 = 1 es una superficie 
doblemente reglada, siguiendo los siguientes pasos: 

T 1 

a. La traza de este hiperboloide sobre el plano XY es la circunferencia C : x~ + y~ 

= 1. Sea P u = (x 0 , y 0 , 0) un punto de esta circunferencia. 

Probar que la recta 

L i: x - x 0 + i yo, y = Vo" t x (h z = t 

pasa por P 0 y está contenida en el hiperboloide. 

b. Sea P, - (xj, yi, r t ) es un punto cualquiera del 
hiperboloide que no está en C. Probar que la recta L { pasa 

por P) tomando un Pq = (x 0 , y 0 . 0) apropiado. 

X,-Z|>’i _ )\ + z, x { 

Sugerencia: Tomar: - -z — , Vo- ó , -o - Z\ 

¿ i +r,- 

c. Probar que la recta L. : x ~ Xq — t v«. y ~ V» + I .Yo, z - l pasa por Po (% 3 o. 0) 
y está contenida en el hiperboloide. 

d. Sea P = (xi, y ; z \) es un punto cualquiera del hiperboloide que no está en C. 

Probar que la recta L > pasa por P\ tomando un P o (ao, yo, 0) apropiado 

,Vj + y, “ r¡.Vj _ 

Sugerencia: Tomar: x 0 - - r~ , yo ; j~ > -o ~ -1 

6 1 + zf 1 + z. 

En los problemas deI 18 al 29, hallar la una ecuación de la de la superficie de 
revolución generada al girar la curva, situada en el en el plano coordenado 
indicado, alrededor del eje especificado. 

18. z = 3 y en el plano YZ, gira alrededor el eje Z. Rpla. 9.v 2 + 93> 2 - z 2 = 0 

19. z = 3v en el plano YZ, gira alrededor el eje Y. Rpla. x 2 + z 2 - 9r = 0 

















20. v = 5z en el plano YZ, gira alrededor el eje Y. 

21. z 2 = 9y en el plano YZ, gira alrededor el eje Y. 

22. x 2 - 9v en el plano XY, gira alrededor el eje Y. 


Rpto. 25x“ +2 5z“ -yr = q 
/?/;/«. x 2 + z 2 — 9y 
/?/?/#. x 2 + z 2 = 9v 


23. ,v“ + 9r : = 4 en el plano XZ, gira alrededor el eje X. Rpta. x 2 + 9y 2 + 9 z 2 = 4 

24. xr + 9z : = 4 en el plano XZ, gira alrededor c! eje Z. Rpta. x 2 +y 2 + 9z 2 = 4 


25. ir ~ 2v en el plano YZ, gira alrededor el eje X. 


Rpta. 4y 2 + 4 z 2 - x 4 = 0 


26. 3; = v l-.v 2 en el plano XZ, gira alrededor el eje X. Rpta. x 2 + 9 y 2 + 9 r = 1 


27. .v = 4r 1 en el plano XZ, gira alrededor el eje Z. 


y?/;/a x 2 + y 2 = 4r 


28. xv = l en el plano XY, gira alrededor el eje X. 


29. r = lny en el plano YZ, gira alrededor el eje Z 


Rpta. Y 2 + r = -4 

X 


Rpta. x 2 + y 2 ~ e 2/ 


En los problemas de 30 al 32, hallar la una curva generadora y el eje de 
revolución de la superficie de revolución dada . 

30. x 2 f v 2 ~4z 2 = 0 


31. y 2 + z" = x 


32. 4x 2 - y 2 + 4r = 0 


Rpta y = 2r ó x = 2r ( e/e Z 

Apta y = yfx ó z — \ x , eje X 

/?pPv y ~ 2.v ó y - 2z, eje Y 

# 

33. Hallar la ecuación de la superficie formada por el conjunto de puntos P del 
superficie^ eqU ' dÍS ‘ an dd pUnt0 <°- °* >' de > plano z = - >/ 2 . Identificar la 

Rpta 2z - x + y . p'araboloide elíptico (circular) 

“ “"o r ja*a jasa * r « v¡ 

al plano XY. Identificar la superficie. J 8 m,tad de la dlstancia de P 

1 

. x + v. Paraboloide elíptico (circular) 


4 


35. Probar que el volumen del sólido limitado 


por el plano z = h, donde h > 0. v el 

*r 


paraboloide elíptico - = £_ + Y . . nahir 

c a 2 ¡y ’ donde c > es y = — " 

2c 












Las coordenadas polares son extendidas a tres dimensiones, dando lugar a las 
coordenadas cilindricas y las coordenadas esféricas. 


COORDENADAS CILINDRICAS 

Sea P un punto de IR cuyas coordenadas rectangulares son P = f.v. y, z). Las 
coordenadas cilindricas de P es el triple ordenado (r, ft -), donde: 


1. (/*. 9) son las coordenadas polares del punto 
(,v, i*, 0), que es la proyección de P — (x, y, z) 
sobre el plano XY. 

2. z es ¡a coordenada rectangular vertical o sea la 

distancia dirigida del punto P al plano XY. 

Las coordenadas rectangulares. (a\ y, -). y las 
coordenadas cilindricas, (r, 9, a), de un punto 
P están relacionadas por las ecuaciones 

x ~ r eos 9, y = r sen 9, z - Z 



r 2 =x 2 +y 2 tan 9 - — 

x 

En vista de que las coordenadas cilindricas están definidas en términos de 
coordenadas polares, un punto esiá representado por infinitos juegos de coordenadas 
cilindricas. Nosotros, con el ánimo de simplificar esta situación, los valores de r y 9 
en la tríada O, 9. z) Ies pondremos las siguientes restricciones: 



Solución 


r > 0 v 0 < 0 < 2n 

mr 

Hallar las coordenadas cilindricas de los puntos cuyas coordenadas 
rectangulares son: 

a. P¡= (2,/~3.2,-1) b. P 2 =(—1, 1,3) 


~~ \ \ 2v í I + z 



2 =/T6 = 4. 


V 7 

tan 9 = L = 


41 


x 


2/3 3 


0 ó 9 =—. Como a* = lil y r = 2 
6 6 


ambos positivos, 9 está en el primer cuadrante. Luego, 9 ~ —. Además, z = -1 

6 

1:11 conclusión, las coordenadas cilindricas de P\ son (r, 9, z) = (4, tc/6, -1) 

b. » =Üv¡ 7 =^, 
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tan 0 “ 


1 


-1 


*-l 


3 71 ~l K ^ 1 . I 

0 = — o 0 . Como x = -\ es negativo y y = j 


4 


4 


3/7 


es positivo, # está en el segundo cuadrante. Luego, 9 — ——. Además, i 

4 


Bíí conclusión, las coordenadas cilindricas de P t son (t\ 9. z)- ( J 2 , 3 n 4,3 ) 



El siguiente ejemplo nos dice que la ecuacióiTde un cilindro en coordenadas 
cilíndrecas tiene una forma muy simple. m 


EJEMPLO 2. Demostrar que la gráfica de la siguiente ecuación 


r = c, donde c > 0, 

es un cilindro circular recto simétrico al eje Z. 


Solución 


Transformemos esta ecuación a coordenadas rectangulares: 


r = c 


/ 2 . 2 . 2,2 2 
\j x + v = c=$> x + y = C . 


La gráfica de esta es un cilindro circular recto de radio c y 
es simétrica al eje Z. 













a. 9- 


it 

1 


b. r(3cos 0 - 4 sen é?) + 2c = 


Solución 


y 


a. Sabemos que tan 6 = —. Luego, 

x 


— = tan 0 = tan — 
* 3 


“ = \/~3 


V 


- Jlx 


Esta superficie es un plano que contiene al eje Z 
y cuya traza sobre el cu plano XY es la recta 


y ~ VIr. 


'*• /‘(3cos 9-4 sen 0) + 2z = 


i sia superficie es un ph 


3(rcos 9) - 4 (rsen 9 ) 

3a- - 4 V + 2z = 0 


+ 2z 


uio 


i 11 ' i poi el origen y cuyo vector normal es 


n = n ~ 




















EJEMPLO 4. 
Solución 


(fallar la ecuación, en coordenadas cilindricas, del paraboloide 
hiperbólico (silla de montar) z = r - r 



z = í r eos O) 1 -{r sen O) 1 



z /"eos 




COORDENADAS ESFERICAS 


Sea P un punto de ,j cuyas coordenadas rectangulares son P - {x, v. z) Las 
coordenadas esféricas de P es el triple ordenado ip. £ ó ), donde: 


I. p 


OP 




2 2 ■> 
x + V + 


2, 0 es el mismo ángulo que en coordenadas 
polares o cilindricas. 

3. (¡> es el ángulo formado por el semieje 
positivo Z y el segmento O/ 5 . 

Observar que; p> 0, 0 < <p < n 

Mirando el gráfico obtenemos que: 
r = p eos <p y r = p sen <p 


ZA 


ño. a & 


x 



7 \ 


Además, sabemos que x - r eos 0 , y = r sen 0 . Luego. 

p' = .v 2 + y 2 + r\ .y =* p sen <p eos 9 , y = p sen <p sen iK z = p eos (p 

Las coordenadas esféricas también están definidas en términos de coordenadas 
polares. En consecuencia, un punto está representado por infinitos juegos de 
coordenadas esféricas. Nuevamente, con el ánimo de simplificar, los valores de 9 en 
la tríada (p f 9. ^), los restringimos al intervalo: 

0 < 9< 2,t 


EJEMPLO 5. Hallar las coordenadas esféricas del punto cuyas coordenadas 


rectangulares son (1, L \ o 


Solución 




+ 1 * + 



= V 8 = 2V 2 


z - p eos <P 


eos ip¬ 


il 


%/ 3 





é fe 


eos 0 


X 


1 


V 2 


P sen $ 2v 2 sen(;r/6) 2Í>/"2/2) 


v - p sen tp eos 9 


































0 x =1 e v -1 ^ O está en el primer cuadrante 



En conclusión las coordenadas esféricas del punto son (/?, 0, (f) - ( 2y 2 . 




EJEMPLO 6. Hallar las coordenadas rectangulares del punto con coordenadas 

___ ■ 


(2 VI 


Solución 




Tenemos que p- 2v2 , 6 = — , 0 = — ■ Luego, 

3 < 




x — p sen ^ eos 0= 2\/~2 sen — eos-2 ^p2 (yfl/l) (1/2) - 1 

4 3 






y = psen (j> sen 0 ~ 2 V~2 sen — sen — - 2 V”2 (V3/ 2j (7 3/2) -v 3 


z = p eos (j> - 27~2 {yp2¡2^ = 2 






En conclusión, las coordenadas rectangulares del punto son (1. \ 3.2 








El siguiente ejemplo nos dice que la ecuación de la esfera en coordenadas 
esféricas tiene una forma muy simple. 


Z A 


EJEM P LO 7. | i a gráfica de le ecuación p = c, c > 0 

es una esfera de radio c y centro en el 


origen. 


En efecto, 


De acuerdo a la igualdad 1 anterior, tenemos 


I 2 i 2 
J x + y + 2 - c 


x + V + z" — c 



Esta ecuación corresponde a la de la esfera de centro en el origen y de radio c 


EJEMPLO 8. | Tenemos la siguiente ecuación en coordenadas esféricas. 

/? 2 (senV ~ 2cosV) = 1 

rectangulares ® 


Solución 


Exprese esta ecuación en coordenadas 
identifique su gráfica. 



r — p sen <j) y 


p eos <p. 




(f sen 2 <¡i 


2 , 2 j 2 1 

x + y ~ p sen tp 
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Ahora. 


sen 2 f¿ - 2cosV) = l 


■ p"sen 2 <p - 2/rcosV 1 

a * 2 + y 2 — = i 


X 4- ) r — 


1/2 


La giáli^a de esta ultima ecuación es un hiperboloide de una hoja. 



PROBLEMAS RESUELTOS 1.7 




Solución 


Las coordenadas rectangulares de un punto son íl. 
Hallar: 

a. Las coordenadas cilindricas del punto. 

b. Las coordenadas esféricas del punto. 


a. /*= J r + (-!)“ = v 


♦ a y -i 

tan 6 = — = 


x 


1 


= - 1 


n 71 . 7/T 

& = — o 

4 4 


C orno x - 1 y y - -1 es negativo, ¿7 está en el tercer cuadrante. 

En conclusión, las coordenadas cilindricas de) punto son 

(V, 6,\ z) -(\¡~2 ,7ti/4. -J~2 ) 


b. p=fjl ?T7= Jl 2 + (-l) 2 + (-7I) 2 = V4 =2 


Z~ P COS (j) 


COS (¡)= — 

P 


íi 




1n 


-L - 


7 71 



e = 


ln 

T 


En Ja parte a. ya se encontró que 0 

4 

En conclusión, las coordenadas esféricas del punto son ( p, 0, fy (2, lni4, 3it/4) 



. [PROBL EMA 2. Describir la superficie 


de cuya ecuación en coordenadas esféricas es 
0 = — 

























4 























p eos <¡) - - 


sil 


1 


p 


(multiplicando por p ) 


Ahora pasando a coordenadas rectangulares: 

\J v+ .V 2 + z 2 O) 


Elevando al cuadrado: 


- J ■ v: 


1 ( 2 2 2 \ 
x +y +z ) 



2 2 
= x + y“ 


2 v ' * 1/2 
Esta última ecuación es la un cono. Pero, la ecuación f 1) nos dice que la variable z 
sólo toma Calores negati vos, lo cual nos indica que i a gráfica de la ecuación es la 

parte inferior del cono. La ecuación exacta es 

2 

Z >2 . r\ 

-= x + v , z < 0. 

1/2 


PROBLEMA 3, Hallar una ecuación en coordenadas esféricas del elipsoide 


x 2 +y 2 + 4z 2 = 4 


Solución 


x 2 + y 2 + 4 z 2 = 4 => x 2 + v 2 + z~ H~ 3z 2 = 4 


1 1 


ff + 3/rcos 0= 4 


f?{\ +3cOsV) = 4 


_ PROBLEMAS PROPUESTOS 1.7 _ 

En los problemas dei 1 ai 4, graflear el punto cuyas coordenadas cilindricas son 
dadas. Hallar las coordenadas rectangulares del punto . 

1- (V2 , Jt/4,2) fyto. (1,1,2) 2. (4, Jt/3, -5) flp/a. (2, 2 ^ 3 . -5) 

3. (4, 7tt/6, 5) Rpta. (—2V2 ,—2, 5) 4. (7, 2tt/ 3, c) Rpta. {—7/2. 7v/~3/2 £’) 

L/í los problemas del 5 al 8 t cambiar de coordenadas rectangulares a cilindricas » 
5. (2,2, -4) (2/2,71/4, -4) 6. (1,-1, - e ) (^2,7n/4, -e) 

7- (-1.-V3.-1) fyta (2, 47t/3,-l)' 8.(1, -/3,-l) /?/>/«. (2, 5tt/3, -l) 
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En los problemas de! 9 al 12, grá ficar el punto cuyas coordenadas esféricas son 
dadas. Hallar las coordenadas rectangulares del punto. 


9. (4, tc/6, tc/4) 

10. (8, ix/4, Tt/6) 

11. (6, ji/4, 3rc/4,) 

12. (5, Ji/2, jc/2) 

En los problemas del 13 al 16, 
esféricas. 

13. (1,V1.0) 

14. (0,-1, VI) 

15. (1,-1,-Vó ) 

16. (-1, -1, V~2) 


Rpta. ( /ó, yfl. 2 V~2 ) 

Rpta. (4/3, 2/2,2VI) 

Rpta. (3, 3, — 3 V"2 ) 

Rpta. (0, 5, 0) 

cambiar de coordenadas rectangulares a 

Rpta. (2, ti/3, tt/2) 

Rpta. (2, 3tí/2, tt/6) 

Rpta. ( 2 V 2 ,7tt/ 4, 5re/6) 
Rpta. (2, 5n/4, tt4) 


En los problemas del 17 al 19, cambiar de coordenadas cilindricas a esféricas. 

17.(4,71/4,0) Rpta. (4, tt/4, tí/2) 


18. ( V 6. ti/4 , V 2 

19. (4, 2?r 3. 4) 

20. (6, 2-2/3 } 


Rpta. (2 V2 , tí 4, tt,3) 
Rpta. ( 4W , 27i/3.7i 4) 
Rpta. ( 4%/ 3,2, 271/3) 


En los problemas del 20 al 24, cambiar de coordenadas esféricas a cilindricas. 

Rpta. ( l, tc/4,— VÜ ) 


21. (2.7t 4, 5rc/6) 

22. (4, tt/4, ti 3) 

23. (1, ti/8,4 

24. (6, idí% 5tt/6) 


Rpta. ( 2>/~3 , tc/4, 2) 

Rpta. (0, tt/8, -1) 

Rpta. (3,71/12.-3/3) 


En los problemas del 25 al 33, se da una ecuación en coordenadas cilindricas. 
Exprésela ecuación en coordenadas rectangulares e identifique su gráfica . 


25. r = 3 


26. Q = 


n 


11. z = r ¿ 

28. z = r sen 0 

29. r = 4 eos 0 

1 

30. r + z 2 * I 


Rpta. x 2 +)? ~ 3 2 . CU inhibo cica lar simétrico al eje Z 
Rpta. y — x. Plano que contiene al eje Z. 

Rpta. z ~ X 2 +• y 2 . Paraboloide circular 
Rpta. z -y. Plano que contiene al eje X 
Rpta. (a* - 2)" +y ~ 2". Cilindro circular recto. 

Rpta. x 2 + y 2 + z 2 - 1. Esfera de radio i. 
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31 , son $ + 2 eos 0 = 0 Rpta. y = -2x. Plano que contiene al eje Z. 


32. r = 4 scc 0 

33 . r * 3 z 2 + 9 


Rpta. x ~ 4. Plano paralelo al plano YZ. 

ji 

V ^ 17 

Rpta. 




V 


_ l _ = j Hiperboloide de una hoja. 




Exprese 


s problemas del 34 al 44, se da una ecuación 

la ecuación en coordenadas rectangulares e identifiqu k 



P 


— i 


35. <j> - 


36. tf> 


n 

I 

7t 

? 


Rpta. ** + / + z 2 = 2 2 . Esfera ele radio 2, centro en O 

2 

Rp la . _ = x 2 + v 2 , z > 0 . medio cono. 


3 


Rpta. 


XY. 


37. <j> = 0 

38. ^ = re 

39. p = 4 cos^ 

40. p sen <j> - 1 

41. p = sec^ 


Rpta. x = 0, y = 0, z > 0. Semieje negativo Z 
Rpta. x = 0, y = 0, z < 0. Semieje positivo Z. 

Rpta. x 2 + y 2 + (z -2 ) 2 =2 2 . £#»«. «dio 2, centro (0, 0, 2. 

Rpta. x~ 4" y~ — 1. Cilindro circuíat / ecto. 

~ — 1 Dlsin/s nnvnl fita fl¡ nlctflO A 1 


42. p sen <¡) = -4 eos 0 «ptó. (* + 2 ) 2 + y 2 =2 2 - CUhulro circular recto. 

43. p = 6 sen <f> sen 9 Rpta. x 2 +(y + 3) 2 + z 2 =3 2 . Esfera, radio 3, centro (0, -3.0). 

44. p 2 - 4p 4 3 = 0 

En los problemas del 45 al 50, se da una ecuación en coordenadas 
rectangulares. Exprese la ecuación en: a. Coordenadas esféricas b. Coordenadas 

cilindricas . 

45. z — 2 Rpta. a. z = 2 b. p eos <j> — 2 


jtoto. x 2 + v 2 + r = 1 2 ó x 2 4y 2 4 r =3 2 . Dos esferas, centro 0 


46, 


= 5x 2 + 5v 2 


Rpta. a. z~5t 


47 . x 2 + y 1 + z 2 = 9 . a. r + z 2 = 9 

48. x 2 + y 2 + 2 z 2 = 4 a. r 2 + 2z 2 = 4 


'T' 

b. 5p = eos (f> cosec"^ 
b. p = 3 

b. p 1 (1 + eos 2 (¡>) = 4 


49. x 2 - v 2 ~ 2 z 2 = l 


Rpta. a. 2 2 = r 2 eos 2^-1 b. p 2 (sen 2 ^eos 20 - 2 eos"^) ” 


50. x 2 + 


y 


Y 


a. r- 2 cos 0 


b. psen <f>~ Icos 0 


En los problemas del 51 y 52, describir la región en el espacio que satisface 
desigualdades dadas 

51. / < z < 3 Rpta los puntos que están encima del paraboloide z = X + 

y y están en el plano z - 2 y debajo de él. 

> puntos que están entre las esferas p = 2 y P" 
además, los puntos de las dos esferas . . 














FUNCIONES VECTOMÁ .ES 


JOHANMES KEPLER 
(1.571 1.630) 

2.1 FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE REAL 

2.2 DERIVADAS E INTEGRALES DE FUNCIONES 

VECTORIALES 

2.3 LONGITUD DE ARCO Y CAMBIO DE PARAMETRO 

2.4 VECTORES TANGENTE UNITARIO, NORMAL Y 

BINORMAL 

2.5 CURVATURA, TORSION Y ACELERACION 

2.6 LAS LEYES DE KEPLER 

2.7 SUPERFICIES PARAMETRICAS 




JOHANNES KEPLER 


(1.571-1.630) 


JOHANNES KEPLER nació en Weil der Síadi. una pequeña dudad alemana. Su 
nacimiento fue prematuro. Durante toda su vida sufrió por tener una salud frágil A 
los 3 años de edad contrajo viruela, lo que afectó su vista severamente. Su padre fue 
un mercenario que murió en una campaña cuando Johannes tenia apenas 5 anos. Su 
madre administraba una casa de huéspedes. Además era curandera y hierbatera, 
ocupaciones por las cuales fue acusada de ejercer la brujera. Johannes ayudaba a 
su madre en la casa de huéspedes. Entretenía a los clientes haciendo demostraciones 
de sus prodigios matemáticos. 


En 1.589 entra a la Universidad de Jurunga, que era un fuerte centro de ideas 
luteranas . Aquí estudia astronomía, física y otras materias como ética, dialéctica , 
griego, hebreo, etc. Por ser un estudiante distinguido, su maestro de astronomía, 
Michael Maestíin (i.550-1.631), le enseñó el sistema heliocéntrico de Copé mico 
Los otros estudiantes aprendían el sistema geocétrico (la fierra es el centro de! 
sistema) de Ptoíomeo. En 1.5891 obtiene una maestría. En 1.594 toma la posición 
de profesor de matemáticas en la escuela protestante ele Cruz. 


En 1.597 , Kepler, invitado por el astrónomo Tycho Brahe (1.546-1.601) viajad 
Praga, a trabajar como su asistente. Dos años después , muere Tycho y su posición 
es asumida pot Kcplei. Aquí, g? acias a la gran cantidad de observaciones 
registrada que dejó Tycho. Kepler logra formular las famosa tres leyes Leves de 
Kepler. que publicó en 1.609 en su obra Astronomía A 'ova. ' 


luímZ f n,r l 0 '" 1 ”* pV ° fmdammle religioso. En un inicio quiso ser ministre 

reC ? deCe l ° religiosa. Sus ideas 

En 1.612 fue exconZgédf'^ Ct ° COn los d,ri Sentes religiosos de esa época 


Kepler muere el año 1.630 en Ratisbona. Baviera. Alemania a la edad de 59 años 












En este capítulo esUidiaremos funciones vectoriales de variable real. Estas son 
nciones cu\o c ormnio es un subconjunto D de IR y cuyo conjunto de llegada es el 

espacio \ectoiial M . Es decir, una función vectorial de variable real es una función 


de la forma: 


r:DdR -»R" 


Nuestio interés se concentrará principalmente en las funciones vectoriales con 
valores en M 3 . Estas funciones se expresan del modo siguiente: 

r: D R 3 


r(/) = /(/)/ + g(/)j +//(7)k, 


o también 


■'(0-(/(/). g{‘ I. h-í)) 


Las funciones j. g y h son las componentes de la función 


r. 


el dominio de las componentes no se da en forma explícita, se entiende que 


Dom(r) = Dom(/) f) Dom(g) f~) Dom(/i) 


EJEMPLO 1. ¡ Sea rí t) ~ 11 3 , 


•íT^r 


, In / 


a. Determinarlas funciones componentes. 


Solución 


b. Hallar el dominio de la función vectorial. 


a -At) = i > , gu¡ 


l 


4 


hit) In t 


\-í 


b* Tenemos que: 

Dom(/) = u, Domfe) = (-1,1), Dom(//) ^ (0, oo) 

Luego, 


Dom(r) - Dom(/) H Dom(g)rI Dom(/¡) Rfl (-1, l)f| (0, ce) = (0, i) 



Eventualmente consideraremos fttnciones vectoriales bidimensionales 



r(/) =./(/)! + g(/)j = (/(/), g(t)) 
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Atanos resultados sobre estas funciones ya los hemos obtenido en el capítulo 


sobre ecuaciones paramétricas de nuestro texto de Cálculo Integral. 


I EJEMPLO ¿7] Sea r(f)= (\f>, I + 


2 / 


a. Determinar las funciones componentes 


b. Hallar el dominio de la función vectorial 


Soluciones 


a. /(/) = yfl , g(0 = 1 + 2r 


b. DomfA — [0, oo), Doni(g) - IR. Luego, 


Dom(r) = Dom(/) H Dom(g) = [0. oo) f| E- [0, »). 



OPERACIONES CON FUNCIONES VECTORIALES 


DEFINICION.! Sean las funciones vectoriales u: A,->M y v: D v y sea 


la función real <p : D* E Entonces: 


1. [u ± v](A = «(/) ± v(>) 


2. [$»*](/)= 0>(O«(O 


3. [« • v]{t) = «(/) * v(í) 


4. [w x v](0 = u(t) x v(0 


El dominio de 1, 3, y 4 es D u f\ D v y el de 2 es DmPl ^u- 


EJEMPLO 3.1 Si u(/) = </, V 4 — t , é ) y v(/) = (eos 3 + /, ln (e + í)), hallar: 


1. [u - v](0,) 


2. [u • v](0) 


3. [u x v](0) 


Solución. 


Tenemos que: 



= <°,4 4-0, e°) = (0,2, I) y y(0 = (eos 0,3 + 0, ln (e+ 0)) = (1, 3, l) 


Luego, 




1. [u - v](0) = u(0) - v(0) = <0, 2, I) -<1, 3, !) = <-!,-1,0) 



2. [u • v](0) = u(0) • v(0) - <0,2, I) • <1, 3, l> = (0)(l) + (2)(3) +(!)(!) = 7 


3. [ux v](0) = u(0)x v(0) = (0,2, l) x <|. 3, |) 


' j k 

0 2 


I 


1 3 1 


= -i + j -2k 


-- 
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LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES VECTORIALES 

Si r(/) = (/{/), g(/), hU)), entonces 

Lim r(/) = /l iin/(/), Limg(/), Lim/?fr>), 

t ~ ya \(->a ,->a * 1 ->a / 

siempre que existan Lim/(/), Limg(/) y L¡mh(í) 

t—>a i—*a / —>cí 


EJEMPLO 4. Si r(/) = 3/\ 


2 sen{/-2) r-4 


t-2 


t -2 


.hallar í im r{/> 

r~*2 


Solución 


Lim rí/) 

í->2 


T * -y 2 t ■ sen(/-2) _ . i 
Lim3/ , Lim---Lim- 

r-> 2 


t-> 2 


t-2 


‘->2 / - 2 


= (3(2) 2 , Lim^f Lim(/ + 2)) = (12, 1,4) 

<?->( ) # / -*2 


DEFINICION. 


La función vectorial /■ es continua en a si 


Lim r(í) — r(a) 

/ —J 


Si r(/) = (/'/). g(f), h(t )). es fácil ver que r es continua en a si y sólo si las 
funciones /’ g y h son continuas en a. 

La función r es continua en un intervalo si r es continua en todo pumo del 

intervalo. 

Sea la función r(/) = (In U t\ senh t). 
a. Hallar el dominio de r. 


EJEMPLO 5. 


Solución 


!). Determinar si r es continua en todo su dominio. 


a. Sea//) - ln /, g(t) = L y h(t) = senh t. Se tiene que: 


Dom(/) = (0, oo), Dom(g) = lK, Dom(A)— R 
Luego, 

Dom{r) = Dom(/) f] Dom(g) i Dom(/r) = (0, qo) f| R fi R = (0, qo) 

■ h. Las tres funciones flt) = ln /, g(t) = r y h{t) - senh t son continuas en el 
intervalo (0, oo). Luego, la función /•(/) = (ln /, t\ senh /) es continua en el intervalo 
vL x ) y, por tanto, continua en todo su dominio. 




























l as reglas de los limites de las funciones vectoriales son análogas a las reglas 
los límites de funciones reales. 






| TEOREMA 2.1 Propiedades de los límites de funciones vectoriales 


Sean las funciones vectoriales u: D u 
la función real <p: Dq,->R Se cumple: 


^3 


y v: D v 


T'í. 

A v 


sea 


1. Lim [ u(/> ± vU) ] = Lim uri) 


/->íJ 


! -*ü 


Lim v( t) 

t—*a 


2. Lim \(p{t)VLU)\ = [Lim <p(t)] [Lim o(/)] 

t —> Q l~bü 


3. Lim [u<0 * v(/j] 

/ bit 


[Lim u(/)] • [ Lim v(/)] 


t >0 




4. Lim[ u(i) x v|l)l = [Lim u(t)] x [Lim vio] 

L J * f—*a 


r-^a 


t >a 


Demostración 


La demostración de cada una de estas propiedades es muy simple. Como ejemplo, 
probaremos la propiedad 3, dejando la prueba de las otras como ejercicio para el 


lector. 




3. Supongamos que u(/) = (/¡(/), giU). h\(í)) y v(0 — (fiO)-» gsíO* h 2 {t)). 

Lim [u(0 * v(r)] = Lim [/i(/)j5(0 + WO] 

/—>a /— 


= Lim [/i(/)/2Í0] + Lim [gtM&M] + Lim [ h t (/) h 2 (ñ] i 

í —f—fríi ■ 

= [ Lim f(t) j | L im /;(/)] + [ L im gi(/)][ Limg 2 (/)]+ [ L im /?i(/) | [ L im h : (í)] 

Í—b¿i i—bü f—btf i —fctí /—bÜ t—bü j I 

= { Lim/¡(/), Limgi(/), Lim hi(t)) • { L im/ 2 (/), L img 2 (/), L im h 2 {t)) I 

/ -ba t —btí t-ba t—bil t-btf t-+ü ’ j 

= ÍLim u(/)] • [Lim v(/)]. \ 

t—*a /-»o 



tan t 

t 


a. L i m * v(/)l 
o J 


) y v(/) = ( 


eos L 


/ 


sen rtt 


1 + / 


í 


), hallar 


Solución 


b. LimTu(r) x viril 
/-»0 J 


1 encinos que: 



















Cap. 2 Funciones Vectoriales 


97 


Lim u(/) 

/—>o 

Lim v(/*> 
/-»0 


= ( L i ni 2e\ Lim r\ Lim ) = <2 o l) 

0 /-»() /~>o ( f x ’ ’ 1 

( Límeos f, Lim -í-, Lim } = (l, 0, ,t) 

/->o r-»0 1+/ /_>o / 7 N 


Luego, de acuerdo a las partes 3 y 4 del teorema anterior. 

a. L im [u(/) • v(/)] = [ L im 11 (/)] • [ L im v(/)l = (2, 0 . I) * < 1, 0 , tí) = 2 +,t 

/“40 >0 

b. Lim [u(/) X v(í)] = [Lim u(í)] x [ Lim v(/)] = (2, 0, l) x (l, 0, tt) 


<-»0 


t-*a 

¡ j k 

2 0 1 

1 0 n 


t 


= 0¡ - (2k- I )j - Ok = <0, 1 - 2n, tí) 


CURVAS EN EL ESPACIO 


DEFINICION. 


Sea r: I—»K 3 r(/) = (ftt), g{l), /<(/)), una función vectorial 
continua, donde i CI ¡R es un intervalo. Se llama curva en el 
espacio determinada por la función r al siguiente conjunto 


C= Ufit), g(í), //(/)), te I } 


Si i = [er, fí\. entonces (/íff), g(a), h{a) . es el punto inicial de 
C y J[p), g(J3l Kfij) es su punto final. 


Si representamos los valores 
r(/) = (flt), gil), hit)) 

de i a función vectorial mediante Hechas con 
punto inicial el origen, entonces la curva C 
está formada por los puntos terminales 

(fio, gdh >’(n) 

A la eccuacíón que describe la curva: 

r(t) = (/(/), g(0> h(t))> ce<í<fl 

la llamaremos ecuación vectorial de la curva C. 




Si escribimos separadamente las funciones 

ecuaciones paramétricas de la curva C: 

[* = /« 

C: < y = g{t ). /e i 


componentes, obtenemos las 
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En nuestros cursos pasados, una curva era simplemente un 
conjunto de puntos. En cambio, según la definición anterior, 
una curva en el espacio, es la imagen de una función vectorial, 
En consecuencia, además de obtener un conjunto de puntos, 
contamos con una dirección dada por la variable / cuando ésta 
crece. Para distinguir estos tipos de curvas, algunos autores 
llaman a estas últimas, caminos. 



EJEMPLO 7. 1 Describir la curva determinada por la función 


r(/) = (3 + 2/, 1 + 2/, -2 + /> 


Solución 


Escribimos la curva en términos de sus ecuaciones 

.v = 3 + 2/ 


paramétricas: C; < 


y = 1 + 2 / 

■r 

z =-2 +1 


—OO < / < OÜ 



Vemos que la curva es la recta que pasa por el punto (3, 1. -2) y es paralela al 
vector (2, 2, l). 


La hélice 

Describir la curva determinada por la función 
r{t) - (a eos /, a sen /, ct ), donde a > O y c > O 

Solución 


EJEMPLO 8. 

4 


Tenemos que: x = a eos t , y - a sen /, z ~ ct. 

Luego, x 2 + y - a 2 ( eos 2 / + serr/ ) = a 2 


Esto significa que la curva se encuentra en la superficie r + v 2 = a\ que es un 

eflindro circular recto de radio a. Como o O, z = ct va creciendo a medida que / 
crece. Esta curva es una hélice. 



H é/ice 



Molécula de ADN 



Escalera Central. 


Castillo de Chambord 
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En la vida real la hélice aparece en in« m. . 

que contiene todas las instrucciones heredimri es es P ,ra es - La molécula de ADN. 

estructura de dos hélices paralelas. En Armiiterh, C ^ ° r S an,s ™° vivo, tiene una 

diseñada por Leonado da Vinel usando la hór vt CS an ? osa a csca cra ^ entra í 

Castillo de Chambo* * en Ee t , fií T ‘ qutí S ° Cnc “ d 

años 1.519 y 1 539 ’ Una ** na °^ ra renace ntista construido entre los 


PARAMETRIZACION DE CURVAS QUE SON INTERSECCIONES 



£ SUPERFICIES 

Hallar ecuaciones paramétricas y una ecuación vectorial de la 
curva ( que se obtiene in tersecando cf cilindro parabólico y - x : 

con la sem¡esfera z~ yj\ -x 2 - v 2 


Solución 

Sea a* = í. 


Luego, de acuerdo a la ecuación del cilindro 
parabólico, 

* 1 

y = r. 

Reemplazando estos valores en la ecuación de la 
semiesfera, 

z= V 1 -r -i A 

La cuna C tiene como ecuaciones paramétricas y como ecuación vectorial las 
siguientes: 



C: 


x = t 


v = í 


: = J )-r -I 


r{¡) - (j, I 2 , \ l-r -í 4 \ 


Si la cuna es una circunferencia o elipses, para parametrizarla se puede recurrir a 
las coordenadas polares. 


EJEMPLO 10. | Hallar ecuaciones paramétricas para la curva C que se obtiene 

intersecando las superficies: 


Solución 


b [4a 2 + y 2 - 6v + 5 = 0 

1 *- * 



Completamos cuadrados en el cilindro elíptico. 
4r + y 2 - 6y + 5 = 0 <=> 4 a' 2 + (y - 3 ) 3 = 4 


(Cilindro elíptico) 
(Plano) 
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T 


I 


1 


4 


La proyección de este cilindro sobre el plano XY 

. x 2 ,(v- 3 ) 2 = i 

*s la elipse — + ~ 

Parametrizamos esta elipse usando coordenadas polares: 

f x = cos t o < / < 2/r 
1 y = 3+2sen í 

, . , . . n Atenemos mediante la ecuación del plano 

La parametrización para la variable z I " 
y del valor de la variable y en la parametrización antenor.^^^^^^^M 



y + z ” 7 <=> r = 7-v 



z = 1 - (3 + 2sen /) 


4 - 2sen t 


y ~ ¿ ^ 

„.... *' nar* la curva determinada por la 

En consecuencia una parametnzacio P 

x = eos / 


intersección de las dos superficies es C: < y - 3 + 2sen t , 


0 < t < 2/T 


z = 4 - 2sen t 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.1 

En los problemas del 1 al 5, hallar el dominio de la función vectorial dada. 


1. r(/) = 


l ? 

, / 


/-3 


2 -l, ^Jí + 2 


Rpia. [-2, co) - { 3 


} 


nt 




2, r (()- ( ln t, tan —, >/7 J 


Rpia. (O, qo) - { 2n + 1 , n natural} 


3. r(/) = 


2 


1 


-3 


sen t eos t tan i 


Rpia. IR - { nn/2 y «entero } 


4. r(/)=( sen''(<), eosln (2/ -1)\ Rpta.{\h, l] 

5. r(/) = ^ e', V 6-2/ , 7 3 t-t 2 ^ Rp ta . [o, 3 ] 

En los problemas del6 al 10, hallar el límite de la función vectorial dada. 


6. Lim ( 2üí_ < 2 -l 

< 2 -f f-1 ’ 7+1 


/-> 1 \ ¿ 


Rpta. (1/2, 2,0). 
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7. Lm 

/-♦o \ 


/ 1 - eos / 


t 


l-cos 2t \ 


H. Lim 


9. Lim 

/ +íi 


10. Lim 

f >o 


r 

1 1 
eos / 

í 2 

/ 3 -1 

/ 4 -l 

f 5 - i 

1 

V 

\ 

/ 

/ 2 -í* 

/--1 

* , 4 -l 

(a + /) 2 

-fl 2 


3 

- a 

/ 

f 

/ 


sen 2/ 

eos 

s 

3/ sen 4/ \ 


Rpta. (1 2. 0. 2) 


Ruta. (3 2, 4 3, 5 4) 


(a c t y c¡ 


i 




Rpta. \2 j, Jai 1 . 4¿7 2 ) 


sen ( eos / 


tan / 


Rpta . (2. 1,4) 


11. Sea la función vectorial r(/) = ln / 


función sea continua en / - 1, 


<?-£? r -1 


/-i 


/-I 


. Definir r< 11 para que la 
Rpta . r( 1) = ( 0 , 3). 


12. Hallar los puntos donde la siguiente función es discontinua. 


r(/) " ({//2j, e\ sen /) 


Rpta . / - 2n, n entero. 


En los problemas del 13 al 15, Identificar la curva cuya ecuación vectorial es 
indicada . 

13. r(/) = (eos /, sen /. 3). Rpta. La circunferencia x~ + r = 1 en el plana z- 3 


14. r(/) = (/, r + 1, 1). 


Rpta. La parábola y = ,v 2 + 1 en el plano r = 1 


15. r(/) 2cos t, 2scn t) Rpta. Hélice que enrolla en el cilindro v 2 + r 2 = 4. 

m 

En los problemas 16 y /7, hallar una ecuación vectorial y ecuaciones 
paramétricas del segmento que une P con O. 

16. />=(!,-4, 2), 0 = (3,-1,-3) 




Rpta. i*(/) — (l+ 2t, —4 + 3/, 2 — 5/), 0 s t s 1. 


1 + 2 / 

<¡ v — -4 - 3/, 0 < t < 1 


2-5/ 


17. Y> =(3,-1,6), Q = {-A, 3,-2) 

Rpta. r(i) = (3 - 7f, - 1 + 4/. 6 - 8/), 0 < i < 1. 


.v = 3-7/ 

v = —1 + 4/, 0 < t < 1 
r = 6-8/ 


18. Probar que la curva determinada por la ecuación vectorial 

, r(0 = (eos /, sen /, eos 2/) 
wtú contenida en el paraboloide hiperbólico - - y 2 -y 2 . 

^ r °har que la curva detenninada por la ecuación vectorial 

r(/) = (/ eos /, t sen /, /) 
está contenida en el cono z 2 — x 2 + v 2 . 
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20 . 


Probar que la curva determinada pot la ecuación vectorial 

r(ñ = ¿2sen /. 2sen /, v8 eos t ) 


2/2 


21 . 


Probar que ¡a curva determinada por la ecuación vector ial 

r(/) - (sen 2/, 2sen /, 2cos t ) 

está contenida en la esleía de centro en el origen y radio 2. 


22. Probar que la curva determinada por la ecuación vectorial 

r(/) = (tan7, eot /, cot t cosec /) 

está contenida en la intersección del cono z" — x" + y con el cilindro 
x = y 2 . 





23 


Probar que la curva determinada por la ecuación vectorial 

r{t) = (2cos /, sen /, 4 - sen 2 / ) 


está contenida en la intersección del cilindro parabólico 
paraboloide z = x 4- 3y . 


4 - ir con el 


24. Hallar una ecuación vectorial de la recta formada por la intersección de los 
planos x+y + z = 2 y y -x — 0. Rpta. r(/) = (t. t,2 — 21). 


25. Hallar una ecuación vectorial de la recta formada por la intersección de los 
planos x + 2y + 3z = 6 y x-y-z = —\. Rpta. r(/) = (/, -3 + 4f y 4 - 3/). 


26. Hal lar ecuaciones paramétrieas de la curva C que se obtiene intersecando el 


paraboloide z = x 2 +y 2 con el plano v + x = 0. 


Rpta. C: < 


x = t 




y = -t 


= li¬ 


li. Hallar ecuaciones paramétricas de la curva C que se obtiene intersecando e 


cilindror +/ - 9 con el plano 2x - z.= 0. Rpta. C: 1 y = 3sen t , 0</<2,t 


x = 3 eos t 


z - 6 eos / 


28. Hallar una ecuación vectorial rlr* u .. .... 

2 i -> 3 cu , a 4 lie se obtiene al mtersecar la eslent 

^ + y z~ — 2 con el paraboloide z— v 2 + v 2 n , . ¡ i\ 

Y X i y . ft pía r ,= ^ C()S ^ sen ^ 1). 




2». B obliOTC ,1 lima» 1. 




>^2cos r 2sen /, 1 -V~2 


Malkir una ecuación j p , 

paraboloidez = Sv 2 *!* 2 ™ , ... 3 curva ^ ue se obtiene al intersecar el 

> c °n el cilindro parabólico z = 9 - r 2 

















DERIVADAS 


Procedemos en la misma ¡or 


ma como se definió la derivada para funciones reales. 


DEFINICION 


La dei ivada de la función vectorial 

determinada por el límite 



es la función vectorial 



t 


**'(0 - Lim 

f —>0 


r(/ + h) - r(Q 
h 



y cuyo dominio es el conjunto formado por todos los t en los 
cuales el límite anterior existe. 

La función r(/) es derivable en i si el límite (1) existe. 

Para representar a la derivada de la función vectorial r se usan las siguientes 
notaciones: 

d clt 

r (0 L — » r’(0» **\ D,r, D,[r(D] 


El siguiente teorema nos da un método práctico para calcular la derivada de una 
función vectorial. 


TEOREMA. 2.1 


La función vectorial r(/) - (/{/), g{t\ /?(/)) es derivable en t si y 
sólo si las f g y h son derivables en /, en cuyo caso se tiene: 


Demostración 





_ . r(/ 4- A/)-r(/) 

Lim-- — 

A/-+0 / 


= í L im 

Aa->0 


/(/ + A/) - / (/) 
Ai 


Lim 

Af >0 


g(t + &l)-gU) 

Ai 


L im 

a t ->o 


M/ + A/)-(Q 
A t 


= (fV), g V), h'(t)) 


I ejemplo 1. 


í fallar los valores de i para los cuales la siguiente función vectorial 
es derivable 



r(0 = < I / 











































función/(/) = I / 



- (¡ / i. d, 3r) es dcrivable en todo real / ^ 0. En otras palabras, e! dominio Pe 


función derivada 



funciones 


función 



Hallar la función derivada de la función vectorial 


v(í) = ( e 2 \ t sen 3/, In (r + I i) 


Solución 


De acuerdo al teorema anterior tenemos: 


’f) = 


d r 


dt 


it 


d r 1 d 

U sen 3?j, 


dt 


dt 


ln( 


r +1 


= í -2c" 2í , 3/ eos 3l + sen 3/, — 


2í 


r +1 


INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA 


Sea C la curva descrita por la 
vectorial r(/). Supongamos que 

derivable y que r'í/) ^0. 




función 
r(/) es 


Sean P y g los puntos cuyos vectores de 
posición son r(/) y ¡-(í + h) 

respectivamente. El vector r( t + h) - r(/) 
está representado por PQ . 


1 


El vector - [r(r + /,) - r (í)] es paralelo al 


vector r(i + h) - r(t). 




Cuando h 


1 


X 



ó ^ ^ se a P rox ima a un vector que está en la recta 


angente & 1.a curva en el nnntA p ir * 

.— — e icsultado justifica la siguiente definición. 


DEFINICION 


* Si i* ese. 


Punto cuyas coordenadas son , " VeCt0rÍal r ' Si P eS e ! 

existe m V es distinto de ceroTXncT “ "" * 





r A r'(í) se le llama vector tan™ . , 

, »I,ente a la curva C en el punto P 

*.»A la rect a L 




r '(') MfciSSSfJ el pun, ° p y es paralela al vedo 

• I. sur.. c en el pumo F. 
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EJEMPLO 3. | Hallar la recta tangente a la curva determinada por la función 

vectorial r(r) = (2cos /, 2scn t,e 6 ‘) en el punto P-{J 3,1,/). 

Solución 

El punto P =( V3, 1, e n ) corresponde al vector r( 7 t/ 6 ). En efecto: 

r(ít/6) = ( 2 cos 7t/6, 2 sen jc/ 6, e 6 * 6 ) = <2 (/ 2 ), 2 { 1/2), e rt ) = ( ^3 , 1. e* ). 

Por otro lado, tenemos que r 1 ( í ) = {-2sen /, 2cos r, 6e 6í ). 

De donde, r'(;r/ 6 ) = (-2sen ( 7 t/ 6 ), 2eos (rc/ 6 ), e'‘~' G} ) = (- 1 , / 3 , óe*). 

La recta tangente buscada, en términos de ecuaciones paramétricas es: 

.Y = y[H - / 


L: ^ 


v — 1 + \ 3 t 
2 = e* + óe 11 / 


, - X < í < X 


TEOREMA 2.2 


Reglas de derivación 

Sean u y v funciones vectoriales derivables. t un escalar y 
/' una función de valores reales. Entonces 

1. — [ u(0± v(/)] =u'(0± '"(/)] 
dt 


2 . — [ cw(r)] = c« r (0 

dt 

3. — [ /C0u(0] = /'(f)u(f) + //)u'(í) 

4 . r u (/) • v(/)] = U \t) * y(t) + U (/1 * Y'(t) 
dt 

S — í u(/) x v(r)l = u'(/) x v(/) + u(0 x 1/(0 

dt 

6. fL [ u(/(/))] - nO u '(/W) ( re S la de la cadena) 

dt 

Demostración 

Todas estas fórmulas son fáciles de probar. Como muestra probaiemos la 5. 
La prueba de las otras queda como ejercicios para el lector. 



[ u(f) x v(0l = Lim 

dt /i->o 


u(/ + h) x v(t + h) ~ n(/) x 

JT 


nll + h) x v(/ + h) - u (O X v (/ + /Q + u(/)xv(r + / l )-u(/)xv(f) 

= Lim-- 

/»->o n 


















Lnn 

h ►O 


U(Tf ff) 

h 


u(t) i 

— x Lim 

h- *0 


*u'í/) * v(0 + u(0 y v# (ri 



TEOREMaU] Si rU) es dcrivable y (] r(/) 


es constante, entonces 


r’(0 y r(/) son ortogonales, i /- 


Demostración 


r(/) ■ r(0* Luego, si ¡ rfO || r * entonces ¡| r (0 


Sabemos que | r(/) 
y, por tanto, r(/) • r{/) = c 

Derivando la última igualdad y considerando la regla 4 del teorema anterior: 


— [ r(7) * r(/)] 
di 



r*(/ • r(/) + r(/)• r*(/) = 0 => 2r f (/) • r(n - 0 

r f (/) * r(/) = 0 


En consecuencia, r'(r) y r(/) son ortogonales. 


INTEGRALES VECTORIALES 


DEFINICION 


Sea •(/) - ( /(/), g(/), h(¡)) una ¡unción vectorial donde ú g y h 
son funciones continuas en el intervalo fa, b]. 


h La integral indefinida de r(/) es la función vectorial: 



2. La integral definida de r(í) en el intervalo [o. b) es el vector 



r (t)dt = 


ü 




J(t)dt, | g(t)dt. 



h(t)dt 


Diremos que la función vectorial j>/a Ae . 

*W ri R’(/) = r( „ Jl R(,) es una antiderivada de la función vectorial 


del 


' ( akul.» también se y eI Se gundo Teorema Fundamental 

t n P arj 'unciones vectoriales 









































TEOREMA 2.4 


í i imer Teorema Fundamental del Cálculo 

Si r: [a, b ] R 3 es continua, entonces 


A I - r(/) 

* a 

Demostración 


Sea r(/) { f U)* g(t), h{t)¡. Aplicando el primer teorema fundamental del 

Cálculo a las funciones componentes, que son funciones reales de variable real, 
tenemos: 





/(w)í/w, D 



gUi)du, D t 




= {fUl gU), h{tj) =r(/) 


TEOREMA 2.5 Segundo Teorema Fundamental del Cálculo 


Si r: [ív, b ] — > W es continua y si R(/) es una antiderivada de 
r(0, entonces 



R (b) - R(íí) 


Demostración 

Seguir los mismos pasos de la demostración anterior. 


EJEMPLO 4* 


Hallar: 






o 


/ ^ r\ , 

(sen/, 2/, Wr 


Solución 




sen t 9 2r 2 , e' 





(sen /, 2/, 
o x 



/-eos /, r. 




o 























PROBLEMAS RESUELTOS 2.2 



: vi/) = (i. 3. r -2 


C\\ u(/) = (ef t 3coS/, /-A y Ct 

a. Hallar el punto de intersección de las curvas. 

b. i lallar la medida del ángulo entre las curvas en el punto de 

intersección. 


Solución 


a. Sea P el punto de intersección. Tenemos P e C\ f] C 


Z 5 e C] => Existe t\ tal que P= u(/,) 

e í] , 3 eos /,, /, 

-■) 

P € C’t Existe ¡2 tal que P = v(/ 2 ) ~(^ 

¡2 1 3, /i ~ 2 ^ 


Luego, 



(e\3cos<„ /,-]) = (,,, 3 , t \ - 2 ) => . 

f i 

e ~h 

3 eos /| = 3 

( 1 ) 

( 2 ) 

Tomando la ecuación (3) tenemos' 

/|-l =/ 2 2 -2 

W * 

(3) 

3 eos /| — 3 eos /, — i —> 

h - eos '*( 1 ) 



Las curvas se intersecan en el punto 

P= u(0) = v(|) = ( i ) 3_,) 

b. Si 6 es el ángulo fonnado por estas e nn i i 

es el ángulo formado por los vector^, C PUnt0 ^ 3, -1), entonces 6 

por ios vectores tangentes u' (0) y v ’ (1) . Pero 






u(/ ) (e, -3senr, l) => a'(0) = (|,o, 1 > 
V( ')- % 0, 2/) => v’(l) = (1,0,2) 
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De acuerdo al corolario del teorema 1.5 del capitulo anterior 


se tiene 


eos 


g - u ’(°) • v '0> _( ^ 0.1 > • { I, 0, 2 > 


u'(0) 


! + 2 



( ^ °» 1 ) I I { i, 0, 2 ) | Jlo 


9 = eos ‘(3//10) = 18,435°= i8°26* 6” 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.2 


En ios problemas del 1 al 4, hallar r' (7) y r”(t) 


1. r(/) = (^t\ 5-4 /, sen t\ 


Rpta. r* (0=(3r,- ~,cost). r ''{t)= Ut, 1 


\ 


277 


2. r(r) = (tan -1 /, In(2+3r), l 2 \ 


4/7’ 


sen t 


r T (/) = 


1 + r 2+3/ 


2/ . r"(/) = - 


2 / 


(i« ¡ ) 


7 ^ 


(2+3/) 


3. r(/;= ^tan */ 2 , ínyfl, cosh'7) 


Rpta. r' (/) = 


2 / 1 


. r"(/) = 


1+/ 4 ’ 2/‘ /7S 


2 - 6 / 


! 


/ 


1/ 


7 * i 

(l + / 4 )- 2r 


4. r(/) - (senh 3/, sen -1 /, e 2/ \ 




i 


/ 7 


r' (/) = { 3cos!i3/, 


2e 11 ). r"(/)= ( 9senh3r, 


7 I -/ 2 ’ 


|,-r) 


3 2 


, 4<2 


- 2 / 


5. Sea u(/) = /~/ 2 , /, 2/) y v(/) = (eos /, sen /. /). Hallar — [u(/) 

' ' dt l 




. rsen / - / eos / + sen / + 4/ 


d 


6. Sea u(/) =(-/-, /, 2/y y v(/)-(cos /, sen/, /). Hallar —-[u(/) x v(/)] en t -n 


Rpta. (4/r, 3/r - 2, n 1 + 1) 
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7. Sea u(0=(-' 2 -'’ 2 '}' 1Ia,lar 


d 

dí 


u(0 


Rpta. 


2/ 3 + 5t 
\J / 4 +5í 2 



8. Sea v(f) = < eos I, sen /, /) y <*/> = e' J '. Hallar: a. ^W))] b - ^«v(0] 




Apta. a. -le 2t (-sen e 2/ , eos e~ 2 \ 1) 


b. -2t r2 '{cos /, sen /, /) + e 2/ {-sen /, eos t, 1) 

En los problemas 9 y 10, hallar las ecuaciones paramétricas dé la recta 
tangente ala curva dada en el punto P 0 correspondiente al valor de h indicado. 

q = ¡A-t 2 , sen /, / + cos to = 0. Rpta. x - 1, y - U 1 

10. r(/) = (t sen t, t , t eos t) , h = n¡2. Rpta. x = 7 t¡2 + t, y = rr¡2 +1, z = -{n! 2)/ 

11. Sean las cundes: u(/) = ^2-f, r, 1//^, v 



= (<?', e , eos/). 


Estas curvas se intersecan en un punto. Hallar este punto. 


b. Hallar el ángulo que forman estas curvas en punto de intersección. 

Rpta. a. P = (1,1, 1) b. #= cos~'( 3/-/30 ) = 56,79° 

12. Sean las curves: u(/) = (sen I, 2cos t, 3sen / - l) , v(/'i = (eos I, tan /. eos /) 

a. Estas curvas se intersecan en un punto. Hallar este punto. 

b. Hallar el ángulo que fonnan estas curvas en punto de inters ección . 

Rpta. a. P = (1/2, -Jl>, 1/2) b. 0=cos''(-14/V 17x35 ) = 125 

Probar que la recta tangente en cualquier punto de la hélice 

rft) - (a eos ai, a sen at, hat ), a > 0 


13. 


forma con el eje Z un ángulo constante O - eos 


-i 




hi 


\f~ci 


+ h 


\ 


En los problemas del 14 al 16, calcular la integral dada. 


m íllH 

14. 

J 0 

(sen t , tan t, 1 - eos /) dt Rpta. (i 

;2-V2)/ 2 .h V2, (*-2j2)f4) 

h;< 

te ~ 2t , /, 2//(14- 1 2 )\ dt 

Rpta. (i 1 - 3<f 2 ) /4. 1/2. ln 2; 

,6 - ij( 


Rpta , ¿ln2, 2/2-1, ;r/4^ 







































LONGITUD DE ARCO 

En la sección 6.3 de nuestro texto de Cálculo Integral, se dedujo C|ue la longitud de 
una curva paramctrica plana C : . a < / < A donde f y ,r son (unciones 

y = gd ) 

con derivadas continuas, /' y g' no se anulan simultáneamente y C es trazada 
exactamente una vez cuando / crece desde o hasta />, esta dada por la fórmula 


!. 


ifV )) +(¿ r '(/)) : dt 


U 


Í\í¡ 

'dx 

( dy) 

I tí V 

{ dt y 

V dt) 


dt 


(1) 


Estos resultados se generalizan fácilmente a curvas param 


tridimensional. 


¿tricas en el espacio 


fi t ) 


Consideremos una curva paramétrica en el espacio. C. 


í y - g{t) , a < / < h . La 
z — hit) 


longitud de esta curva está dada por: 




(/'(/))* +(gV))~ +h'(t) dt 


a 


í \\ i 

( dx ^ 

¡ dy Y ; 
+ - +1 

dz i 

L V 1 

dt J 

\dt) { 

dt j 


di (2) 


Estos resultados presentados en (1) y (2) las podemos unificar expresando las 
curvas paramétricas en términos de sus ecuaciones vectoriales. 

La ecuación vectorial de la curva paramétrica plana es rín pin, gU)} 


tenemos que r' (/) 


(./ V)) + (# '(t)) * 


La ecuación vectorial de una cuna paramétrica en el espacio tridimensional es 


*0 = (Rt), g(t), h(t)) y I !•'(/) 


(/’(/))" +(gV))'+(A’(or • 


La igualdad (1) y la igualdad (2) se sintetizan en la siguiente igualdad 


L = 



r V) dt 


ít 


Formalicemos este resultado. 
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La curva C: r : [a, b] 


R 


n 


es suave si la derivada r * 
continua en [a, b] y r'(0 * 0, V / en el intervalo abierto (a, 


Ahora ya estamos listos para presentar el teorema que nos proporciona la fórmula 
para calcular la longitud de una curva en R n , donde n = 2 o n = 3. 



TEOREMA 2.8 Longitud de arco de una curva suave 


Si C : r(/), a < i < b es una curva suave y C es trazada 
exactamente una vez cuando / crece desde a hasta /?, entonces su 
longitud es 


L - 


r'(/) di 


ü 



Hallar la longitud del arco de i a hélice circular 

C : r(/) = (a eos t, a sen t, b t) 9 0 < / < 2/r 


Solución 


Tenemos que 


rt</) =(-a sen /, a eos /, b) y 


r'(0 


= yj (-£7 sen ~ff +(c/ eos/)' 1 ' ~+b 2 = 7 £/ 2 + ~b 


Luego, 


2>t 


f l!r ^la 2 +b 2 

J o 


L = 


r'(/) di = 


2 di — 2jtV 


REPARAMETRIZACION 



Sea C: r: [a, /?] —> R" una curva parametrizada y 


h ; [c, ¿/] —> [¿7, ó] 

una función biyectiva, t i i ferenciable tal que 
AV)fO, V/e(c,¿). 


A la función compuesta 


p= ro^: je, c/]—> R" 


c 


P(0 “ r(/?(/)) 

se le llama una reparametrización 


de la curva C; r: [o, />]-»R n 


Aplicando la regla de cadena obtenemos 


que 













































Cap. 2 Funciones Vectoriales 


113 


p(t) = r(h(t)) => p'it = r'(/?(/))/?' /). 

Esto dice que la velocidad de p es igual a la velocidad de r multiplicada por el 
escalar /)'(/)* Aún más: 

1. Si h*{t)> 0. o sea si h es creciente, entonces p 

avanzan en la misma dirección que r y se dice 
que p preserva la orientación. En este caso 
tenemos que 

h(c) = a y h(d) = b 

2, Si h '(/ )< 0, o sea si h es decreciente, entonces 

p avanzan en dirección opuesta a la de r y se 
dice que p invierte la orientación. En este caso 
tenemos que 

h(c) - b y h(d) = a 

Sea C: r: [0, 2 /t]—> IR 2 la circunferencia r(/) = (eos t . sen t) 

1. Sea (p : [0, l]—> [0,2;r], y(u)=2mi 
Entonces p(u) = r(tp(//)) = (eos 2 nu ,sen lita) es una 

reparameírización de C : r(7) = (eos /, sen (). 

Como h'{n) = 2n > 0, esta reparameírización mantiene la 

orientación de C : r: [0, 2/r]—>• R“ 

2. Sea h: [ü, l] -> [0,2/r], h{u) = 2;r(l-«) 

Entonces p(«) = r(q>(//)) = (eos 2/r(l- u) y sen 2zr(l- «)) es 

una reparameírización de C: v(í) - (eos /, sen i). 

Como h'(ii)- -2n < 0, esta reparametrización invierte la 
orientación, de C: r: [0, 2/r]—> R" 


EJEMPLO 2. 




h decreciente 


LA FUNCION LONGITUD DE ARCO 

A continuación introducimos la función longitud de arco de una cun a. Esta 
función nos permitirá una nueva reparametrización de la curva, la cual será de gran 
utilidad más adelante. 

Diremos que una curva es suave por partes si es unión imita de curvas suaves. 
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DEFINICION. 


Sen C : r(/), a<t<b una curva suave por partes de longitd ¿ 
Se llama función longitud de arco de la curva C a la función 


s{t) 



r'(u) du 


s(/) es la longitud del arco entre los puntos P Q y 
P , que son los puntos terminales de kr) y rk). 



EJEMPLO 371 Hallar la función longitud de arco de la siguiente hélice 


C : r(0 = (eos t, sen f, /), 0 < t < 2/r. 


Solución 

Tenemos que; 


r'(/) = (- sen /, eos /, l) y || r r (/) || = yj (-sen / P +(cos/)“ + I 2 = yfl 

y la longitud de esta parte de la hélice, según el ejemplo 1, es L — 2/rV~2 
Ahora, para t e [0, 2/r] tenemos 

s(f) = f || r'(«) || du = f yf 1 ! du = y¡~2 t 

Jo Jo 

Luego, la función longitud de arco de esta porción de hélice es 

5 : [0, 2/r] —> [0, 2/rV~2 ] 

S(0= -Í2 i 





REPARAMETRIZACION POR LONGITUD DE ARCO 

muv'rpJr^ m j C *' aS r ®P ararnetr > z ® c ipnes de una curva contamos con una que está 
proniedades1mnnrt° n > 3S aaraclenst ‘ cas geométricas de la curva y además, posee 
obtiene ^ '° n8ÍtUd * 13 « 

: f j h ; r # \fj a1 v jan 

arco se siguen lo's siguientes pisos™ ^ ^ reparametrizarla P or lo "S itud de i 
PaS ° 1 HalIar la funtló n 'ongitud de arco de la curva: i 


arco. 


í: &*■ *]-> [0, ¿], s(0 = 


/ 


t*'(w) du 
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l’aso 2. Hallar la función inversa de la función longitud de arco: 


h 


- s 


'• [Oí L] —> [ a , b\ 


La reparametrización por longitud de arco de la curva C: r: [a. /?]—> ¡R n es 

C : p = ro /;; [0, ¿] -»R n 


EJEMPLO 4. J Reparametrización por longitud de arco de la circunferencia 


Solución 


C:v{t)~(a eos /, a sen /), a > 0, 0 < t < 2 ~ 


Paso 1. Hallamos la función longitud de arco s(n: 


r'(í) = { a sen -a eos /) y II r'(/) 


y¡ (a eos /)" +(-¿? sen r) 2 = 


a 


Si [0, 2;r]— > [0, 2na\ s(t) = 
Esto es, s(f) = at 


o 


r'(u) da = I a du = at 

1 o 


Paso 2. I tallamos la función inversa de la longitud de arco 

h =s~ { : [ 0 , 2 /™] [ 0 , 2 tt\ 


Sea s= s(t). Entonces s =at. Despejando t tenemos t = — 

a 


s 


Luego, / = h(s j = — y la reparametrización buscada es 

a 


C : p(s) — v(h> s \) 


s s , 

a eos —, a sen — ), 0 < .v < 2na 
a a ¡ 


\ 


EJEMPLO 5. | Reparametrización por longitud de arco de la hélice 

C : r(7) = ( eos /, sen /, /), 0 < t < 2n 

Solución 

Paso 1. En el ejemplo 3 se halló que la función longitud de arco de esta hélice es 

j : [0, 2x] -> [0, 2/rV~2 ], .v(r) = V~2 t 


Paso 2. Sea s = s(/). Entonces .v = \Í2 l. Despejando l tenemos / 




V 



Luego ,t “ 



s 


J~2 


y la reparametrización buscada es 


s s s 

C : p(.vj = r(//(.v)) = ( eos -^=, sen ’ ~¡ r ^¡ ^ ^ - s - 








































OREMA 2.9 Propiedades de la parametrización por longitud de arco 


1. Si C : r: | a, /?]—> M n es una curva suave y si / es un parámetro 
general y s es el parámetro de longitud de arco, entonces 


ds 

dt 


dr 

dt 


r'(/) 



2. Sea C : r: [0, £]—una curva suave. Si s es el parámetro de 
longitud de arco, entonces el vector r'(si es unitario. Esto es, 


dr 

ds 


r’(.s) = 1 


3. La proposición recíproca de esta segunda parte también se 
cumple. 


Demostración 


1. Sigue inmediatamente de aplicar el primer teorema fundamental del cálculo a 


s(t) 



í 


r'(n) du 


o 


2. En la íórmula de la arte 1 derivando respecto a la variable s, tenemos; 


1 = 


ds 

ds 


dr 


m-l/ V 


dr 



ds 


r (.v) 

=> 

ds 


r\s) 


= i 


3. Ver el problema resuelto 1. 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.3 


Solución 

Tenemos que: 


Sea r(/> una curva tal aue rVnll- i w n , 

UM lMm - j® I r (O | - 1, V /. Probar que para 

SST l d0 7 ni ° * «' parámetro .1 


/ 


s ~ 


I r '(«) J du = 


/ 


I du = t - t 


o 


/, 
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PROBLEMA 2. j Reparametrizar por longitud de arco a la curva 


Solución 


C: r(/) = { é eos /, é sen /, 2e f ), i > 0 


Paso 1. Hallamos la función longitud de arco: 


/2 


= e' (eos t - sen /, sen / + eos /), ) 


r' (/) 


-Je 


21 


\ ■ 2 

(eos t - sen /} + (eos t + sen /) + 2 


= 2é 


s — s(t) 


r'(u) du = ( 2 e u du = 2( e‘ - 1) 

o Jo 

Como / > 0, entonces s = 2( é - l) > 0 


Luego,, s = 2( é - 1), s > 0 

Paso 2.1 lallamos la función inversa de la función longitud de arco: 


5 = 2{e l - i) 


; — -ti 

e — — + 1 

9 


/ = h(s) — ln( 1 + s/ 2 ) 


La reparametrización por longitud de arco es: 

C: p(J = r(/ 7 ( 5 )) = { e /,(t) eos e /,(í) sen h(s\ 2e /,{5) ) 


( 


_ ^ e ln(I+í / 2) cos ^| n (1 + .y / 2)), 


«W ,+ * /2 > sen (ln (l + s/2)), Jle ]n[]+S 2) 


p(5) 


s \ f 
cos ln ! + 


I + — 

2 , 


\\ / ( f ~W 






/ 


y 


i s 

1 + — 

V 2 y 


sen 


ln 


V 


. 9 
i+— 


\ 


2/y 


.VI 


1 +- 
2 y 


, s > 0 


PROBLEMA 3 


Hallar el punto de la hélice r(/) = (5 cos /, 5 sen /, 12/) que está 
a ,-na distancia de 26^ a lo largo de la curva desde el punto 
P ( = (5^ o f 0), en la dirección en que crece la longitud de arco. 


Solución 


Reparametri zainos la curva por longitud de arco. 

r*(/) = (-5 sen /, 5 cos /, 12) y 


r’(/) || = ^(-5 sen /)" + (5eos/) +12" 13 

EL punto P„ = (5,0, 0) corresponde a 1 = 0. Luego. 






































1 


s 


o 



r v„) I </„ = 13 él = 13/ y, por tanto 


f= 


13 


l.a reparametrización de esta hélice por longitud de arco es 

/ s s 12 

r(s) = (5 eos 5 sen —- — s 


13 


13 13 


El punto que buscamos es 


2 Ó 7 T 26 n 12 

r(26/r) = (5 eos -—. 5 sen-, —(26a-) 


13 


13 13 


= (5,0, 24a) 



PROBLEMAS PROPUESTOS 2.3 



En los problemas del I al 12, hallar la longitud de la curva dada en el intervalo 
indicado. 


Rpía. 1=19 
Rpta. 1 = 21 


7t + 


. L =—V ;r 2 + 2 + In 


/?/;/£/. ¿ = 39 


\Z~tt 


/I 


1. r(/)= (l, 3/ : , r’), 0 < í <\Ts 

2. r(í)= (2/ 3 /3, /, r), 0 < r<3 

3. r(/) = {/sen /, /eos /, /), 0</<n: 

4. r(/) = (5 eos /, 1 + 5 sen /, 12/), 0 < / < 3 

5. r(/) = {a eos /, a sen /, bt), 0 < / < 2;r 

6. r{/j = /sen / -/eos/, eos /+ / sen /, V~2 tj, 0 < / /?/>/#• L = ittI 2 

7. r(/)={/cos/, / sen /, /), 0 < / < ;r 

Rpta. L — — yj tz~ +2 + ln|^ + j — In V^2 ~ 6,95 


Rpto 


. L = 2/r y¡ a 2 + b 


8. r(0 = 1 +<?', t ), 0 < / < 1 

9. r(/) = (cosh /, senh /, /), 0 < / < 1 

10. r(/)= (/, sen" 1 /, — ln-—■0 </< 1/2 

4 1 + / 

11. r(t) = eos /, e sen /, e'}, - ln 2 < / < 0 

# 

12. rf/) =^5c jí eos/, 5<?'sen/, 5%/~2<?'^, ()</<! 


tf/?/£7. t' + fc' 

B V2 
/?/;/£/. - 


-i _ 7 


(e - e~ i 


1 1 . , 

/?/?/£*. — + — ln 3 

2 *-!■ 



n 


2 


Rpta . L - 10(e - 
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\ 


En los problemas ilel IS al 17, parametrizar la curva dada por longitud de arco , 
tomando como punto de referencia el punto donde /„ = 0 

Rpfa p(,v) - (s. \¡ 2 - s) 


13. r(í) = (1 - e', e') 

14. r(í) = {l + 2 /, 4 - 3 + 2 /) 




\ 


2 \ 2 

Rpta pí.v) - (I + -s. 4 — s , 3+ - s 

\ 3 3 3 


1 3 

15. r(/) = (l + 2/, -2 + 2(, 5+f 3/), Rpta. p(s) (l + -.v, -2 + -s,5± — s 

. _ 4 4 


16. r(0 = { a eos t. a sen t. h i) 


Rpta. p (.v) - (a eos 


s 


bs 


\l a 2 +b 2 


. a sen 


yj a 2 + A 2 yj a 2 +b 2 


/ ^ \ 

17. r (t) = í3 sen t -3/eos/, 3 eos t + 3 1 sen /, 2 r ), 0 <t < x 


Rpta. p(.v) 


^3 sciW 2s 5 — 3\/ Zv/5 cosV 2.V/5, 3eosV 2.v ,, 5 + 3V 2.v ; 5 sen v 2í 5. 

18. Hallar el punto en la hélice C : r(() = (4 eos /. 4 sen /. 3/) que está a una 

distancia de 10,7 a lo largo de curva, desde el punto P 0 = (4, 0, 0) en la dirección 
en que crece la longitud de arco. Rpta. (4, 0. 6,z) 

19. Hallar el punto en la hélice C : r(/) = (15 eos t, 15 sen t, Sf) que está a una 

distancia de 34,7 a lo largo de curva, desde el punto P 0 = (15,0, 0) en la dirección 
opuesta a la que crece la longitud de arco. Rpta. (15. 0, 1 6tt) 





LlJjf 




Sea C : r: [í/, b\ —>R" una curva suave. El vector derivada r (/) es diterente de 
cero, es tangente a C y apunta en la el parámetro t crece. 



Sea C : r : [a, ¿]->-R n una curva suave. Se llama vector 
tangente unitario a esta curva en i al vector: 


T(/) = 


rV) 


r\t) 


(i) 































Cap. 2 Funciones Vcciiiriaid 


120 



OBSERVA 



inicien anterior, la curva está parametrizada p 0r 

11= 1, se tiene 


L-Z-- 


si en la definición 

longitud de arco, considerando que 

T(s) = r'(í) 


( 2 ) 


i * e^a i ^ T'(/) es ortogonal a T(/), Este 

i V /, por el teorema ^ 


¿Z. SíLi '' TO y ""*" 11 

misma dirección que T*(/). 

Sea C : r: [a, b]->U n una curva suave tal que rV) es también 

- suave. Se llama vector normal principal unitario en t, o 

simplemente, vector normal unitario, al vecto. 


T'(M 

N(0 = —— 


T’(0 


(3) 


OBSERVACION. 


Si en la definición anterior, la curva está parametrizada por 
longitud de arco, considerando que T(s) = r'(s), se tiene 

r"(.s) 

N(j) = 


r"(s) 


(4) 


DEFINICION^ Vector Binormai en el espacio tridimensional. 

Sea C : r: [a, b]— > R 3 una curva suave tal que r'(f) es también 

suave. Se llama vector binormai a C en l al vector 

B(r) = T(<) x N(r) 

De acuerdo a las propiedades del producto vectorial (teorema 1.9), ell vector B(t) 
es ortogonal tanto a T(t) como a N(/) y se orienta, con relación a T(i) > 
siguiendo la regla de la mano derecha. 

B(/) es unitario. En efecto, aplicando el teorema 1.11 tenemos: 


B(<) 


T(/)xN(/) 


T(ñ II | N(/) 


sen — = (l)(l 1(1) - 1 
*) 


En el punto correspondiente a r(/) en la curva C, los vectores 
T(/), N(/) y B(/) conforman un trío de vectores unitarios y 
mutuamente ortogonales. Estos dan lugar a un sistema de 
coordenadas llamado sistema de referencia TNB o sistema de 
referencia de Frenet-Serret de la curva C. 

Los vectores T(/), N(/) y B(0 juegan en el punto de la curva 
correspondiente a r(ó un papel similar al que juega la tríada i, j y 
k en el origen del espacio tridimensional. Esta última tríada 
permace fija, en cambio los vectores T(/), N(/) y B(/) conforman 
una tríada móvil que se mueve a lo largo de la curva. 
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EJEMPLO l.| Hallar la tríada móvil T(r), N(i) y B(/) de hélice: 


Solución 


r (0 - (2 eos /, 2 sen t , i) 


a 


. v'{í) = (-2 sen í, 2 eos l) 


T (!) 


=rs 

_ r'(/) _ (-2 sen/, 2 eos/, I) 


r í t ) - v 4 sen 2 /+ 4 eos 2 / +1 


r'(/) 


/I 


\Ts 


(-2 sen /, 2 eos t, I) 


b. T’(/) = -4j (-2 eos /, -2 sen /, 0), [| T'(/) " * 1 


r- v4eos 2 ~t + 4 sen 2 / + O 2 = 

V5 /I 


N(7) = 


T'(/) 


j=z{-2 eos/, -2sen/, 0) 


T'(0 


2/V~5 


- - {- eos /, - sen /, 0) 


c. B(7) = T{7) x N(/) 


i 


4~s 


sen / 


rs 


j 


eos 1 


-eos / 


-sen i 


1 

/I 

0 




(sen /, -eos /, 2) 


PLANO NORMAL, PLANO OSCULADOR Y PLANO RECTIFICADOR 


Sea C : r: [a, b]~ >R‘ una curva con triada móvil T(/), N{/) y B{7). Sea 
P ~ (Xo, yo, zo) un punto de la cun a C tal que r(/ 0 ) “ (x () , y () , z 0 ). 


1. Se llama plano osculador de C en el punto P ai plano que pasa por P y es 
paralelo a los vectores T(7o) y N(/„). Este plano tiene por ecuación: 




-- 

B(/ 0 ) • [(*, y, z) - (x 0 , y 0 , Zo)] = 0 


La palabra osculador se deriva de la palabra 
latina osculum, que significa “beso”. Con este 
nombre se busca indicar que entre todos los 
planos que pasan por el punto P, el plano 
osculador es el que contiene la mayor parte de 
la curva cercana P. Si la curva es plana, toda 
ella está contenida en este plano. 



2* Se llama plano normal de C en el punto P al plano que pasa por P y es 

paralelo a los vectores N(/ 0 ) y B(/ 0 ). Este plano tiene por ecuación: 

'— - 1 

T(t«) * [(*, y, z) - (*o. Vo, Zo)] - o 
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3. Se llama plano rectificador de C en el punto P al plano que pasa por p v 
es paralelo a los vectores T(/ 0 ) y B(> 0 ). Este plano tiene por ecuación: * 


N(to) * [(x, v, z) - (x {h y 0 , z 0 )] = 0 



f íallar las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificador 


de la hélice del ejemplo anterior, r(/) = (2 eos /, 2 sen /, /), en el 


punto P ~ (0, 2, Ttil) - r(7t/2) 


Solución 


1. Plano osculador 


1 


Por el ejemplo anterior, sabemos que B(/) —=(sen t , -eos /, 2). Luego. 


Js 


i 


B(/t 2) = -=(1,0,2) y el plano osculador es 


/5 


1 


Sí 


(l, 0, 2) • [(*,y. r) - (0,2, ni 2)] =0 


x + 2z — k — 0 


2. Píant) normal 


Sabemos, por el ejemplo anterior, que T(/) = 


1 


Js 


(-2 sen /, 2 eos t, l). Luego. 


1 


Tf/T ; 2) —■== (-2, 0,1) y el plano normal es 




fs 


1 


(-2, 0, 1) • [(x, y, z) - (0, 2, 7t¡2 )] = 0 


4x -2 z + n = 0 




3. Plano rectificador. 


Sabemos, por el ejemplo anterior, que N(/) = (- eos /. - sen /, 0). Luego, 
N(/r/2) = (0, -1,0) y el plano rectificador es 


< 0 , - 1 , 0 ) 




>• N(/) = B(í) x 


2. T(r) = N(/) x B(/) 
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Solución 

1» Por definición de la binormal, sabemos que B(/) = Tí/) x N(/). Multiplicamos 

\ cciori;i 1 memo esta igualdad por T(/) y aplicamos las propiedades 1 y 6 del 
teorema 1.10: 

B</) x T(f) = [T(7) x N(/)] x T(/) = -T(/) x [T(í) x N(/)] 

= -[(T(/). N(0)T(/)-(T(/). T(0)N(/)] 

= - 0 T(/) + 1 N(0 = N(t) 

2. Procedemos como en el caso anterior. A la igualdad I. N(/) - BU)» T(/). la 
multiplicamos por B(/; y aplicamos ¡as propiedades 1 y 6 del teorema 1.10: 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.4 


En los problemas del l al S f hallar la tríada móvil T(>), N(» y B(7) de la curva 
dada para el valor de t indicado. 

1. r(t) = {tf, 2/), /=1 

Rpta. T(l)=i<l,2,2>, N( 1) = — 7 =(-2. 5,-4), B(l) = -L<-2, 0, 1) 

3 3 V 5 V 5 

2. r(t) - {e ¡ eos t, e' sen t. e% t = 0 

Rpla.T(0)= 4=(1. U), N(0)=-tt(-1.1.°>> B(0)= 2) 


73 

3. r(r) = {cosh t , sen h t. /), / = tn 2 

1 


¿2 


\f~6 


Rpta. T(ln2) = 


¡-= (3, 5,4), N(ln2) =4 <4, 0.-3>, B(ln2) =-4=<-3, 5, -4) 
5yf 2 5 5V 2 


En los problemas del 4 al 6, hallar: a. El plano osculador. b. El plano normal 
c. El plano rectificador , de la curva dada en el punto correspondiente al valor de 
t indicado. 


4. r (t) = {/, r, 2/), t = 1 (curva del problema 1) 

Rpta. a. 2x ~ r = 0 b. .y + 2 y + 2z - 7 = 0 c. 2x - 5y + 4z - 5 = 0 

5. r(/) = {é eos /, é sen t, e*), t = 0 (curva del problema 2) 

Rpta. a. a* + y - 2z + 1 = 0 b. x+ y + z -2 = 0 c. x'- y - 1 = 0 

6 - r(0 = (cosh t , sen li t , /), t = lnX (curva del problema 3) 

Rpta. a. 3 a -5 y + 4z - 4 ln 2 = 0 b. 6 a + 1 Qy +8 z - 15 -t 8 In 2 = 0 

Ér 

c, 4x — 3z — 5 + 3 ln 2 = 11 
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CURVATURA 



Sea C una curva suave parametrizado por longitud de arco, y T 
su vector tangente unitario. La curvatura de C es la función: 


*¡>) = 


JT 

ds 


r "(s) 


La letra k es la letra griega kappa. La curvatura mide la flexión de la curva. 
Mostraremos que una recta, curva que no se flexiona, tiene curvatura 0 y que la 
curvatura de circunferencia es igual al inverso de su radio, lo que significa que a 
menor radio mayor curvatura. 

EJEMPLO 1. 1 Probar que una Circunferencia de radio a tiene curvatura constante 

i 


igual al recíproco del radio. Esto es fds) 


a 


Solución 


Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que el centro de la circunferencia 
está en el origen de coordenadas. De acuerdo al ejemplo 3 de la sección anterior, la 
ecuación de esta circunferencia, parametrizada por longitud de arco, es 


r(.v) - 


a eos-, a sen— ), 0 < s < 2/T 
a a 


! enemos que: 


r'(s) = 
Luego, 


s s 

- sen —, eos — 
a a 


y r "( iV ) = 


1 S I s 
— eos —, — sen — 

o a a a 


/ds) = r"(s) 



1 


a 


JO**”» leorema , nos Proporciones otras fórmulas que nos permiten calcularla 
de arco Paiam 1Zada P ° r 0tr0 parámelr0 '• W no es necesariamente la longitud 


[teorema 


2.10 


Sea r(/) una 


L /di) 



T'(r) 



r '(0 j 



2. K(t) = 






r'(0 
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Demostración 

Ver el problema resuelto 1. 


EJEMPLO_2.^ Probar que la curvatura de una recta es 0. 


Solución 


Sea la recta r(/) = r ü + /v. leñemos que 


r*(0 = v y T(0 = 


r’(0 


/</) - 


r’(0 1 



T(t) 



r'(t) 



T r (/) = 0. Luego, 


0 


r’(/) 


= 0 


EJEMPLO 3. | Hallar la función curvatura ac(/) de la curva 


Solución 


r(/) = (r. /. 2/ s /3)‘ 


Aplicaremos la fórmula 2 del teorema anterior: 


T'(t) ={2t, I. 2r>. r"(r) = = < 2, 0,4r>, r'(t) = V4r + I + 4/ 4 = 2r + 1 


r'(t)xr"{t) - 


i 


] k 


2 / 1 2r 
2 0 4/ 


= 2 (2r, -2r, -1 >, 


r’(/)xr"(o || 2 V 4/ 2 + 4/ 4 +1 = 2(2r + I) 


. | r'(/)xr"(/) 

Luego, x(t) = —ü-— 


2(2/ 2 + I) 


r'U) 


( 21 2 + l ) 3 ( 2/ 2 + l ) 2 


La íórmula 2 del teorema anterior puede usarse para calcular la curvatura de 
curvas planas, expresando estas curvas como curvas espaciales (curvas de R 3 ) 

[EJEM PLO 4. | Calcular la curvatura en los puntos extremos de los ejes de la elipse 

r(/) = { 3 eos /, 2 sen /) 

Solución 


A la elipse la expresamos como curva espacial: 



































































i (/) = (3 eos /. 2 sen í. 0) 



Ahora, 

r*(/) = (-3 sen t , 2 eos /, 0), 


r M (/> = (-3 eos /, -2 sen /, 0), 



r f (/' 


= 9 sen 2 / + 4 eos 2 / + O 2 = V 5 sen*7 + 4 


r’{/)xr ,f (/) 


J 


k 


-3 sen / 2 eos/ 0 

3 eos / ~2 sen / 0 


= ( 0 , 0 , 6 ) 


*(/) = 


r'(/)xr M (/) 


II (°* 0. 6 } 


6 


r'(/) 


3 


/. 7 ,\ 3/2 

15 sen' 1 + 4 ] 


¡5 sen 2 / + 4) 


3 : 


Los extremos de los ejes corresponden a los siguientes valores de /: 

0, 7t/2, tí, 3n/2. 


Para estos valores tenemos: j 



TEOREMA 2.11 


Si C es la gráfica de una función y — f{x) que es dos veces 
derivable, entonces la curvatura de de C es 


fe(x) = 


f'Xx) 


1 + (/'(*» 


Demostración 


i 


Ver el problema resuelto 2 . 


EJE MPLO 5. 1 Calcular la curvatura del gráfico deiTM = 


- X 


Solución 


Tenemos que: /'(a) = - e~ * y /»„)= Lueg0> 
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circunferencia y radio de curvatura 


DEFINI C ION ) Sea r: [a t b] R* una curva plana y P un punto de la curva en el 

cual k(/) 0. Se llama circunferencia de curvatura o 

circunfei encía (escaladora de la curva en c! punto P a la 
circunferencia que cumple las siguientes condiciones: 

t. Es tangente a la curva en P, (la circunferencia y la cun a tienen 
la misma recta tangente en el punto P). 

2. Tiene la misma curvatura en P que la curva. 

3. Está localizada en la región del plano cóncava de la cun a. 


De acuerdo a la condición 2 y el ejemplo 1, el 
radio de la circunferencia de curvatura, al cual 
llamaremos radio de curvatura en el punto P, es 



I 


fcit) 


El centro de la circunferencia de curvatura se llama 
centro de curvatura de la curva en el punto P, 



De acuerdo a la condición 1, el centro de curvatura está localizado en la recta que 
pasa por P y es paralela al vector normal NR). Si r(M es el vector de posición del 
punto P y y es el vector de posición del centro de curvatura, como el radio de la 

circunferencia es p(t) ——— , entonces se tiene 

*•(/) 


y = r(/) +p(/)N(/) 


Sea la curva plana r(() - (2/, —r + 1) y P = (2, 0). Hallar 
3. El vector tangente unitario T en el punto P. 

2. El vector normal unitario N en el punto P. 

3. La curvatura en el punto P. 

4. El radio de curvatura en el punto P. 

5. El centro de curvatura en el punto P. 

6. La circunferencia de curvatura en el punto P. 

Solución 


EJEMPLO 6. 
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1 


l-l p Unt0 p = (2. 0) de la curva corresponde al valor de / - 1. 



r'(i) = (2, -2í) = 2(1, - /) y ||r'(/) 


= 2 VI + t 1 ■ Luego, 


m= 


r ’(/) 


r'(0 


2 { 1 ,-/) 

.V 


1 


-t 


2v 1+ / 


vi- 


— * 


1 + / 


fu7~ 


Para t = 1: T(l) = 


1 


-1 


Jl' J2 


y 


r ? (l) 1= 2/2 


2. Derivamos T(f): 


T’(0” 


d 


/ 


1 


\ 


d, U 


1 + r 


d_ 

dt 







-t 


-1 


l\+t 


3/2 ’ 


íl + / 


3/2 


Para t= 1: 


T f (l) = 


-1 


-1 


2/2' 2/2 


y II T’(D 



1/2n/~2) 2 +(-1/2/2 ¡' = | 


Luego, N(l) = 


T f (l) 


-1 


-1 


T'(l) 



1 


-1 -I 


2/2 2 / 2 // 2 \V2" \I2 


3. Sabemos que T'(l) - — y 

2 


1 


r'(l = 2 ~J~2 . Luego, 


tíl) 



| T’(l) 


r'(l)|" 


-'A/2. 


1 


4/1 


4. p(l) = 


*■(1) 1/4/2 


=■ = 4/2 


= (-2, -4) 


5. El centro de curvatura es el punto cuyo vector de posición es 

Y = r (l) + P( 1 )N( 1 ) = { 2 , 0 ) +4\fl(-jL, -^JL\ = { 2 , 0 ) + {-i. 4 ) 

Luego, el centro de curvatura es el punto Q - (-2, -4) 
centro UCrd ^ 3 ^ dm ° S 60 * 3S partcs 4 y 5> la circunferencia de curvatura tiene su 

ecuación de esta drcunferencia^ tle " e radl ° ^ =4v ^ • En consecuencia, l> 


(j/ + 2) * (y + 4) 2 = 32 
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TORSION 


Sea C una curva, suave naríirnf'tri^*-! i i 

parametnzado por longitud de arco. Consideremos su 

d B 

es ortogonal B(s). En el 


triedro móvil: T(v), N(s), B(¿). Como II Q (i ) 


I. 


ds 


d B 


problema resuelto 4 probaremos imp — , . • - 

l nemos que — también es ortogonal a T(s). En 

dÜ 

consecuencia, — es paralelo a NíVi « nnr( . dS ,, . . 

ds 1 a Ys pot tanto — es un múltiplo de Nfa). Este 

Cfs 

resultado nos permite establecer la definición de torsión. 


DEF1MCIQ ÑJ La torsión de una curva suave es la función real r =r (s) tal que 

í/B 

--r(5)N(í) 


ds 

La torsión mide como curva se tuerce con respecto al plano osculador. 

Sabemos que la curvatura k no toma valores negativos. En cambio, la tensión r 
puede ser negativa, cero o positiva. 

Se prueba que una curva es plana (está en un plano de R 3 ) si y sólo si su torsión 
es idénticamente nula. 

El siguiente teorema, cuya demostración omitimos, nos permite calcular la torsión 
con facilidad. 


TEOREMA 2. 12 Si r(/) tiene tercera derivada, entonces 


r ( t) 


[r'(/)xi*"(0] • r'"(/) 


r , (/)xr ,, (/) 


EJ EMPLO 6. | Probar que la torción de la hélice r(/*) = ( a eos /. a sen r, ht) es 

b 

r(() = 


Solución 


2 »2 
ü + b 


r '( f ) - (—a sen a eos /, />), 


r"(/)= (-a eos t, -a sen 0), 


r u \t)-{a sen /, —a eos /, 0). 


«•’(/ ) x r"(/) = 


i 


m 

i 


-a sen t a eos í b 
-a eos t -a sen 1 0 


= (ab sen /, ab eos t, a 2 ) 
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r'i/) x r"(/)' r m (0” ( ah sen t , -ah eos t , « 2 ) • ( « sen /, -a eos /, h) - f/ 2 ¿ 


r *( 0 xr "(0 



senL-ffó eos /. í/ 


2 






Las fórmulas que dan las derivadas del triedro móvil, en términos del mismo 
triedro móvil, se llaman las fórmulas de Frenet-Serret 


TEOREMA 2.13. 


Fórmulas de Frenet-Serret 


Demostración 



Ver el problema resuelto 3. 



¿/N 

ds 


r B - kT 


¿SABIAS QUE ... 



JEAN FREDERJCK FRENET {1.816-1.900) Nació en Périgueux, Francia. En 
1.840 entró a la Escuela Normal Superior de París. Más tarde, pasó a la 
Universidad de Touluse, donde estudió geometría diferencial. En 1.847, presentó sw 
tesis doctoral. En 1.852, parte de esta tesis fue publicada con el nombre de Sur 
quelque propriétés des curbes a double courbure, en donde aparecen las fórmulas 
que ahora conocemos como fórmulas de Frenet-Serret. 


JOSEPH ALFRED SERRET (1.819-1,885) nació en 

París. Estudió en la Escuela Politécnica de París, donde se 

graduó en 1.840. Fue profesor de mecánica celeste en el 

colegio de Francia y de cálculo diferencial e integral en la 

Sorbona. Investigó en varios campos, como la geometría 

diferencial, mecamca. teoría de números, ele. Complementó 

et trabajo de Serret en el estudio de las fórmulas de 
Frenet-Serret. 












Joseph. A. Serrft 
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COMPONENTES TANGENCIAL Y NORMAL DE LA 

ACELERACION 

El movimiento de una partícula en el plano o en el espacio se describe mediante 
una función vectorial r{/), donde el parámetro t denota el tiempo. A r(o se le 
llama función de posición o trayectoria de la partícula. Recordemos que. por 
definición, la velocidad instantánea, la aceleración instantánea \ la rapidez 
instantánea de la partícula en el instante t están dadas por: 


1. Velocidad v(f) 


dv 

di 


2. Aceleración a(/| = 


dv 

dt 



3. Rapidez = 




TEOREMA 2.14. | Si una partícula se mueve a lo largo de una curva, entonces 

ds 


\2 


1. V(» 


dt 


T(0 


d~s _ f ds i __ 
2. a= —-T +k| — N 


dt 2 


dt J 


Demostración 


Ver el problema resuelto 5. 


DEFINICION. 1 Componente tangencial y normal de la aceleración 

Se llama componente tangencial y componente normal de la 
aceleración a los términos 


a T 


d 2 s _ d 


dt 


dt 


a N = k 


ds 


\ 


dt } 


= K 


Ei¡ teorema anterior nos dice que 


a -• a T T + a N N 



Fórmulas para las componentes de la aceleración 


v • a 


a T - 



v xa 



V 



Demostración 


Sea 0 el ángulo entre a y T. Entonces 
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av - 


a 


sen 0 = 


y 

a | 

sen 0 

vxa 


V 


V 





La función de posición de una partícula es 
r(/) = (In(sec / + tan /), In sec /, /). 


Hallar: 
1. v(n/4) 

4. T(ti/4) 


2. y (ní 4) 


3. a(rc/4) 
5. N fji/4) 


Solución 


6. a T y a N . las componentes tangencial y normal de la aceleración a(~4¡ 


„ _ , sec / tan t + sec" / sec t tan t , \ , . 

1. v(í) = r (/) = (-,-, 1) = (sec /, tan 1 , 1). 


sec i + tan / 


sec t 


Luego, v(ti/4) = {sec tt/4 , tan re'4, l) = ( yfl ,1, l) 


2. \(xl 4) 


(%/~2, 1, l) | = J (Jlf +l Z 


+ 1 - =2 


3. aín = v'(/) = r"(/)= (sec / tan/, sec/, 0), 

Luego, a(7i/4) = (sec ni4 tan n/4, sec 2 n/ 4, 0)=(y/~2 ,2, 0) 


4. T(/) =- r (í) 


_ (sec/, tan /, 1 ) (sec/, tan/, ] ) (sec/, tan/, l) 





sec" / + tan" / + 1 


v2sec 3 / 


V2| 


sec / 


eos / 

7T 


(sec /, tan /, 1}, 


eos /t/4 


Luego, T(rc/4) - -— —= -(sec n ¡^ lan j y _ 


V~2/2 


= , 1 , I) 


y¡2 


(J 2. 1. 


5. Sabemos que T(/) = 


eos / 


^ Sec '- ,an/ - 0- 


Restringimos esta igualdad al intervalo ÍO *n\ a i ,, 

alo (U, k/2), donde se encuentra tt/4, 

T//\ — / ¡ 

II MI I f'f*~ -~j=?(seci tan /, 1) 

Derivamos: 
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T(t) = 


COS f / * cpn / 

(sec / tan /, scc /, 0) —sec t tan /, f) 


Luego, T'(/r/4) 


J 2/2 /- 


*> 1 


V 2 


, 0) - 


/I 


/I 



2 , 1.1 


<0, 1, -1> y 


N(/t/4) = 


_ T T (/r/4) . 1 / 2 (O, 1, -1) 


T'(/T 4) 


1/2(0.1,-1) 1 vi 


(o, i, -i) 


6 . — 


v • a 


v 


V 2. 1. 1^ • 2, 0^ 


= 2 


a N = 


vxa 


V 2, 1, l)x{^ 2, 0 




= VI 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.5 


PROBLEMA 1. Probar el teorema 2.10 


Sea r(n una curva suave y dos veces derivable. Probar que 


1. /tí/) 



\V(0 



r*(0 1 



2. /rf/) 


r'(/)xr"0) 


r*(0 


Solución 


3 


I. Sabemos, por el teorema 2.9. que 


ds 

~d¡ 


r'(/) j . Además, usando la regla de 


cadena: 


T'(0 = 


c/T 

di 


ds di 


cfT 

ds 


r' 



dj_ = VQ) 

ds r'(/) 


di 

ds 


|| T*{/) 


r'V) 


K< i) = 


T(t) 


r'(/) 


2. Sabemos que T(t) - 


r'U) 


r r U) 


y. por el teorema 2.9, 


ds 

di 


r'{/) II. Luego, 


r ’(0 = I r'(/) T(/) 


m * 


ds 

di 



O) 



o esta ecuación: 







































































































!•"(/) = 


& TU) + ^ T'(0 • 

di 2 di 


( 2 ) 



Multiplicando vcciorialmente (1) y (2) 


r'(0* r"(V) = 


ds d~s 


r 


dt dt 


T(/) / Tío 1 


ds) 


di 


1(0 X T'(/) 


/ 


Por el corolario del teorema 1,11, T(0 x Tí/) - 0. Luego, 


r '(/) x r"(/) 


ds 


x2 


■ di 


T(0 x TV) 


J 


Como T(/) = 1, por el teorema 2.3, T(0 y T f (/)son ortogonales. Luego, 


lomando norma a la igualdad anterior y aplicando el teorema 1.11, 


/ / \ 


r’(/)xr”(/) 


ds 


dt 


í 


T(t)xT’(0 


Ul J 


ds } 


dt 


T (/) T(t) 


sen 


K 


ui j 




ds 


\2 


dt 


T(t) 




\ut / 


En consecuencia, T'(/) 


r , (/)xr"(/) 


r'(/)xr"í/) 



2 

r'(t) 

{dt) 




Por último. 


tdt) = 


|| T’(/) 


r’(/)xr" 

( 0 | 

|| r’(0 


r’(/) 

3 





Probar el teorema 2.11 




Sea y - /(.y) una función dos veces derivable y 
gráfico de f Probar que la curvatura de C es 




sea C 


Aí.v) = 


Solución 



/ ”(.v) | 


1 + 

(/'(O) 2 

-|3 2 


Al graneo de./ | 0 parametrizamos como curva del espacio de la siguiente forma; 

<2: r(.v) = (.v, /(. v ), 0 ) 



Luego r'(x) = (l )/ . (jcX fl v 


I 


• t 




n 


J ’( V) i + 0 2 = |{ + f\x 
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■*"(.*) = ( 0 . / "(a), 0 ), r'(.v) y r"(x) = 


i j k 

1 f’(x) 0 ¡ = (0, 0, f "(.r)) y 

0 JXx) 0 


r'(/)xr"(/) 


0“ +0“ + (/*(x)) 2 = I fXx) 


Ahora, de acuerdo a la fórmula 2 del teorema 2.10 tenemos 


Kíx) = 


r 1 (/)xr ’ , (0 


r'(/) 


/"(A) 


(l+l/'W) 2 ) 


1 2 


PROBLEMA 3. 


Probar las fórmulas de Frenct-Serret 




-rN(í) 3. 


Solución 



I. Por definición. N(s) 


T(s) 

T‘(í) 


y k(s)~ 




r"(í) . Luego, 


2 . 


íIB 

ds 


T , ( 5 ’)= |j T'(a) [ N(j) = k(s) N(.v) 

- -rN(.v) es formula de definición de torción. 


3. Sabemos, por el problema resuelto 1. que N(.s) = B(.v) xT(.v). Derivando esta 
ecuación respecto s: 

N'(j) = B'{a) x T(¿*) + B(.v) x T'( s ) = -r N(s) x T(.v) + B(s) x *N(,v) 

= rT(j) x N(s) - re N(s) x B{.s) = r B(j) - aT(.?). 


PROBLEMA 4, 


Probar que B'(.y) es ortogonal a T(s). 


Solución 

Sabemos que B(,v) es ortogonal Tus). Lsto es. 


B(¿) • T (s) = 0 
Derivando esta igualdad: 

0 = (B (s) * T(S))’ - B'{.v) • T (s) + B (s) • V(s) 
































































Probar el teorema 2.14 


1. v(0= & T(/) 

dt 


2* a = 


d l s 

dr 


/ 


T + k 


ds) 
dt j 


v 2 


N 


Demostración 


1. 



dr _ dr fds _ ds dr _ ds 
dt dt/ds dt ds dt 


T(/) 


2. a 


d ( ds ^ ( ds 


dt 


V dt 


J 


x ^ ds di 

T +-- 

dt J dt dt 


->-' 2 ds di ds 


ds 
dt j 


T + 


di ds di 


dO 

2 

í dO 

7 

“ dT 

( ds'j 


í 1 


T + 

\dt j 

ds 

\ di y 

T + 

y di j 


atN 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.5 

En íos problemas del 1 al 7, aplicar la fórmula 2 del teorema 2.10 y la fórmula 
del teorema 2.12 para calcular la curvatura y la torsión de la curva dada. 


I. r(/) = (r, r 3 ) 


Rpta. KÍt) = 


6 


t 


(4+9r) 


3/2 ’ 



= o 


/ 


2. r(/) = {/, ?I2, r73) 


Rpta. k{í) = 


\ 


t^ +4 r +1 




(, 4 + J y ’ 


1/2 


, Ai) = 


2 


r + 4r +1 


y 


3. r(/) - (cosh /, senh t, t) 


Rpta. fút)- 


1 


2cosh 2 1 


At) = 


1 


4 . r(t) = (e',e- , , Í2 i) 


Rpta. kí t ) = 


vi 


2cosh“ / 


fe' + e ' || 


Ai) = 


-vi 


K 


+ e 



5. Hallar la curvatura y torsión de r(/) = 'eos / e^n t A i . , A 

v; tus /, c sen en el punto donde t = 0 


/fpto. «(/)= 2/g, t<0 = -- 

2 


9 




r 
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6. Hallar la curvatura y torsión de r(/) = {t - sen /, 1 - eos t, 4 sen tf 2} en el punto 


donde t - 0 


1 1 

Rpta. fdí )=-, 

4 2 


7. 1 lallai la cui vanan u'sión de r(/) = (2cosh t/2, 2senh t/2, 2t) en el punto 


donde i = 0 


Rpta. k(í) - —, x(t) = — 

10 5 


E/i ¡os problemas del 8 al //, aplicar la fórmula del teorema 2,1} para calcular 
la curvatura del gráfico de la función dada. 


8. y — 4px : Rpía . k(í) =- 


8 )/? 


9. v = -v’ = 


2 "» 


1 + Ó4/2\Y 


3/2 


6 | 


1 + 9x 


4 


n3 2 


10. y — eos x Rpía. k(í) = 


eos x 


1 + sen “.y 


3/2 


11. v = ln x Rpía, x{t) = - 


x 


1 + 


* 2 ] 


3 2 


En los problemas del 12 al 14, hallar; a. El radio de curvatura, b. La 
circunferencia de curvatura, de la curva dada, en el punto indicado 


12 . y = 1 -x 2 en (0,1) 


Rpía, a. p - -- 


b. x 2 + (y - 1/2)“ = 1/4 


2 _ 


13. y = — en (1,1) 

x 

14. y = ln eos x en (0, 0) 


Rpía. a. p 


1 


yfl 


Rpta. a. p— 1 


b. (x - 2) : + (y - 2) 


b. x : + (y + l) 2 = 1 


*=? 


En los problemas del 15 al 19, hallar a T y a N , las componentes tangencial y 
normal de la aceleración en el punto indicado. 


15. r(/) = (/3 i, r, t 3 ) , t = 1 

16. r(l) = <3/ 2 ,2 1\ 3t) , t = 1 

17. r(t) = {e',e~ 2 ', t), t = 0 

18. r(7) = (eos /, sen I, l), V I 

\ 

19. r(o= (/eos /, /sen /),V t 


Rpía. 

n 

a T = T 

a N =|/39 

2 

Rpta. 

aj = 12 

a^ = 6 


7 

y[S3 

Rpta. 

aT “"76 

» 

X 

II 

Os 1 

Rpía. 

at - 0 

a N - l 

Rpía. 

a? — v/~3 e 

ii 

z 

CQ 
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SECCION 2.6 

LAS LEYES DE KEPLEft 


R En 1.609 sucedió uno de los acontecimientos mas «jortjntes de la 
Esc año, Johannes Kep.er publicó su ° 

conocer al mundo tres leyes que ^ora 'ev u nom JJ m 

datos astronómicos logrados en miles de años de observación. Las leyes de Kepler 
fueron logradas empíricamente. En 1.687, Isaac newton, en su obra monumental. 
Principia Matemática, usando las herramientas dadas por el calculo, demuestra 
estas leyes, basándose en la Segunda Ley del Movimiento y en la Ley de la 

Gravitación Universal. 


PRIMERA LEY O LEY DE LAS ORBITAS. Cada 
planeta se mueve en una órbita elíptica con el sol 
en uno de sus focos. 

SEGUNDA LEY O LEY DE LAS AREAS. El rayo 
que va del sol ai planeta barre áreas iguales en la 
elipse en tiempos iguales. 



TERCERA LEY O LEY DE LOS PERIODOS. El cuadrado del periodo de un 

planeta (el tiempo c|ue demora el planeta en recorrer su órbita) es proporcional al 

cubo del semieje mayor de la órbita. Esto es, si T es el periodo del planeta v o es 
el semieje mayor, entonces 


7 a ka\ donde k es una constante de proporcionalidad. (i) 

Kepier Nuésfolraíío ’iÍh'^h '** CapitU '° nos P ermitirá " probar las Leyes < 
trayectoria de un planeta cuando se mueve alrededor del ti P robamos <l ue 

pmeba de la tercera ley la dejamos como ejercicio al lejío?" 811 ^ ^ Kepler ‘ 1 

Suponemos que tenemos un planeta de masa ^ 
cuya masa la representamos por M. Tomamos q eSta g,rando alrededor del s< 

origen localizado en el sol. Sean: Un slstema de coordenadas con 



r /) el vector de posición del planeta. 


v V v) **'(/) su velocidad y 

La segunda Ley del Movimiento dice: 
La Ley de Gravitación dice: 


a a (t) = — r"(t\ , 

^ r (O su aceleración 


F = 


m a 


( 1 ) 
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GMm 

F =-—r 


GMm 


u. 


( 2 ) 


r r 

donde M es la masa del sol, m es la 


masa del planeta, G es la constante 


gravilacional, r = 


r 

V 11 = _ 

r 

m 

y u 

r 


Parte I. La órbita del planeta es una curva plano 

De * I i y (2), obtenemos 


m a = - 


GMm 


r 


a = - 


GM 


r 


3 


U 


(3) 


Esta igualdad nos dice que los vectores a y r son paralelos y, por tanto 


a x r — 0 


Ahora, 


d 

dt 


(r x v) = r' x v + r x v' = v x v + r x a = 0 - 0 = ) 


En consecuencia, rx v es un vector constante. Sea h este -ector Luego. 


r x v = h 


(4) 


Esta igualdad nos dice que, V/, r = r (f) es ortogonal al vector h y, por 
tanto, r (/) está en el plano que pasa por el origen y es ortogonal a h 


Parte 2. Primera ley de Kepler. 

La órbita del planeta es una elipse con el sol en uno de sus focos. 

Tenemos que r - ru y v=—- —(/”u)= r’u + ni* 

dt dt 

Reemplazando estas igualdades en (4) 

h = r x v — /'U x (r’u + ru') = /v'u xu + v uxu — 0 ~ / u • u 

h- ruxu' 

Tomando en cuenta (3) y (5) tenemos: 


( 5 ) 


/ 


axh = 


GM 


\ 


u 


r J 


x í?*"uxu , j = — A/(7ux( UXU* ) 


” -MCr[(ll • U* }U-(U * u)tl’] 

Como u • ii = I, por el teorema 2.3, u • u' - 0. Luego, 
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a x h — MG u' — — (GM u) 


Por otro lado. 


De (6) y (7): 


axh=—x h = ^-(v x h) 

di di 


dt 


(v x h) = —(GM u) 
v dt 


Luego, integrando. 


v x h = GM u + c, 





donde c es un vector constante. 

Como v x h es ortogonal ah, v x h está en el plano . El v ector u 
también está en este plano. En consecuencia, el vector c también está en 

este plano. 

Ahora tomamos un sistema de coordenadas 
tal que el semieje positivo X siga la dirección 
del vector c y el semieje positivo Z siga la 
dirección del vector h, como indica la figura. 

Si ¿?es el ángulo entre c y r, entonces (r, 9) 
son las coordenadas polares del planeta. 


Tenemos que 


c • u = 



u 


eos 6 - c eos 0, donde c 


(9) 


Por otro lado, si h = || h ||, tomando en cuenta (4), (8) y (9) se tiene: 
n ~ h * h = (r x v) • h = r • (v x h)= ru • (GA/u + c) 

— rGM u • u + /* (u • c) — rGM + re eos 0 


Despejando r en esta última ecuación: r - 


Ir 


GM + ecos 0 


Dividiendo el numerador y el denominador entre GM obtenemos 


r — 


h 2 / GM 


elr / 


c 


1 + ecos 9 1 + ecos 0 


donde e — 


c 


GM 


Si d - Irle, finalmente tenemos 


r = 


ed 


1+ ecos 0 

De acuerdo al teorema 7.10 de nuestro texto de Cálculo Integral, la 

de^nT a " ter '° r 6S * ccuación P° lar de una cónica. Como la trayectoria 
de un planeta es cerrada, esta cónica es una elipse 
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Parte 3. Segunda ley de Kepler, til rayo que va del sol al planeta barre áreas 
iguales en la elipse en tiempos iguales. 

Como en la parte 2 suponemos que la elipse, que es la órbita del planeta, 
se encuentra en el plano XY y que uno de sus focos está en el origen de 
coordenadas. 

Sea r ~ j{B) la ecuación polar de la 
elipse. Sea P () la posición del planeta en el 
tiempo fo y sea P la posición del planeta 
en el tiempo t > /<>. 

Sea 0 = (\t) el ángulo formado por 
OP con el semieje positivo X. Sea 0 Q = 
el correspondiente ángulo formado 
por OP Q 

Si .-1 es el área de! sector de la elipse barrido por OP en el periodo de 
tiempo [í„, /], sabemos, por el teorema 7.4 de nuestro texto de Cálculo 
Integral, que 



Derivando respecto a 

dA 1 2 

— = — r 

dO 2 

y derivando respecto a /, usando la regla de la cadena, 

dA = dA de_^ j_ r 2 (10) 

dt dd di 2 di 



Por otro lado tenernos que: 


r = (/• eos 8, r sen 8.0), u = -r - < eos 8. sen 8, 0) 

/ 

Derivando este último ecuación vectorial. 


= /-sen eos 0 — 


di 


dt 


dt 


í/u de 


Efectuando las operaciones indicadas se obtiene que u * ^ 


La ecuación (5) nos dice que h ^ uxu 

De estas dos últimas ecuaciones obtenemos: h 





De donde. 


h 


OD 
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De (10) y (11) se .¡ene que f = -• Integrando esta igualdad 


2 


/! 


A = A(l)= -' +c 


Si /), es el área del sector de la elipse barrido por OP en el periodo 


[t fí , /,], entonces 


/ 


j — ^4 (/|) A(fo) 


h 


u +C 


/ 


h 

—t 0 + C 
2 


/ 


// 

í ('i - k) 


Similarmente, si A 2 es el área del sector de la elipse barrido por OP en 
otro periodo [c, íj] de igual longitud que [4, /¡], entonces 

A 2 - — (h - h) 

Luego, A\- — (/| — /o) = — (h ~ ti) ~ A 2 



En esta sección presentamos una introducción a las superficies paramétricas Estas 
extienden el concepto de curvas paramétricas, presentadas anteriormente. 


DEFINICION. 


funciones con 
conjunto 5 de 


Sean x x(u, v), y - v(w, v) y - = z ( u v \ 

dominio D. un subconjunto de del plano UV Fl 
puntos (*, y, z) tales que 

r <"’ v ) = (■'("> v >, )iu, v), z(u, f)) 

= -v(H. V). + V(H, v)J + z(m, v)k, („, v)g D 

es llamado superficie paramétrirt c i 

r = rfi/ n , Las ecuaciones 

son las ecuaciones paramétricas do 5 . ' C ° n v)e D 


X 





















Para visualizar la superficie S se cuenta con dos laminas de curvas que 
describimos a continuación. Si en la función r(w, v) la variable u se mantiene 
constante, u - «o. la función r{n 0 , v) sólo cambia con la variable v y traza la curva 
C Uo , que es la imagen del segmento vertical u = tt 0 en la región D del plano ÜV A 


este tipo de curv as la llamaremos curvas u— constante. Similamiente, si mantenemos 
v constante, v — t’o, la función ríw, vq) traza la curv a C , que es la imaeen del 

segmento horizontal v = v 0 en la región D del plano UV. A este tipo de curv as la 


llamaremos curvas v-co instante. 


Hallar una parametrización para el paraboloide z ~ ,r“ - v 2 

Recurrimos a las coordenadas cilindricas: 
x - r eos 0\ v - r sen (i z = z 

Pero, z- X* + y 1 y r - xT + y 2 ~=> z~ r 2 

Luego, una parametrización para este paraboloide es 

r(r,í?) = r cosí?i + r sen 0\ + r k, 
con dominio D = { (;\0) / r > 0. 0 < 6 < 2rt } 

En esta parametrización las curvas r-constantes son circunferencias paralelas al 

plano XY y las curvas ^-constantes son parábolas con v értice en el origen y están en 
planos que pasan por el eje Z. 



EJEMPLO 1. 
Solución 


EJEMPLO 2. | Hallar una parametrización para la superficie esférica 


.v“ + v“ + z = cf 

Solución 

Recurrimos a las coordenadas esféricas: 

x = p sen <j> eos 0 % y = p sen <¡> sen <9, r - p eos <j> 

Pero, a- + yr + z 2 ~ a 2 y p 2 = x 2 + y 2 + - 2 p — a 

Luego, una parametrización para esta superficie esférica es 
r( (f>)~ a sen <j> cosí?i + a sen <f> sen 0 j + o eos ^ k, 

con d °minio D m { 0 ) / o < <f> < % 0 < 0 < 2n } 



«tó curves 0 -constante son los meridianos, o sea las semicircunferencias que 
* * c °mo extremos los potos. Las curvas ^-constante son las circunterencias de 
I ® constante, que son paralelas al ecuador. 
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r(r, 9) = (r eos 9, r sen 9, 9), 
0 <r<a t 0 <9< 6/r 


Las curvas /--constante son las siguientes hélices 

r( 9) - (r eos 9> r sen 9\ 9) 

las cuales se enrollan alrededor del eje Z tres veces. 

Las curvas ^-constante son segmentos de longitud 
a que son perpendiculares al eje Z 




Solución 


Hallar la ecuación cartesiana c identificar la siguiente superficie 
paramétrica 

r(w,v) — (2a v, 1 — u + 3v, 2 + 2// + v ) 


Tenemos que: ,v = 2 u - v, y = -u + 3v +1, z = 2a + v+2 

Usamos las dos primeras ecuaciones para expresar u y v en términos de x e y. 


x + 2 y - 5v + 2 


v 


x + 2y-2 


Reemplazando este valor de v en la ecuación de r 


x = 2u - 


x+2y-2 


u = 


3.V + y -1 


5 5 

Reemplazando (I) y (2) en la ecuación de z- 


z = 2u + v + 2 = 2 - y + - v ~ 1 + * + 2 y ~ 2 


5 5 

Esta superítele es el plano 7x + 4y - 5 Z + 6 = 0 


( 1 ) 


( 2 ) 


+ 2=r> 7x + 4y-5z + 6 = 0 







la ecuación cartesiana e identificar 
parametnca 1 ncar 


la siguiente la superficie 


r( 9,\ a ) 


Solución 


° SCnh " cos ®i + 6senhnsen Oj 


® ^ 9 ¿ 2/r, 


+ c cosh a k, 


~°0 < u < 00 


Tenemos que: x~ a S enh u cosft 


a 


= senh 2 u eos 2 $ % £ 

h 2 


- b senh u sen G 


2 ~ c cosh u. Luego. 


senh 2 u sen 2 ó» 


c 


r - coslr // 






















..2 2 2 

X i» 2 

~~2 Tt T ~ senh 2 u eos"# + senlr u sen'0 - cosh 2 u 

a o c 

- senh 2 u [cos 2 0 + sen 2 O ] - cosh 2 u 
= senlr u - cosh 2 u = -1 


2 

Esto es, ~ - — 

■2 ^ 

c~ a 



- 1. que es un hiperboloide de dos hojas 



REPARAMETRIZACION DE DE LA GRAFICA DE 

Z = yí*»„v), x-Jly, z) o y=J[ je, z) 

Una parametrízación para una superficie de ta forma z =J(x, y) es la siguiente: 

r fap) = (*, y.ftx, y)) = xi + vj +J{x, y)k 
Similarmente, una parametrízación para las superficies .y = j(y, z) es 

r 0 ; > -) = {fly, y >z> = Al-) i + vj + zk 

y para una superficie de la forma, y =fix t z) es 

r(.t, z) = ( x, ./(.y, z), z) xi +A\\ z),j + zk 


EJEMP LO 6. Parametrizar e¡ paboloide hiperbólico 


Solución 


2 

Z = .Y - 


r (**>*) = -vi + rj + (x 2 -y 2 )k 


Las curvas .Y-constante son las parábolas z = k - y 2 
y las curvas y-constante son las parábolas z = a * 2 - k. 



REPARAMETRIZACION DE UNA SUPERFICIE DE 

REVOLUCION 

Una parametrízación para superficie de revolución generada por la gráfica de 

y = J{x), a < x < ó, 
al girar alrededor del eje X es 

r(x, 0) = xi + J(x) eos 0 j + J(u) sen 0 k, a <x < b, 0 < $ < 2n . 
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Para superficies de revolución generada peir curvas que giiran a superfl ¿¡ Y d ® 

el eje Z, se obtiene paramctnzaciones similares, asi, v 
revolución generada por la gráfica de 


x =/z), a <z<b 


al girar alrededor del eje Z es 


r(z, 0) — /(z)cos 0\ +fi :)sen 0\ + zk, a <z<b. O<0<2*. 


1 EJEMPLO 7J Hallar una parametrización 

obtiene al girar la gráfica de 


para la superficie de revolución que se 


Vi 


y— V 1 + JC 
alrededor del eje X. 


Solución 


r(.v, 0 ) = jtí+ V 1 + A* : eos 6 j + 4 1 + a” sen 6 k, 

- 00 <A< 00 , Q <&<2 x . 

Esta superficie es el hiperboloide de una hoja: 


En efecto. 


1 i 2 1 i 

y r + z - x =1 


V 

f 

\l 




ti V (V 

X 



X' 4 ' “ v = (V 1 + x~ eos #j + í V ! + a- : eos 0 - a 2 3 4 5 = ( 1 + x“) - a : = I 




PROBLEMAS RESUELTOS 2.7 



En los problemas del l al 9, hallar ¡a ecuación rectangular de la superfic 
parametrwa dada c identificarla. 


V 


1. i' 1 !/, v) — — i + yj + uk 


Rpta. El plano y = 2a 


2. r(w, v) - (2u - v% I - u + 3v. 2 + 2u + v) 

3. r(w, (fy — 4 cosé? i + a j + 4 sen^? k 


Rpta. El plano 7.v+ 4v - 5z = -6 

*■' 

Rpia x~ t r" - 16. C ilindro circular 


4. r(«, $) - u eos 0 ¡ + u j + u se¡1 q ^ 


Rpta, x + z 2 - y\ Cono 


5. r (í/,0 = a sen tí i + b cosé? j + ,/ k 



Cilindro elíptico 

























<>. r( ti 4») a sen 0 co80f * h sen $ sen 0\ + c eos fí k. 0 < # < 2 - 0 < p < 7 


donde a > 0, b> 0 y c> 0 


Rpta 


v 


a 


h~ 


7+— = 1 . Elipsoide 


7. r( G, u) ~ a cosh u cos<9¡ + b cosh u sen 6\ + c senh «k, 0 < 9 < 2 7 . -x < u< x 

2 2 ji 

a>0, h> 0 y c > 0. ^-+ ¿ T -¿ T = |. Hiperboloide de 

¿ 1 “ b~ r~ 


una rioia 


8. r(# w) - aw eos #1 1 />» sen 0j + u 2 k, 0 < # < 2n . 0 < 


u 


donde ¡/ - 0 y /> - 0 


Rpta. 


jr 


v 


a 


b- 


7 Paraboloide elíptico. 


9* **{ (l au eos Q\ + bu sen í?| + /reos 20 k, 0 < 0 < 2 7 . 0 < u r 


donde a > 0 y b > 0 



x 


v 


7 — Paraboloide hiperholico 

a" b~ 


hn los problemas de110 al 16, hallar ana función vectorial cuya gráfica uv la 
superficie indicada , 

10. El plano z — x — y, 

Rpta . r(w, v) = {// + v, 2u - v, -//), —00 < u < x , —x < v- x 

11. El plano x + 7 + r - 12 

/fy>/o. r(//, v) = (O — u — v, 2 u + v, 6 - w), -00 < « < », —x < 1 < x 

12. El cilindro x 2 + 9z í =36 

/Í/Ví 7 . r{//. O) - (6 eos 0 . //, 2sen #), 0 < < 2,7. -00 < u < x 


13. El cilindro z=2v‘ 

#r 

/fytfa. r(.v, v) = {.v, v, 2 v'), —00 < v < x, -x < u x 

- . ( , « a 1 

14. El paraboloide hiperbólico r-v- v\ 

r( 0 , u) — (u eos 0 . u sen (K eos 2&) . 0 < 0 s 2~, 


X < 


X 


15. Parte de la superficie esférica x 2 + v“ + 16 que esta sobre el plano z -2 

Rpta* r(# $ = 4 sen <p costfi + 4 sen ^ sen 0\ +4 eos ¿ k. 


0 < ^ < t: 6. O<0<2 


-■* 


16. 







A*' + \^+Z 



cono 


I ^ "i" 

2 = \l x + y 


Rpta . r( <p) 


4 sen f cos0i + 4 sen tp sen ¿ ? j + 4 eos ^k, 
Gá 0<3nM, 0<£<2/r 
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Cap. 2 Funciones Vectoriales 


,, , , ,, , n , .u ur una función vectorial cuya gráfico sea la 

En los problemas del 17 al 20, hallar un J ^ ^ ahe(iedor dg¡ 

superficie revolución obtenida al girar la giafica J 
eje indicado. 


17 .y- 


I, l < .v < 20. ! je de giro: X 
x 

. 1 

Rpta. R(x, 0) — x i + eos 



1 

i H- 

X 


Ok 0 < 9 < 2/g 1 <x < 20 


18. .y = —, 1 <.v< 10. Eje de giro: X 

e x 

Rpta. r(.v, ff) = .v i + — eos 9 j + \ sen 0 k, 0<&< 2n, 1 < .x < 10 

e x e 

19. .y - sen z, 1 <z<n. Eje de giro: Z 

Rpta. r(z, 0) = sen 2 eos 0\ + sen z sen 6\ + zk 0 < 0 < 2 n„ 1 < z <n. 

20. ,z = 8 - y 3 , 1 < v < 2. Eje de giro: Y 

Rpta. r(y, 0) = (8 - y 3 )cos 0\ +y j + (8 - y 3 )sen 0k, 0 < 6 < 2x. 1 < y </T. 
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JOSEPH LOUIS LAGRANGE 

(1.736-1.813) 



JOSEPH LOUIS LA GRAN GE nació en Turín, Italia, de ascendencia francesa. Es 
considerado como un matemático francés. Sin embargo, también es considetado 
como matemático italiano. Fue bautizado con el nombre de Giuseppe Ludovico 
Lagrangia. Más tarde, a este nombre se le dio forma francesa. Su padre fue tesorero 
de una oficina pública de Turín. 

Su familia lo indujo a estudiar abogacía. Su interés en la matemática nació al 

leer un trabajo de Halley en el cual aplica el algebra al estudio de la óptica. Desde 

entonces, por su cuenta ; se abocó al estudio de la matemática, sin la avada de algún 
tutor o pro fesor. 

Lagrange es uno de los matemáticos más notables del siglo XVIII. Gran parte 
° CS ^ to ntenida en tres obras publicadas en París: Mécanique Analytiijue 
a.,‘88), Théorie des Fonctions Analytiques (1.797) y Legón sur le Calad 

sighXVIIJ A ^ ^ eSÍ0S ^ ros LSÍÍt resumi da la matemática pura y aplicada 

Siguí", tí e! fue ele ? id ° miembw íie 'a Academia de Berlín y el 

Turín. pjfjZf 7j ™ embr ° fUndad0r de Real A ^""“ ‘le Ciencia. 
Turín. Lagrange ^fue ', a cademia comenzó a publicar su revista. Mélanget 

1-766. a la edad de 30 añil "ll’fr e " hs primeros volúmenes. 

Academia Berlín. Su trabaio mnt ‘° ° ■ " f C ° m ° Direcl(,r Matemáticas e 

2¡* —i Ttsjr rsz > 

fundamentos del cálculo, etc. ® , £/o " del sistema solar, p, ‘ ‘ 



">l*»bfde\ U E7 S r d t Ó Ber,in y * mudó a París Air • 

carrera. Acade >"“> de Ciencias, donde permanecí!', ** f"" 

' 1 ma neció hasta el final de si 

" .* p ' iRALeLos 




En núes ti o capitulo nntcrioi hemos tintado funciones de valores vectoriales de una 
variable real. En este capitulo estudiaremos las derivadas de funciones de valores 
reales de dos o más variables reales. Este tipo de funciones son abundantes. Así. en 


la fórmula que nos proporciona el área de un triángulo. A = -bh . es una función de 

2 

dos v ariables, la variables b y /?, que representan la longitud de la base y la longitud 
de la altura. El volumen de una caja rectangular, V- lab , es una función de ias tres 
variables /, a y h , que representan el largo, ancho y altura de la caja. El promedio 


p = —(.y, + .Y-.+ es una función de n variables. La notación para estas 
funciones es similar a la utilizada para funciones de una variable. Asi, 


1. z - Ax. y)» significa que z es función de x y de y. Aquí, z es la variable 
dependiente y x, v son las variables independientes. 

2 . w = ñx, v. r). significa que w es función de x > y, z. Aquí, w es la variable 
dependiente y .y. y, z son las variables independientes. 

3. u = f (-Y,-Y ;I ), significa que u es función de x, , y : ,. ... x n . Aquí, // es 
la variable dependiente y as.. • ■ ,-Y n son las variables independientes 


Nosotros, casi exclusivamente, trabajaremos con funciones de dos o tres variables. 
Para un desarrollo más preciso, establecemos la definición de función de dos > tres 

variables. 


FUNCIONES DE DOS V ARIABLES 


DEFINICION. 


¡Jna función real de dos variables es una función 

R, z = /{-Y, y), 

2 

donde D es un subconjunto de R . 


El conjunto D - Dom ( /) es el dominio 
de la función y puede verse coiw 1 una 
región del plano XY. 

El rango de / es el conjunto 
Rang (/ ) = { f(x, y) eR / (.y, y) e D } 



X 
















„_.„rá mediante una fórmula 
IL^BKniLl. «te veces una función se presen .__ ernos que el dominio 

.¿x’rc-f- - *»£ 2 £ <*** es,á d ' fi " ída 51 

£sss sss¡=- 

Función poünómica y función racional de dos sanables. 

i. _ X € V* 3 UH3 



función 

¡ye r— m n • 

que es suma de funciones de la forma « • 

real y rny n son números naturales. 


«« donde c es un número 

r f' f 


Así, son funciones polinómicas, las siguientes. 

A 


3 2 -i 4 . ^ 
/Íjc, y) - S.r y — 3.t>’ 2. 

gfjt, y) = -í 5 )’ + 4 a- 2 > 2 



/-) = ¡R 


JS ' ’ ' / / 

Si z = /(.*, y) es una función polinómica, entonces Dom( 
lina función racional es un cociente de dos funciones poiinómicas 


Si h(x,y) = 


JIülll es una función racional, entonces 

g(x.y) 


Donif h ) = IR 2 -{ (pe,y) eR 2 / g(x,v) = o} 


Si j{x, y) - J g(x, v), entonces Dom (/) = { (x, y) eR / g(x,y) > 0 


l 

/ 








EJEMPLO 2. Dada la función J(x,y) = yj 36 - 9a* 2 - 4y 2 . Hallar 


a. El dominio de f 


b. El rango de / 


Solución 


a. Tenemos que: 

A A 

36 - 9a“ - 4y" > 0 <=> 9x 2 + 4y 2 <36 o 


ar v- 

— + ~< 1 

T- 


Luego» 


3 


Dom (/) 


(.v, rjel 2 /~ + Zl<i 

2 2 3 2 


Esto es, el dominio de / está confomiado por los 
del plano que están dentro y sobre la elipse 



x .V t 

~~r + —— | 

2 " 3 2 




X 
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b. Sea r = 4 36-9x 2 -4 y 2 . 

Como z es la raíz positiva de y36 - 9.v 2 - 4y 2 , tenemos que z > 0. (1) 

Por otro lado elevando al cuadrado z = yj}6^-9x^-4y* se obtiene que: 

z 2 = 36-9.V 2 -4y 2 <=> 9x 2 +4y 2 +z 2 =36 
Pero, 9x“ + 4 y~ > 0 => z" < 36 z=> j z | < 6 => -6 < z < 6 (2) 

De(l) y (2) se tiene 0 < z < 6. 

Luego, Rang (f) = [0. ó] 


EJEMPLO 3. | Hallar el dominio de la función /(x, y) = In í y - x 1 ). 


Solución 

En general, si J{.\\ y) = In (g(x,y)). entonces 

Dom (/)= { (x, y) <=R 2 / g(x, y) > 0 } 

2 

En nuestro caso tenemos que g(x, y) = y - x y 

v - x 2 > 0 <=> v > x 2 

mr <w 

Luego, 

Dom (/) = j(x,y) e IR 2 /y > x 2 J 

Esto es. el dominio de / está conformado por 
estrictamente arriba de la parábola y = x 2 



los puntos del plano que están 


OPERACIONES CON FUNCION KS DE DOS VARIABLES 


Las operaciones con funciones dos variables se defines de manera enteramente 
análoga al caso de funciones de una variable, i I lector, con sólo agregar mas 
variables, puede extender esta definición al caso de n variables, con n > 2. 


DEFINICION. 


Dadas las funciones /: D/-> 


R, g : A» 


R, donde 


Df - Dom(/) y D g = Dom( g ) 

1. ¡.asuma o diferencia de f y g es la función 


/ ± g : Dj -» R, (/ ± g) (x, y) = /x, y) ± g(x, y). 


2. El producto de / y g es la función 

fgiDfdDg^ R, (fg )(.v,y) = /(x,y)g{x,y). 




















EJEMPL O 4 | Sean las funciones f(x. y) = ln( v-óf ) y ^í v, v)= V 

Hallar, con sus respetivos dominios, las funciones: 

!• f + £ 2* ^/g 3. — 


.T 


V 


Solución 


En primer lugar, hallemos el dominio de / y el de g. 

* í ^ 

1*1 ejemplo anterior se encontró que Df = j(.v,y) 6 R“ ¡y > x j 


Por otro lado, (jr, v) 6 O, 


9-.v” - v“ > 0 


O x~ + y“ < 3 . 



1 • (/ + £)<•''. y) =J(x. y) +• g(x, v) 


* /y ri£) 


•"(.y-* 2 ) 


+ 



v - \ 


,e 


,(v 1 ) e K" / v > ,v~ i 



V -.V) 6 R“ / 4 - v 2 < } 


jl Y. v) € R 2 


/ 1 


5 *Í 


• > a* , x" + r < \ 2 l 

_ ib- * 1 


Esto es 


están dentro 




de la parábola 


0 ae ,a tune ion f + L > __ f , 

V **W 1# Circuí Herencia + 2 ^ P ° F '° S pUnt0S qU ® 

a >■ = * 2 . ’’ y e stán estrictamente arriba 
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2. {Jg )(*,>>) -j(x>y)g(x,y) =In(p-. v 2 ) y[ 9- x 2 


- V 


El dominio de fg es e] mismo 


que el / + g , Esto es. 


D 


fg 


{(■*'•- v ) e R 2 í y > A' 2 , x~ + y 2 < 1 


f r>\ 


3* 


v 


/ 


gj 


Cv.r ) - 


/(-v, v ín(v-.v 2 ) 


^(.x, r) 



A - V’ 


D fig Dff)D g - {(a-, y) e O / g (x, y) 


0 


D f n % - |(.v,_v) G D s / X 2 +y 2 =9 j 

= {(^o 1 ) e IR 2 / v >x 2 . x 2 + y 2 <3 2 } 



D 


f 


f/ 


Sea f ; 


gráfico de esta función al siguiente subconjunto de M.' 

S = {( x, y, z)e R 3 /z = f(x, y) y (a,v)gD} 

Al gráfico de una función z = /(a\ y) también se le llama superficie. 


EJEMPLO 4. | Esbozar el gráfico de la función 


,/f a■ y) = /3ó -9a- 2 -4 y 2 . 


Solución 


^ A 


*^ ea 2 _ \/36 - 9 a" —4 y“ . Tenemos que r > 0. 

Pí)I otro ^ a do, elevando al cuadrado y ordenando obtenemos: 
- ~ 36 — 9x~ - 4y~ 9a“ + 4y~ + z 2 — 36 


2 y •> 

x~ y z“ 

— + i—r — = 1 

-,2 

1 3“ 6* 


3 X 


GRAFICA DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 

M una filnción de dos variables, z = J{x, y). Se llama gráfica o 



sta ^ dnia expresión es la ecuación de un elipsoide. Sin embargo, corno z > 0, la 
gtáfica de la función j[x^y) - yj 36-9.v~ -4y 2 es la mitad superior del elipsoide 





























1 OBSERVACION 


Si se cuenta con la gráfica de una función 2 flx.y) se puede 
deducir intuitivamente el rango de esta función. Este esta dado 
por la proyección del gráfico sobre el eje Z. Asi en el ejemplo 
anterior, se ve claramente que la proyección del gráfico de | a 

función ftx, y) = sobre el eje Z es el 

intervalo [0. 6]. Esto es, Rang (/ ) = [0. 6]. Este resultado lo 
obtuvimos analíticamente en el ejemplo 2, parte b. 


CURVAS DE NIVEL 


I,a intersección del plano horizontal z-k con la superficie. /f.v. 1 ) es una cuna 

en la superficie que está a la allura k del plano XY, llamada cun a de contorno. La 
proyección vertical de esta curva de contorno sobre c! pian X\ es la curva f\x. 1 )- 
k, llamada curva de nivel de la superficie 




Curva de contorno Curvas de nivel J[x, y) = A 

Sea la función /(x, - x 2 + y 2 + I 

a. Hallar el dominio de f, 

b. Hallar el rango de g. 


EJEMPLO 5. 


Solución 


c. Esbozar el gráfico de f. 

d. Dibujar las curvas de nivel correspondiente 
a k= l,2,5y 8. 


a. 


t) 


La función y(.t, y) _ A - + j.' + i e s un polinomio. Luego. 

Dom (/) = E 2 

Como x 2 + y ¿ o, yf.v, y) = jc 2 + y 2 + f ^ j, 

Luego, Rang (/) = [ i >00 ) 


c. La superficie z = 
circular con vértice 


x + y + 1 es un paraboloide 

en el punto ( 0 , 0 , I). 
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k — 1 .V + V +1-1 Jf " + y.^ — Q 

L.sln curva de nivel se reduce a un punto el 
origen (0,0). 


k 2 


x 2 + v 2 +1=2 


2 , 2 
* + y - 1 


Bst»i cuiva de nivel la circunferencia 
centro en el origen y radio r I 


k 5 


A* 2 + V 2 + l = 5 


2 , 2 . 
a + y =4 


■■ — r 

lista curva de nivel la circunferencia 
centro en el origen y radio r= 2. 

Jt = 8 


2 2 
x + v +1=8 


2 ■» 

* + V r = 7 

- 


r- r » w p | 

Esta curva de nivel la circunferencia 
centro en el origen y radio /• v 7 


de 


de 


de 


VA 




EJEMPLO 6. | Identificar y esbozar las curvas de nivel de la si 


Solución 


jr- r 


Si k > 0, las curvas de nivel son la hipérbolas x 2 — y* - k, o s 


sea 


v 


= 1 


m (vrr 

Si k < 0. las curveas de nivel son la hipérbolas r 2 - x 2 - k, o sea 


A* 


(^r 

Si k = 0, entonces 

y 2 “ v 2 = 0 O ( y - a ) (y + .v) = 0 O y = x Ó y = -v, 
que son dos rectas que pasan por el origen. 
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funciones de tres VARIABLES 

a función real de tres variables es una función 


Una__ 

R, iv = fix. y .-)• 

3 

donde E es un subconjunto de R • 


f.E 


El rango de / es el conjunto 

Rang(/) = { f(x,y¿) e ®Ux,y,z) e i 


EJEMPLO 7. 


Hallar el dominio y el rango de las siguientes funciones 

1 

a. fix, y, z) - 


P 


1 2 
+ X + V 


1 ). g[x,y. s)“j’ln( 2 -.v) 


Solución 


a. (A-,y,r) e Dom(/)0 ; 2 +.v : +y 2 >0 O (.y, j>, z) * (0, 0, 0). Luego, 

Dom (/) = R 3 - { (0, 0,0) } 

Por otro lado, a la expresión el valor de la función J[x, y, r) = 


1 


es estrictamente positiva y la podemos hacer tan grande o tan pequ< 
queramos, tomando puntos cercanos o lejanos al origen. Luego. 

Rang (/) = (0, oo) 

b. (x, y, r) e Dom (g ) O z - x >0 O z > x. Esto es, 

Dom (/') = | (x,y,z) 6 R 3 / z > x J 


Es fácil ver que: Rang (g) = E 


El gráfico de una función de tres variables,/: E E es el conjunto 

y ‘ z * u ) €R /w -f(x t y,z) y [x,y tZ )eE J 

Este gráfico, por estar en un espacio de cuatro dimensinn^ „ . .. 

Para ayudamos en el estudio de la función f contamos ™ i * tS dlfíci í visual,z j r ^ * 
que son las superficies que tienen por ecuación * ^° Js sl, Petl!eies de nive ■ 

z) - k , donde k es una constante 


EJEMPLO 8. | Identificar las superficies de 

a * ./í- v * y* z ) ~ -V 2 + y 2 + z 2 
b - g(x, y,:) = z 2 - x 2 - -.2 


luvcl de 'as funciones: 


Solución 
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a. Las superficies de nivel son las gráficas de la ecuación .v 2 + r + r = k 

Si k > 0, la superficies es una esfera de centro en el origen y de radio \¡~k 
Si k = 0. la gráfica consiste únicamente del punto (0, <U), 0). 

Si k < 0, no hay superficie de nivel. 

b. Las superficies de nivel son las gráficas de la ecuación z 2 -x 2 - r = k 

i* 

Si k > 0. la superficies es un hiperboloide de dos hojas. 

SÍ k - 0, ia superficies es cono 

Si k < 0. la superficies es un hiperboloide de una hoja. 


PROBLEMAS RESUELTOS 3.1 


PROBLEMA 1.1 La función/: M~ -> R es tal que j[x + y, x - y) = 4xy 


Solución 


1. Hallar la fórmula que defina a /.v , y) 

2 . Hallar /( 2 , 5). 

3. Hallar 4). 

O 

4. ¿A dónde manda / los puntos de la hipérbola x —y = 1? 


1 . 


Sea x + y = a y x-y = (3. 

x + y 


Resolviendo el sistema 


Ahora, 


x - 1 » = 


a , ,, or + P 

hallamos que x = - y v 

/? 2 * * 


a-p 


/( a, (3 ) = J(x + v, a - y) = 4xy = 4 
Esto es, / (a, f3 ) = a - j?. 




a + fí 


\ 


- 




a- ¡3 


\ 


•) *> 
= a-p~ 


~ J 


En igualdad anterior, cambiando la variable a por la variable .y y la variable /? 
por la variable y, obtenemos: f{x,y) = x~ —y". 

2. yf2,5)-2 2 — 5 2 = ~ 16 

3. yf 3x, 4) = (3.y) 2 - 4 2 = 9x - 16. 

4. Si (t, y) es t¿ en la hipérbola, entonces x 2 — y~ ~ 1 y /(v.yj = a* — y~ = 1 . 

Esto es,/ manda a los puntos de la hipérbola dada a 1, 


























LEMA 2. 


Solución 


Sea g{\\ y) = V a 2 -1 


y 


X, y) = \M- 



D 


g = { (- v * 3 ; )el 2 /r-l >0 


2 > 2 


j(x,y) g R 2 /x 2 > 1 


= | (x,3>)gR 2 /x < 
Dh = | .v, vi eR 2 / 4 - 


1 v x > 1 



/ >0 


x, y) e R 2 / y 2 < 2 2 




e M 2 /-2 < 3 ; < 2 



{ (x, 3 -)gR /x < -1 v x > 1 J p) i (x, y) e M 2 /- 2 < y < 2 




PROBLEMA 3. 



./ (-v, v) = 


v 2 -X 





-v" + v 2 — 9 


(a-, y) e D¡ <=> 


V 2 - A' 


2 2 
x" + yr - 9 


>0 


^ ( J r ~ x > 0 a/+x 2 -9>0) V ( v 2 - 

<=> ( x <y 2 a x“ + x 2 > 3' ) V (x > y 2 


x < 0 a x“ + x 2 — 9 < 0 ) 


A X + 


2,2 2 


Si/?i — | {x,y}/x<y 2 

entonces D¡ ~ (J 


x < 3~) 


2 - 2 . -.2 


A X-+y >3- y R 


x <y)'x > \r A v ' + v 2 < 3 2 }, 









m 
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Solución 




\ 



Sea eos 


-i 


V ^ J 


= # Luego, - = eos O 

x 


Pero, X > 0 v x < 0 



Si x > 0, entonces 




Si x < 0, entonces 

V V 

-1 < — A — < 1 Z=> 

X x 

En consecuencia. 


x ^ y a y < 


~ x —y a y >x 



D f~ \(x,y)/x > 0 a-x< v a 



PROBLEMAS PROPUESTOS 3.1 



>• Sea f(x,y)-xy- I, hallar a./(3,-2) b. /(5, 4 y) c. f(x +y,x- 


>0 


Rpta a./(3, -2) - -7 b. /(5,4y) = 20y-I c. /(x + y, x-.v) =x 2 -y - 


2. Sea /(*, 



x y-xy~ + ],x(f) = 2t^ y y(/) = -f~t , hallar 


b, 




Rpta. a.f(x(t), y(t)) = 4t b 77 - 2/' + 1 b. /(.v( 1), y( 1)) = 3 
(•'■>3') = e* , x(t) = ln (/) y y(t) = In (1 //), hallar 

a./WO, >’(/)) b. /(.v(2), v(2)) 





-X )+X 


>■(2)) = 4 
b. /(2, I) 

b./(2, 1) = - 13 
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a. — ,si gi)’)-f(hv) 
dy 


b. —, si h(x)-f(x,x) 


dx 


Rpta a. 


dg _ 2v 


l/v 


1 + 1 


b. 


cih 



x 


6. La función /: R 


R es tal que fix + y, x - y) = x + y)\ Hallar la fónnula 
defina a fix , y). /?/?/«. fix, y) = —(x“ + xvj 


que 


7. La función / es tal que / (.v/y. x + y) - a* -y . Hallar 
a. La fórmula que defina a fix , y), b. El dominio de/ 


_. x -V -1 2 

a. / (x, v) =-v“ 

.v +1 

2 

8. Sea La función fix,y, z) — xy>z -3. Hallar: 


b. Df - {(x.y)/x * -1 j 


a. /2,-l, 1/3) 


2 i 


b. fi~t, r, e ) 


Rpta . a. - 


29 

9 


b. -fe -3 


c, fia+b, a~b , ó" > 


2.4 .6 -j 

o. ci h — o —3 


En tos problemas del 9 al 18 hallar el dominio y el rango de la función dada . 


9. f(x, v’) = x“ - 

* -V 

10. /(x,y)- x^/y 


11 * f(x,y) = 


v -2 


v. 


V 


Df — R 2 , 

Rpta. Df = { (x,y)/y > 0 j, 
Rpta. Df = { ( x, y ) / y > 0 }. 


Rang (/ ) = [-2, oo). 
Rang (/) = K • 

Rang (/ ) = R • 




12. /(x, v) - yfx + y 


/?/?/£/. Df - f (x,y ) /x + y > 0 }, Rang(/) = [ 0. & 


13. ./ ■ r, >■) - sfx+fj: Rpt a , Oj=l (x.y)/x>0 a y > 0 }, Rang (/) =[ 0. *)• 


14. /(x, y) = 


1 + 1 


rj } R P ta - D f ~ ! (*,y)/x>0 Ay>0 




15 


VI 



y) - yfx)’ 


Rpta Df- {(x, y) /x > 0 a y > 0 ¡ U {(x, 



x 


1 6- f(x, y) = D 


0 Ay < O 1 }, Rang {/) ( ^ 


x 


) ~ Rpta- Df — j ( x, y ) / x 2 


V a <9 , 



17 * 


18. f{x, y) = 


4- V‘ 



Rpta. Df , Rang(/) =[ 0, oo). 
R P laD f = R- -{(0,0)}, Rang ( / ) 
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19. f{x,y) - sen ( v~ + y* - 3 j 

Rpta.D r = { (x.y)/2<x 1 +y~ <4 }, Rang (/ ) =[-tó, jt/2] . 


En los problemas del 20 al 29 hallar el dominio de la función dada. Describa el 
dominio en forma simbólica y en palabras 

20 . /(x,,y) = to(* 2 +/ - *) 

Rpta. Df — | (x,y)/x“ + v“>l j. Los puntos del plano cpie están fuera del 

círculo unitario, excluyendo los puntos de la circunferencia unitaria. 

21 . /(x, y) = ln ( xy ) 

Rpta. Df— { ( x, y ) / x > 0 a y >0 ] U ¡(x, y) / x < 0 a y < 0 ¡ . Los puntos del 
plano que están en el primer o tercer cuadrante, excluyendo los ejes. 

22. f(x t y) = ln (y + x) y y - x 

Rpta. Df— { (x,y )/ y > -x a y > x j. Los puntos del plano que están arriba 

de la rectas y = -x, y = x, excluyendo los puntos de la recta y = -x e 
incluyendo los puntos de la recta y = x que cumplen con x > 0. 


23./(x, y)= sen 1 (x) +y. 

Rpta. Df— { (x,y)/~ 1 < x < 1 } . La franja vertical del plano encerrada por la 


rectas x — —1 y x = 1, incluyendo las rectas. 

24. f (x, y) = sen* 1 (x) - sen" 1 (y). 

Rpta. Df- { (x. y) /-1 < x < 1 a -1 < y < 1 } ■ El cuadrado del plano encerrada 
por la rectas x — ~l,x =1, V — — 1 y )' = 1 incluyendo los lados. 


25. f(x,y) = yj y-yfx 


riba 


Rpta. Df=i (x,y)/y>sfx a x>0 ¡ . Los puntos del plano que están ar 

de la rama parabólica y = sTx y a la derecha del eje Y, incluyendo a 
los puntos de la rama parabólica y al semieje positi\ o 1. 


26- /(x, y) - yj x-yfy 


Rpta. D f = j (x, v)/x>yfy a .y > 0 } . Los puntos de! primer cuadrante que 

están a la derecha de la rama parabólica x y[y »incluyendo lo p 
de ésta y los puntos del semieje positivo X. 


11 ' 't'M’)= yf\n(\ + y-x) 




















Los puntos del phuto que están a, 


recta v = v, incluyendo sus puntos. 




28. f(x,y)={x->' 

D = j ( v }. Los puntos del espacio que están arriba del 


plano 2 = i. incluyendo los puntos del plano. 


29 


2 ~> 

r 


. my)= yl x 2 + y 2 +z 2 -1 +ln(4-.v 2 -; 

D/ = { ( .V. v, z) /1 < .V 2 + y 2 + z 2 < 4 }. Los puntos del espacio comprendido 

L 

e/7ír ¿» / a5 esferas centradas en el origen y de radio 1 y 2 incluyendo sólo 
los puntos de esfera de radio 1 . 

En los problemas del 30 al 36 describir las curvas de nivel de la función dada . 


30. /(-Y, y) = sfxy 


Rpta. Familia de hipérbolas: xy - lé 


I 7 T 2^2 

31. / (x,v) = V - a" Rpta. Familia de hipérbolas: y — x~ = k 


32. f(x,y)= lnív-.v 2 


33. f (x, y) = e A " + ' 


2 te 

Rpta. Familia de parábolas: y — x + e 


} j 

Rpta. Familia de circunferencias: x + y — ln k, k >1 


34. f(x 9 y) = y¡ 4- 4x~ - y 2 Rpta. Familia de e/í* 



4* 




i 


7 7 

Ir 4-!c 


= 1, 0 < A < 2 


4 


35. f(x, y) 


2 y 


36. f (x, y) - 


2 2 
x + y 

2 o 

-Y +2 y 

v 2 + 2x 


2 2 * ' 
Rpta. Familia de circunferencias: x : + (y -1/k) - ii k 

Rpta. Familia de hipérbolas: —--y- - ^ ^ ^ ' * 


k 


-\)k 


k 3 -l| k 


En los problemas del 37 al 40 describir las superficies de nivel de la función dodo> 


37 * ffcy, z \ ~ x — z . 


7 

Rpta. Familia de cilindros: x — z~ + k. 


2 

J (** y* z ) = ( y" + y 2 + z 2 j . Familia de esferas: x 2 + y 2 + z 2 = /Á 


/(a, y. z) — \Í4x 2 + 4y 2 


z . 


Rpta. Familia de paraboloides: 


z + k 


« x* + / 


2 



40. / (J[ , y, 2 ) _ y 9 x 2 + 4y : + 6z . ffp/a Familia de conos 
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C ONJUNTOS ABIERTOS Y CON, UNTOS CERRADOS 


DEFINICION. 


Bola abierta. 

Sea Xo mi punto de K n y r > 0. La bola abierta de centro en 
Xo y radio r, denotada por r ), es el conjunto de ¡puntos x de 

R n que están a una distancia de x 0 menor que r. Esto es. 


fí(x 0 . /*) = { X 6 E n / | X 



Veamos como es una bola abierta en los casos particulares n - 1, 2. 3. 


a. Si n = 1. entonces R n = R, x () es un número real y la norma es el valor absoluto. 
En este caso, la bola abierta B(. v n , r) es el intervalo abierto (x 0 - r, x Q + r). En 
efecto, 


x — Xo 


< r 


-r < x - x 0 < r 


xo - r < x < r + Xo 


Luego, 5(xo- r) = {x el/ 


X - Xo 


< r} — (x 0 -X 0 + /*) 


b. Sin-2 y si x 0 = (x 0 , yo) y x = (x, y), entonces la bola abierta B(Xo, r) es el 

conjunto de puntos ‘•interiores" del círculo de centro en (x 0 , yo) >' radl ° r * Est0 
es, el conjunto de puntos del círculo que no están en la circunferencia. En electo. 








Luego. 


ñ(x 0 , r) ={(x,y) e R" / ( v-.v 0 )‘ +í) 



c. Si n = 3 y si x« = (x 0í ye, ^o) y x ” (** y* z )* 
el conjunto de puntos “interiores” a la esfera 
En efecto, 


entonces la bola abierta B(\ {h r) es 
de centro en (Yo, yo, -o) y radio r. 
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Cap* 3 


Derivadas Pa*^ 



DEFINICIONES. 1 Sea U un subconjunto de 



a. Conjunto abierto. 


Un punto x de V es un punto interior de U si existe r > 0 tal que B(x , r) C U. 
Un conjunto U es un conjunto abierto si todos sus puntos son interiores. 

b. Punto frontera y frontera de un conjunto. 


Un punto x €R n es un punto frontera del conjunto U si toda bola abierta 
B(x , r) con centro en x contiene aí menos un punto de U y a! menos un punte 
que no está en U. La frontera de f/, es el conjunto formado por todos sus 
puntos frontera. A la frontera de U se lo denota por dU. 



X es punto interior de U 


x es punto frontera de f 


c. Conjunto cerrado. 


Un conjunto es ceri ado si contiene a todos sus puntos frontera. Eso es, A 


cerrado si dACZA. 




a. El espacio total R es abierto, ya que todos sus punte 
interiores, r-.n efecto, si x es cualquier punto de R n ,tod¡ 

ierta R{\, >). cualquiera sea el radio r, está contenida en 
demostraciA a ' 3 ' ei / a ^ x °> es un conjunto abierto. 

demostración en el problema resuelto 8. ' 


















c. La frontera de una bola abierta B(\„, r) de es la 

circunferencia que la bordea; es decir, la circunferencia de radio 
r y centro x ft . 

d. R es cerrado. En efecto, es evidente que M n , por ser el 
espacio total, no tiene puntos frontera. Es decir. cR n =0 y 

como 0 d M , entones M n es cerrado. 

Si un conjunto contiene sólo a algunos y no todos sus puntos 
írontera, entonces el conjunto no es ni abierto ni cerrado. 


LIMITE 

Consideramos una función de n variables / : U donde V d R n es un 
conjunto abierto. Sea x () un punto de Ü o un punto de su frontera. El significado de 


Lim /'(x)=¿ 

es enteramente análoga al caso de una función de una sola variable. Intuitivamente, 

Mgniíiea que a! valor j[x) lo podemos acercar a L tanto como se desee con sólo 

mantener a x cercano a x<j. La precisión de esta idea la establece la siguiente 
definición. 



Sea f:U d R n —donde U es un conjunto abierto. Sea x 0 
un punto de U o un punto de su frontera. Diremos que el límite de 
J(x) cuando x tiende a x fl es L, lo cual lo escribiremos asi 

Lim /(x)~¿, 

x^x 0 

si dado cualquier c > 0 ( por pequeño que sea) existe 5 > 0 tal que 


0 < || x - x fl || < 5 A x g U 


I ./(X) - L 


< £ 


0) 


La desigualdad 0 < x - x 0 | implica que no consideramos el caso x = x 0 , lo cual 
S| gnifica que para el límite, el valor /(x 0 ) no interesa. Aun más, la función puede no 

es ar definida en el punto x 0 . 

D 

or otro lado, la condición x e U de la expresión (1) sólo es necesaria cuando x 0 
g j 111 punto de la frontera de U. En efecto, si x« e £/, como U es abierto, se escoge 

XwjjHgmemente pequeño para que la bola abierta B(x o, ó ) esté contenida en 

n csle caso, 0 < x-Xq < 5 implica automáticamente que x e U y en 

fiar de (1) se simplemente así: 


0 < 


x - 


*0 


< ó 



/(x) - ¿ | < e 


( 2 ) 


















| obs e rvación^ 



i n el caso particular de que / sea una función de d 
variables, esta definición se expresa así: 0s 


Sea f: V d R, donde Í7 es un conjunto abierto. Sea (* 

un punto de U o un punto de su frontera. ** V ‘ 


0 * Jj) 


Lim f(x,y) = L, 

(jf.jO-HWo) 


si dado cualquier e > 0 existe 5 > 0 tal que 


0< 


JV- 


Y ~) +{y-)’a) < 6 A (x, y) e u 


o 



y) ~ L 


<e 



Mediante la definición de límite probar que: 


Solución 


1. Lim x =a 
(x.jWa.M 


2. Lim y—b 

b ) 


| El dominio de ambas funciones es U=R 2 . Por lo tanto, la condición (.y. v) e V 
se cumple automáticamente. 


1. Sea J[x,y) — x y L = a. Entonces I f(x, y) ~ L 


x - a 


Luego, dado e > 0, debemos hallar 8 > 0 que cumpla: 


0 < \¡ 1 x-a)~ +(y-b) : <5 



x - a \ < £ 


( 1 ) 


Bien, tenemos que 


x - a 


(*-«)“* yj (x-af+(y-bf 


( 2 ) 


En consecuencia, para el e > o dado, tomamos 8 = 


Veamos que se veri tica (I). En efecto. 


0 



por (2) y considerando que 5 -z 


+ (.v-ó) 




x- a | <5 


2. Similar a 1. 


x — a 


< £ 


®£toX] Mediante la definí 


probar que 


Lim 


2xr 


Sol ución 


(*•.* )">(o, 0) v 4 + „2 


= 0 


hi« 



































11 dominio de la función f(x, y) = 



es U= 


- TTh 2 


*M(0,0)} 


Dado e > 0, debemos hallar 8 > 0 que cumpla: 



0< \/ (v-0) + ( v 


0) < 5 A (*, y) € £) 



O sea, simplificando. 


2n 


4 2 

* + v 


-0 


0< 


Bien, 


1 x 2 + y 2 <8 => 

T 2 

2xy 


V 4 2 

x + v 


( 1 ) 


2xv 2 

•w 

II 

KJ 

* 

2 

y 

» * 

< 2 


2 

y 


i * r 

4 , 2 

X + y 

m 

,.4 . 2 

x + y 

X 

1 

) r 

= 2 

! X 

= 2Vx 2 < 2V 


( 2 ) 


Luego, tomamos 8 - | y teniendo en cuenta (2), obtenemos (1). En efecto. 


0< Jx 2 + v 2 < 8 = 


2 



/ 2 ? 
' , / v 4- V 


a* -f y “ < e 




< 8 


En el siguiente teorema presentamos las leyes de los límites para funciones de 
vanas variables. Estas leyes y sus demostraciones son las mismas que las 
correspondientes leyes de los límites para funciones de una variable. 


TEOR EMA 3. 1.1 Leyes de los límites para funciones de varias variables. 


Sean f g: U 


R n —> E dos funciones definidas en un 


conjunto abierto de R n . Sea x () un punto de U, o bien, un 
punto de su frontera. Supongamos que 


Lim f(x) = L y Lim #(x) = M 

\ X—>x 0 


Entonces 


1. 


Om (f ±g)(\) = Lim(/(x)±£(x)!= Lim/(x)± Lim£(x) =L±M 

, ' >, 0 X—>Xn X->X„ *- >I 


0 


o 


2- Lim(^-)( x j = Lim(/(x)á-(x))= Lim/(x) Limg(x) =L M 




x—>x 


u 


X ^X(, 


X "> X0 



Lim (cf '\ x)} = c Lim /*(x) — c L, donde c es una constante, 


o 


o 
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4. Lini 

\->x L , 


f\ V t í 
J x) Lim —— 


8 j 


Lim f(\) 

x—^ x o 


L 


Lim g(x) 

x-^xo 


M 


M* 0 


5. Lim ^/(x) = n I Lim /(x) = \T¿ , donde L > 0 si n es par. 


>v 


o 


x->x 


0 


COROLARIO] Si/:R 2 -> 1 es una función polinómica, es decir, 


fixy) = /c m „x m y n , donde c mn es una constante, 


m.n 


entonces 


Lim /(*,>>) = y C „,/T = f(a,b) 

(.v.;')-»(o. h) 


m,n 


Demostración 


Lim f(x,y) - Lim 

(x. }’)->(a, ¿) 



m j 

c y v 
^ mn s 


m.n 


2-(*.Ík«.*)( c "" 


x m v" 


por (1 > 





m,n 


Lim 
(x, v)->(o. h) 


ni n 


mn . ,.(- Y y 


por (3 i 





c 


mn 




Lim 


x 


m.n 


{{x,y)-+{a,b) 




y 


\» 




Lim y 

(x.v )->(«. b) 


por (2) 


/ 


■i 


á ñ jJ7 

c mn a b 


por el ejemplo 2. 


m.n 


El corolario anterior se refiere a funciones polinótnicas de dos variables. 
variables ^ ^ ^ también se cum P lc para funciones poiinómicas de 3.4 o más 



Aplicando el teorema anterior y su corolario, hallar 


a. 


Lim 


3.v“ v-2 


íx, 21 v“ j 2 

' ■ / \ ,f *- ) x 4- y 


b. 


í Am 


3/ 2 ,2 1 -2 _5 
yjx +y + 


{x,y.z)~>( 0. 0, I) * 3 + y 3 +Z 3 + 1 


Solución 





I 
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a. 


Lim 


3x ¿ v-2 


Lim (3 a- 1-2) 

_ (*.v)->(-l, 2 )' / 


(v..l)-+l, 2) X ~ + y 1 


_3(-l) 2 (2)-2 4 


Lim 

(•' > )->(-], 2 ) 


X + V 


1 


(- 1 ) 


-.2 


b. 


Lim 


fx 


2 2 2 

+V + 2-5 


Lim 


0 . t) 


3/2 2 2 

x + y z +z 2 - 5 


x.y, 2 )-+( 0 . 0. ! ¿ + + z 3 + ] 


Lim * 3 +y 3 +z 3 + 

(*,>•, z)->(0. 0,1)' 


1 


3 1 Lim 

( x.y. z) ->(0. 0, I) 


/ 2 2 2 \ 

1 x~ + y- + r“ - 5 


Lim 


(.v.y,r)->(0. 0, 1| 


3 3 l \ 

x + y + z j + i |i 




+ 0 2 +l 2 -5 ^7-5 


-4 


O 3 + O 3 + l 3 +1 


- 2 


1 + 1 


INDETERMINACION DE LA FORMA - 

0 

Muchas veces, al calcular el límite de un cociente, cuando el límite del numerador 

. 0 
y el límite del denominador son ambos 0, aparece la forma indeterminada —. Como 

0 

el caso de funciones de una variable, la indeterminación puede salvarse mediante 
procesos algebraicos como simplificación o racionalización. 


[EJEMPLO 5. 

Evaluar 

.v 3 y 3 -1 

Lim -- 



(.v, >')-+( 1 , 1 ) x 2 y ~-1 

Solución 



». X 3 V 3 - 1 

Lim ■ - 

(at- 1 )(. 0 7 " + x}' + *) 
Lim --"TTT T\ 


(*.y]h*(u) x 2 y 2 -1 (*.y)-Kl ’0 (*f-l)(*>’ + 1 ) 


12 , 

x y + xv +1 

Lim —-- 7 -= 

(*.+(!. 1 ) W + l 


i*i“ + ll 1 +1 



I{1)41 


3 

2 


LIMTES A LO LARGO DE CAMINOS 

N “estra intención, en esta parte, es extender las ideas de límites laterales tratados 
U nuestro primer curso itc rálculo. 
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Supongamos ahora que tenemos una función de dos variables, z = J[x, y). y 
punto (x 0 , Vo) en su dominio. En este caso, nos podemos acercar a (x 0 , jp 0 ) a través 
de las infinitas curvas que pasan por f.v 0 , yo). De todas estas curvas, tomaremos las 
que son suaves, o sea las curvas que son descritas por funciones que tienen deriva 
continua. A estas curvas las llamaremos caminos o trayectorias. Si C’es un camino 
al límite de la función ftx, y) cuando f.v, y) se aproxima a (x 0 , y 0 ) a lo largo del 
camino C lo denotaremos así: 

Lim f( x >y) 

(x,y)->(x 0 ,y 0 ) 

(ahí arg o de C ) 


Recordemos la definición de límite dado anteriormente para funciones de dos 
variables: /: U CI M 2 -» M, 

Lim f (jc,y) = L, si dado cualquier £ > 0 existe 5 > 0 tal que 
(x, y) >(x 0 >y 0 ) 



y) - L 



Aquí, la única restricción que nos ponen para aproximamos a (jc n , vo) es que no 
salgamos del dominio U. Por lo tanto, el límite siguiendo cualquier camino ( 
contenido en el dominio U y que pasa por (jto, yo) deber ser también L . En 
consecuencia, si existe un camino a lo largo del cual el límite no existe o si existen 
dos caminos a lo largo de los cuales obtengamos límites diferentes, entonces el 
límite tampoco existe. En icsumen, tenemos el siguiente resultado. 


| TEOREMA^ 


Regla de las trayectorias 


1. Si 


2 . 


3. 


( r „w m entones, para todo camino C que 

pasa por (x 0 ,y 0 ) se cumple que Lim fíx . v) = L 

(-v. v)-»(jr 0 , v 0 ) 

(a lo largo de C) 

exkti^d i U1 ? am ‘ no ^ c l ue pasa por (x 0 , yo) para el cual no 

íste el límite de / a lo lirón h#» • 

./ iu uugo de C , entonces no existe 

cuales obtenérnoslos V 1U¿ f as ?. por (v °’ - v <>) a través de los 

límites diferentes, entonces no existe 

Lim 





Un límite no existe. 
Evaluar Lim — 


1 
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Solución 


1. Hallemos el límite a lo lanío det ^ y „ 

g ° ael eje X ’ 0 sea » a lo largo del camino 

C 1 = { (-V. .V) / y = () ) 


Lim 

(■wHt o) 

( a io largo de C¡) 


v 


2 2 
JE + y - 1 


~ - Lim 


O 2 


x 2 +0 2 


-1 


- Lim 0=0 

x —>1 


2. Hallemos el límite a lo largo de la recta vertical 
a lo largo del camino 

{ (X, V') / X = 1 } 


que pasa por el pumo ( 1 . 0 ), o sea, 


Lim 

0 ) 

(a lo largo de C\ ) 


V 


x~ + v“ -1 


Lim - 

v->0 i- + v 2 _] 


= Lim = 

V->0 \T 


Lim I = 1 

3'—>0 


Estos límites son diferentes. Luego, no existe Lim 


v 


i. O ), 2 + v 2 -i 


EJEMPLO 7. 


Otro límite que no existe. 


Evaluar Lim 

(.to<)->(0. 0J 


2 

* V 


4 2 

.Y + v 


V 


Solución 


L. Hallemos el límite a lo largo del eje X, o sea, a lo largo del camino 


c I = { (jr, y) ¡ y = 0 } 


Lim 

(*..v)->(o, 0 ) 

(a lo largo de C ¡) 


x 2 y 


x 4 +y 2 


= Lim 


x 2 0 


Lim 


0 


.Y^-fO 2 v-> 0 X 4 


Lim 0 = 0 

x —>0 


2. Hallemos el limite a lo largo del eje Y, o sea, a lo largo del camino 


C i = { (x,y)/X = 0 } 


Lim 

U.y)-*(0.0) 

(a lo largo de C 2 ) 


i 

x y 


4 2 

x + y 


= Lim 


O 2 v 


v-»0 O 4 + V’ 2 


= Lim 


0 


y ~* 0 y 


= Lim 0 = 0 

y -»0 



A esta altura podríamos sospechar que el límite 
con un tercer camino. 


es 0. Sin embargo, 
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3. Hallemos el limite 


, . ,, t„ |,„h V = v 2 ’ o sea, a lo largo del camino 

imite a lo largo de la paraooiay * » . 


C 3 = { (jr, v)/ >» = X 2 } 


Lim 


-V V 


2 / 2 
.v Lv 


(.v.rHo.o) 
(alo largo de C$) 


4 2 

.v + y" 


= Lim 


A' 


1 1 


.y-»0 4 


• t4+ (’ f2 ) 


x—>o 2 a 


y —>0 2 2 


Como tenemos caminos a lo largo de los cuales los límites son diferentes. 


concluimos que no existe Lim 


.r' y 


(*. v)->( 0 . 0 ) ,v 4 + v 




Un límite que existe. 


Evaluar Lim 


2 2 
x v 


(x, >•)->{ 0 , 0 ) +y 


Solución 


1 . Hallemos el límite a lo largo de la recta y = mx, O sea C \ = { (a\ y) / v = mx ). 


Obseivar que cuando m - 0 tenemos el eje X 


Lim 

('-y)—>(o. o) 

(a !o largo de C,) 


*> ^ 
X“ V 


i 2 
X“ + V 


x"(/?jx)“ m 2 x 3 

Lim ——-— = Lim---- 

,v ->0 y~ -f ( ;; 7 .y) x ~ ( | + x -2 j 


i > m 2 x . m 2 ( 0) 

Lim-- = Lim-= Lim 0 = 0 


x->o 1 + x \ + m 2 x ->0 


2. Hallemos el límite a lo largo del eje Y. C : = { f v , y) / v = 0 } 


Lim 


( v, y)—>(0, 0¡ ^,2 

(a lo largo de C 2 ) 


x 2 y 2 o 2 y 2 

— = Lim U 3 


v~*0 O 2 + y 2 


Lim 


0 


v -»0 --2 


— Lim 0 

y~ y->0 


= 0 


3. Hallemos el límite a lo largo de la parábola y = x 2 

2 

y 4 

- Lim--—___ 



- ! i - 2 >■ 


o sea C 3 = { (.V-, y) / y = ¿ \ 


,.v 



/ • *' () ) Jl ( 2\ 2 

(a Jo largo de C,) A + (*" ) 


*-* ü -V ; 11 + Jf- 


- Lim 


0 


•v->0 I + V- 


1 + o 2 


= 0 



* 





i sast rsrr 

**...s-iSaSSr 





conjeturar que existe el 
a aceptarla como cierta* 


ado e °»debemos hallar 6 



> 0 tal que 
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7 7 

x y 

7 

X + V 


O 




Bien, tenemos que: 



** 7 

x~y- 

II 

i # 

"tJ 

1 

4 2 2 

a* +xy 

¥ 


7 7 

X + v 

# 

7 2 ~ 

x + y 

7 7 

x + y- 

7 7 

A*" + 1'“ 


. ^ ^ i e 2 

< x~ < x + v < 8 


Esto es. 


"> *> 

x y" 

7 7 

x + \r 

w 



En consecuencia, tomamos 



Comprobemos que esta escogencia para 8 funciona: 



La regla de las trayectorias para probar la no existencia de un límite, aunque la 
hemos enunciado para funciones de dos variables, esta es válida también para 

funciones de 3 o más variables. 


EJEMPLO 9. Probar que el siguiente límite no existe 


1 .un 


2 3 

AT Z 


r)->( 0. 0, 0) . V 6 + 


Solución 


1 . Hallemos el límite a lo largo del eje X. ( i~ \(- v O * -) ^ ) - 0, z — 0 J 


Lim 


2 3 

at r 


(•V. y, z)-d0, 0, 0} x (> +r 6 
(a lo largo de C ( ) 


r . -v(0) 2 (0) 3 

Lim—- — 

x->0 6 


0 


.v° + (0) 


,r-»0 


V 


(> 


Lim 0 = 0 

v 0 


I fallemos el limite a lo largo de la recta 



C i= { (a, y. z)/ y = x = z } 
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Lim 


2 3 
XV Z 


(.v,y.z)-»(0, O, U) x" +Z 
(a lo largo de (\) 



v->0 X 6 + (* ) 


x —>0 2 


i J m 

Como tos dos límites son distintos, el límite ^ z )->(o, o, o) v 6 4 - r 


2 3 

XV - 


no existe. 


CALCULO DE LIMITES MEDIANTE COORDENADAS 

POLARES O COORDENADAS ESFÉRICAS 

Aleunas veces, para evaluar ciertos límites de una función de 2^ variables, es 
conveniente hacer un cambio a coordenadas polares. En el caso de 3 variables, es 
conveniente cambiar a coordenadas esféricas. En términos precisos, 

1 . Si buscamos Lim / (x,y '!, haciendo el cambio x = r eos <9, y = r sen 0 > 

(x, y)->(0, 0) 


tenemos la función F{r, 0 ) = f{r eos 0, r sen 0 ). 

I 7 T 

Ahora, sabiendo que r = \¡ x~ + y" , tenemos que (x,y) 
Luego, Lim /(x,y) = Lim F(r,0). 

l^H0,0) ' ' r->0 + V } 


2 . Si buscamos Lim f(x, y, z), haciendo el cambio 

(jr,.>\rJ->(0.0. o) ’ 


(0 , 0 ) 


r 


0 " 


x p sen $ eos 0, y-psen {¿sen 0 ,z = pcos 
obtenemos la función F(p, « # ) p sen * eos (K p sen $ sen 0 . p eos 6) 


Ahora, como p = J x~ + )> 


2,2 

+ z 


tenemos que (x,y, z) -> ( 0 , 0 , 0 ) <=> p -+ 0 *. 


Luego, 


Lim 


(xx.r)->f0. 0. D) 


f(x,y.z) 


°' *) 


El siguiente teorema nos dará resouestas ' ■ 
en el problema resuelto 7. s. Su demostración la presentamos 


EOREMA 3 .3 


1# Sl F ^ r * ^ Kñ, donde 

LtmA(r) = ° j entonces 


' &) es acotada y 


^' F{r ' ° ) = ^[s(r, 0)/,(,-)]= o. 


2 - Si F(P, A 




Lim 


ih(n\~í\ ^ ^ ,c *onde g{p y q ^) es acotada y 

♦ ~ b, entonces 














ivadas Parciales 


1 im F(p, 0, <j>)= Um \g{p, 0, <f>)h(p) 1 = 0. 

p-> 0' o* J 




Cambiando a coordenadas polares, probar que 


Lim 


2 2 
X v 


(-V, V)—>{ 0, 0) A - 2 + y 2 


= 0 


Solución 


Tenemos que: 


J 7 


x~ y- (r eos #)“ (r sen 0 )“ 
A X, V) = ■ V ' T = -“9-- 

x~ + v" ( r eos 0 ) + ( r sen 0 ) 


-> T 4 

eos"y sen"# r 
r" 1 eos*"# + sen 2 # 


= eos 2 # sen “(9 r 2 = F(r, #) 

Si hacemos g(r , 6 ) = eos 2 # sen 2 # y /;(r) = r, entonces F(/\ #) =g(r.#) /?(>*) 


La función gt/v 0 ) es acotada. En efecto, 


g(r,0) 


eos"# sen~# 


eos"# 


sen“# 


<(D0)= 1 


Por otro lado, la función h(r) 


7 

-) = r es tal que Lim h(r)= Lim r" - 0 

r->0 + r—>0* 


Luego, por la parte 1 del teorema anterior. 


i i 


L i m * y = Lim f /=•(/-. 0)1= Lim cos‘0 sen‘0 r~ = 0 
(vM 0.0) ^ + ,2 ,_>0* L r-rt tL J 


EJEMPLO 1Ó7] Aplicando coordenadas polares, probar 


Lim 


4 3 

jc y 


- = 0 


(x,y)->( 0 , o) x H + y 

Solución 

Cambiando coordenadas polares tenemos que. 


y 2 (r eos #) 4 (Y sen 0 ! 

4 


cos * 4 0 sen-8 r 1 _ cos 4 0 scrrfl 


y 4 . 

X + V 


i r eos 0) - ¡ ( y sen #) f 


4 ícos 4 0 +sen 4 0 ) cos 4 0 + sen 4 0 





= eos 4 # sen 0_ eg acotac j a g n efecto, 
eos 4 # + sen 4 # 
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g( 0 ) = 



A J 

eos 6 sen 9 


sen 3 # 

< 

sen 3 # 


3/, 

sen 6 


eos 4 # + sen 4 0 


. sen 4 # 

l+— ~r 

cos 4 # 


1 4- 0 






<1 


Por otro lado, la unción h(r) 


r es tal que Lira A (r) 

/*—>o 



r 


0 . 


r 


0 


En consecuencia, por el teorema 3.3, tenemos: 


4 ,2 
A' v 


Lira = Lira 

0)_ v 4 + v 4 r —> 0 * 


i O 

eos ^ sen "6? 
eos 4 # + sen 4 # 


r 


3 


= 0 



Cambiando a coordenadas esféricas, probar que 


Lira 


xv. 


x,y, - -)—>(0. 0. 0) A - 2 + yr + z 2 


= 0 


Solución 


Tenemos que: 


A*- v, z) 


xyr 


2 2 

X + V + z~ 


[p sen $ eos 9){p sen (j) sen 9){p eos <j) ) 

(P sen </> eos 6 ) + (p sen <f> sen &)“ + (p eos (¡> ) 


_3„ 2 / 

p sen (f) eos (¡) sen 0 eos 0 


P 


La función gtfi, <j>) = sen 2 ^ eos <¡> sen 0 


sen~ <f> eos <¡t sen 0 eos 6 * J p 


eos 0 es acotada. En efecto 


§(&, <f>) 




sen (¡) eos (j> sen 0 eos 9 


< 


sen 2 <f> 


eos <f) sen 0 


eos 0 


Por otro lado, la fime 


<(l)(l)(l)(l) = 


En 


'on h( p) pestalque Lim h(p)= Lim p =0 



p—>o 


’ por la Parte 2 del teorema ant™ , • 1 

1LMKl anterior, se tiene 


p ->0 






( Lim xyz 

'■ 2Hoo °)77crx = l ™. 

- * L 



sen **0 eos <f> sen 9 eos 
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CONTINUIDAD 

La definición de continuidad para funciones de varias variables es exactamente la 
misma que para funciones de una variable. 



Sea f-.U CR% I una función definida en un abierto U de 


la y sea x 0 e U. Se dice que/es continua en \ 0 si se cumplen que 

Lim f (x) — /fx 0 ). 




También se acostumbra definir la continuidad del siguiente modo: 
/ es Continua en x 0 si se cumplen las condiciones siguientes: 

1. / está definida en x 0 . Es decir, existe /(x 0 ). 

2. Existe Lim /(x) 

3. Lim/(x)=/x 0 ), 

x-»x 0 

Observar que la tercera condición ya lleva implícita a las dos primeras. En efecto. 
Lim /(x) — /(x 0 ) ya nos está diciendo que tanto el límite como f[\ 0 ) ya existen. 

x->x 0 

En términos de c-5 esto se expresa así: La función j es continua en x tí si 


Ve >0 35 >0 tal que I x - \q I < 5 


,/(x)-/(x 0 ) I < e 


La función/ es discontinua en x 0 si no continua en x„. Esto significa que no se 
cumple al menos una de las tres condiciones anteriores. 

SÍ no se cumple la condición 2, la discontinuidad es esencial. En cambio, si se 
cumple esta condición y no se cumple la condición 1 o 3, la discontinuidad es 
removible. Se llama así, porque la discontinuidad puede eliminarse redefiendo la 

función así: 

/(x„)= Lim/(x). 

X— 

2 2 
X V~ 

———~ es continua 
x~ + v“ 


EJEMPLO 12.1 Determinar si la siguiente la función f(x) = 


en el punto ( 0 , 0 ). 


Solución 


El dominio de / es E 2 -{(0, 0 )}. Como/ no está definida en ( 0 , 0 ), no se 
cumple la primera condición de la definición. Por tanto, / es discontinua en (0, 0). 
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Sin embargo, esta discontinuidad es removible. En efecto 


en el ei 


se demostró que 


rede Uniéndola así: 


1 im 


2 2 
X V 


ejemplo 6 


an terior 


(v. >')—H0. 0) v - + Lue fi°’ a / la hacemos 


Ax* v) = < 


0 . 


“> 1 
x v" 

s > (-*'•>’) ^( 0 , 0 ) 
+ y 

si = ( 0 . 0 ) 



Dcteiminar si la siguiente la función g: R 


R 


-V“ V 


g(jf, y) = x 4 + ,,2 ’ 81 ( v ’- v ) ^ (°-°) 


0 . 


es continua en ( 0 , 0 ). 


8 i(*,^) = ( 0 , 0 ) 


Solución 


continua 



xr v 


no existe 


Sabemos, por el problema resuelto 5 , que el límite Lim 

(. y . f )->( 0 . 0)/ +> ,2 

p ec fall a la condición 2 de la definición de continuidad. Luego, la función 

* 65 dlSCOntmua en ( 0 . 0). Esta discontinuidad es esencial. 


DEFINICION, 


Continuidad en un abierto. 

^ ea f .U CIR —> R una función definida en un abierto i 

G ^ ce que / es continua en £/, o simplemente 

con tnua, si f es continua en todo punto x de U. 


EJEMPLO 14. 


Solución 


Verificar que una función polinómica 

/:R2 ^ R - Áx y> ='Z c m ,x n y" , 

rn,r¡ 

es continua en 


^ * a -cualqui, punto dcR 2 . e, corolario al 


i-..)?../(*•>•) - y 


C n m h n - 
mn cl o 


m.n 


teorema 3. nos dice que 

f(o, />)¿¿ 3£l* 
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I sia igualdad nos dice que el polinomio es continuo en el punto (a, b) v. como es 
cualquier punto dcR , concluimos que es continuo en R 2 . 

Por supuesto, este resultado también el válido para una función polinómica 
f: R n —> R de n variables. 


De la definición de continuidad y de las leyes de los limites (teorema 3.1) se 

demuestra, sin mucha dificultad, el siguiente resultado. 


R —» R funciones definidas en e! abierto L 



Sean f,g:U 

de R y sea c una constante. Si /. g son continuas en V, 
entonces 


1. La función f ± g es continua en U. 

2. La función fg es continua en U. 

3. 1.a í unción cf es continua en U. 


4. 


f 

La función — es continua en U - {x e U/ gi\) 0 ¡ 


s 

* 1 V 


,a función /(x) es continua en 
U - {x g U / /(x) < 0} si n es par. 


De acuerdo al ejemplo anterior y a la parte 4 de este teorema, función racional 
es continua en su dominio, que es R n - {x e V / g(x) = o) 


/ 

g 



La fundón racional h(x, y) 


v 


2 2 t 
x + i' — 1 


es continua en 


- {(.r, y)¡ x 2 +y 2 = I } 

O sea, h es continua en todo el plano, excepto los puntos de la 

O 

circunferencia .V + v ~ 1 


El siguiente teorema, cuya demostración omitimos, nos dice que la composición 
de dos funciones continuas es continua. 


TEOREMA 3. 5 


Continuidad de una función compuesta. 


Sea f: V CZ R n -» R, donde U es un abierto deR n . Sea 

hr 

g: 1 R, donde I C 1 es un inten alo que contiene a J{ U). Si 

/es continua enx eí/ y g es continua en /x), entonces la 
función compuesta g o/ es continua en x. 
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EJEMPLO 16.1 Verificar que la siguientes funciones son continuas 


en R 2 


1. F( jc, v) — e x v 


3 


2. G (x 9 y) — sen (xv 


v 2 2 

A -f y 




i) 


3* F'\%y)— £* v - 1 + sen í xy ! 1 1 


x + y +1 


Solución 


1. La función /(.v, y) - .r - y es un polinomio y por tanto, es continua en todo ¡R 2 

La función g(z) = e - es la función exponencial, de cual sabemos ano o 
continua en todo M que es 


Tenemos que F-gof Luego, por el teorema anterior, F es continua en M 2 

y 

2. La función J[x, y) = ——^— es una función cuyo denominados nunca se 

x + y" +1 

anula. Por tanto,/ es continua en todo K 2 . Sabemos la función y(z) = sen - es 
continua en todo E 

Tenemos que G g o f. Luego, por el teorema anterior, G es continua eniR~. 

Vemos que H F + G. Luego, la función H es continua en todo M : . por ser 
suma de dos funciones continuas en E 2 


PROBLEMAS RES! i TOS 3.2 



í^2iLEMAj7j p ro bar que el siguiente lí 


Solución 

Hallamos los límites 



no existe Lim 


x V 


(.v,,H(o. o). v 6 + , 


1 


! 1 ayectorias. 


L Sea C, el eje X C> — / / \ / > 

J c > t (x>y)/y = 0 } 





0 


Uv)->(o 0 ) 6 Lim 

\ a lo largo de C x X * 0 1 jr-*n ..6 


Lim 0 

v -> 0 


= 0 
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Liin 


( 0 ) : 


y 


('■■'H 0 °) (of + v 2 

' A lo largo de C 2 ) ' ' ^ 


0 


y —^0 


= Lim 0=0 


v 


i ->o 


3. Sea C 3 la recta y = m.v, donde w * o 


Lim 

( x, <' i 

(A lo largo de C \) 


•V 3 V 


6 2 
X + y 


Lim 

x -»0 


a 3 (mjc) 


+ ( mx ) 


nix 


x—>0 


T 


4 2 

r + nr 


m.x 


Lim - 

x “»° .v 4 + m 2 


w(0) o 


or+ 


4 2 2 


= 0 


m 


m 


4. Sea C 4 la parábolas y = ar, donde ¿7*0 


3 r 3 1 2 

, . X V x l QX 

Lim -=— = Lim_ 

(x, y)-»(0, 0) x 6 +y 2 .v —>0 6 

(A Jo / ¿irg <3 de C A ) V + 


M 


, • ¿AY 

Lim--- 

Jr “ >0 ,v 4 ^x 2 + a 2 \ 


= Lim 

x —>0 


ax 


a 


-v*" + a 


( 0 ) 


0 


(O) 4 + cr 

A esta altura podríamos conjeturar que el límite si existe 
conjetura es talsa. En efecto, tratemos este otro camino. 


= 0 


a 


y es igual 0. Nuestra 


5. Sea C 5 la curva r = x\ 


Lim 

(x,y)-+(0, 0) 

(A lo largo de C 5 ) 



6 2 
x + y 


= Lim 

- v —>0 



Lim ——-= Lim — = 

x x 1 (1 + ]) x—>0 2 



Como los límites por caminos distintos no son iguales, el límite no existe 


5R QBLEMA 2. 1 Cambiando a coordenadas polares, probar 


ti ? 

sen (x + y 

1. Lim -- 1 = 1 

2 2 

le* 


fx,>-)->fO, 0) 


X + v 


Solución 


2, Lim 

(x.M 0) 


(* 2 


x sen x + \ 


) 


2 2 

X + V 


= 0 


*• Recordemos que Lim= I y que r=yfx 2 +y 2 


0 u 
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Tenemos (x, y) —> (0,0) <=> r -> 0 + . Luego 


Lim 

(x.y)-HO, 0) 


sen | x*" + y 2 

7 2 

X 4* V 


/ 


= Lim 

r->0 + 


/* 


sen (//) 

Lim-= 1 , donde u = / ~ 

w—» 0 + w 


2 . Lim 

(x, y)-»(0, 0) 


2 2 
x sen i x + v 

7 2 

X" + Y*“ 


Lim x 

(a. y)~»(0, 0) 


sen (x 2 + y 2 


Lim 

(a. y)->(0, 0) 


7 7 

X 4 - y" 


= [ o ][ 1 ] =0 


PROBLEMA 3. | Cambiando a coordenadas polares, probar 


Lim 


(* 3 


sen x + v 


{-v,y)->(0. 0) x 2 + y 2 


= 0 


Solución 


sen 


(* 3 + v 3 ) _ sen | r 3 ^cos 3 # 4 -sen 3 # J 

0) .v 2 + y 2 r—»0 + ,- 2 


Lim 


(Aplicando la regla de L'Hopital) 

= Lim 3 '‘ 2 ( COs3|9 + sen 3 ( 9 ) cos ('' 3 ( cos 3 6 ' 


Lim 


+ sen"’# 


2 r 


Lim 

r-> 0 + 


|(cos 3 0+sen 3 0) c osír 3 ( 


cos 3 #4*sen 3 #lb 


Pero, 


^ ~^0s?#+m 3 #|co8Ír 3 lcos 3 #4- s , 



seir 0 es acotada. En 



* 


&('%#) 


3 

-(cos 3 0 + sen 3 e)cos (,- 3 ( CO s 3 0 + sen i 0 

- 11 (cos 3 0 + sen 3 <?) 



eos # -f sen 



eos 3 # 


Por otro lado, tenei 



+ sen 3 #J |(]j < 3/ 
108 h(r) = '• Y Lim i = 


sen 3 0 jj 


eos () 


+ 


sen 3 # 


>■ >(i + 


r = 0. 
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Luego, por la parte 1 del teorema 3.3, 


3 3 

sen jr + v 


Lim 

(g-M 0 ' 0 ) 


( 


) 


2 2 
x + y 


Lim 


3 

2 


| cus O + seneos | r 3 | 


eos 3 # + sen 3 # 


))' 


- 0 




Solución 


1. Probar que Lim i eos xy I 

(- T » >')“>(, 0 , 0 ) x 2 y 2 2 

I 

2. Hallar el numero real c que hace continua en (0 0) a 

siguiente función ’ ’ 


r 


1 - eos xy 


ÁX, y) = \ 3 x 1 2 r + x 2 y 3 ■ Sl (x,y) * (0 ’ 


c, 


si (x.y) = (0, 0) 


1. Sea u - x)>. Tenemos que (x, y) -+ ( 0 . 0) 


u —> 0. Luego 


Lim 


( x < r)—>(0, 0) ,Y“y“ 


1-cosaj _ 1-cosh T . sen u 
- Lim --— = Lim- 

u—>0 ¡i ~ u—>0 2u 


(LHopital) 


1 r . sen // 1 , . 1 

= —Lim-= - 1 ) = - 

2 «->0 u 2 2 


2. Lim 


1 - eos xv 


Lim 


1 - eos xy 

7 7 


Lim 


I - COS AT 


{x, v}-»(0. 0) 3 x 2 y 2 + X 2 y 3 ( A,.v)-^f0, 0) x 2 y 2 (3 + J') ( t, v)->(0, 0) A * 2 v 2 3 + 3 


1 — eos Ai’ 


(x,.y)->(0,0) x 2 y 2 


Lim 


1 


(JC. .r)-*(°- 0)3 + 3' 


rn 


3 J 


I 


1 


Para que/ sea continua en (0, 0 ) debemos tener que f( 0 , 0 ) = —. Luego, c 

6 


6 



Hallar la región del plano donde la siguiente 
continua. 


es 


fix, y) = < 


7 .7 .2 I 2 ^ . 

jc +4 y , six +4v ^ I 


• 2 a 2^i 

si.v +4v >1 


2 , Redeíinir f en tal que sea continua en todo M 
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Solución 

1 . El dominio de / es R 2 . 


Sean U\- f(.\\ y) / x 2 +4 y 2 < 1 j * 
U 2 = \{x,y)/ x 2 +4y 2 >\ 

C — |(jc ,y)/ x 2 +4 y 2 - 1 J 



Los conjuntos U ] y U 2 son abiertos y el conjunto C es frontera de ambos. 


En el abierto t/¡ la función/ es el polinomio /fv. y) = x + 4y . Por lo tanto, f 


es continua en todoí/j. 


'■n el abierto U 2 la función f es la función constante/(x, y) = 2. Por lo tanto. / 
es continua en todo Un. 

im 

Examinemos la continuidad en el conjunto C. Sea (x 0 y 0 j un punto de C. 
Luego, 


*o 2 +4y 0 2 - 1. 


vi s y - ■ 

Por ser (a 0í i 0 j un punto frontera de b \, tenemos que 


2 \ _ 


( t /(•'■}) . Lim |x +4v 

V;'D 7 IV> 0 ) LvL v v y y 

■ ((x.j- en t/,) ' 


Por ser (-V .'o,) un punto frontera de U 2 , tenemos que 


2 +4v 


O 


1 



(;■’•)-( \.y 0 ) 
K *..»’) en U 2 ) 


/(• T '.v) 


. Lim (7\ 


2 


existe 


Lim f (x, y) 
v)->(a üi Vo ) 


*” '“«■ ™ distintos, „„ 

Conclusión: / esconHn 0 ' 3 °'’' 

J « continua en U, 11 i, 

k. ' u " ! ' *--c 0m . f esc „ [ma 

i fu. \ 

K ' 'l)* 1 redefinimos t , , 

m-t-.v) en íy ¡ j ** J del modo siguie 













,,)= J + 4 y" ■ si x- +4y 2 < | 


1 . 


si x +4v ¿ >! 


PROBLEMA 


Mediante la definición £ —5, probar que 

xy + xz+ yz 


Lim 


( x, y, z )-»( 0 . 0 , 0 ) ^2 + v ,2 


- = 0 




Solución 


Debemos probar que dado £ > 0, existe un 6 > 0 tal que 


0 < | (x, v,r)-( 0 . 0 . Oj <8 


xy + xz + yz 

2 -> 2 
x + y +z 


0 


0 sea. 


0 < yj x 2 + ~y 2 + z 2 < 8 


AT + X 2 + yz 


■Jx* 


2 2 
+ V" +r 


< 8 


Bien, considerando que 


.Y 


< yj x 2 + v 2 + r 2 , 


1 


< 


7 2 2 

X + V” + z 


< 8 


7 7 7 

< W x + y~ + z~ , tenemos 


x\>+xz+ vz 




7 7 7 

X + y + z~ 


< 


V 


+ 


.Y 


+ 




7 7 7 

X + V +2“ 


~ 2 i" / 2 2 2 

3-d ,v + ,v + - yj x + y + z 


< 3\ x~ + v + 


7 7 7 

x~ + v” + z~ 


En consecuencia, tomamos 8 = — v así obtenemos 

3 ' 



xy + .yz + v: 


h 




I ~ 2 2 ^ ^ ^ - 

< 3y¡ x~ + y + •z < ^ 7 



Probar el teorema 3.3 


1. Si F(r, 0) = g(r, 0) /;(/ ), donde g(c, 0 ) es acotada y 
Lim /?(/•) = 0, entonces 

Lim F(r, &)= Lim [g ir* 0 )h(r)]=O. 

- - n+ / ->o" 


/•-»0 












































































Solución 


2. Si ñp. 0.<t>) = g(p ", 0, <¡>) h(r), donde g(p, 0, <¡>) es 

Lim h(r) = 0, entonces 
0 + 





Lim F(p, 0, (¡>)~ Lim _g p, 9, 

p—> 0’ p— >o + 



= 0 . 


1. Como g(r, 0 ) es acotada, existe M> 0 tal que 


| g(i',0) |< M, V (r, 0) 


Debemos probar: Dado 8 > 0, existe 5 > 0 tal que 0 < r < 5 



c 

Bien, como Lim/?(rj = 0, para e’ = — , existe 5 > 0 tal que 

r-»o M 


0 < r < 5 


Ahora, Si 0 < r < 8, tenemos 


h(r) 


< 8 = 


M 


F(n 0)|=|g(r. 0)/í(r)| = j g|r f 0)|| h(r) | <M h(r ) <Me' = M 

Esto es, hemos probado lo que buscábamos: 

0 < r < 5 => ¡ F(r, 0) |< 8 
2. Similar a la parte 1, 


M 


= e 



Solución 


Probar que una bola abierta 5(xo, r) de R n es un conjunto 
abierto 


Sea x un punto de 5(x 0 , r). Debemos hallar un s>0 

tal que 5(x, s) CZ 5(x 0 , t% La figura adjunta nos 
sugiere que 


s — r~ 


x-x 


o 


Ahora, sea y e B(x, s\ entonces 


acuerdo a la desigualdad triangular, tenemos 


y-X <s y, de 



y~ x oM y - XII + 


x-x 


s + 


X-x 


o 


= r - 


x-x 


Luego. ñ(x, .s) e 8(x 0 .r). 


+ 


x-x, 


= r. 


1 





















































as Pardales 



















PROBLEMAS PROPUE STOS 3.2 

£" los problemas del / al 15 usar las leyes de los límites y los teoremas sobre 
continuidad para hallar el límite indicado . 


1. Lim 


AT 


°) x 2 + v 2 +2 


Rpta. 0 


2. Lim y jf“ + r - 7 Rpta. 3 

(x. ;•)->(-3, 5) 


3. Lim 


y 


(\. l) yfxTS}' 


Rpta. 


4. Lim In 

{x,.v)->(0. 0) 


\¡ ?-x 2 - v 2 Rpta. — 


1 

2 


5. Lim 


e + e } 


i x. r)->( 0. o) sen a' + eos v 


Rpta. 


eos 

7. Lim — 

(x. r, -)->(!, 1,1 ) xv + z 


(*»-* 2 ) D i 

-- - Rpta. - 


6. Lim sec a* tan y Rpta J~3 

(v, v)->(0, jt/3) 


lnfl + xvz) 

8. Lim - : —- Rpta, In 2 

{x,y, z )—>( i. l.i) xyz 


sen a* sen 2v 


9. Lim 

(x. v)-+(0, 0) xv 


cpn fí 

Sugerencia: Lim : —— 

0->O 0 


= 1 


Rpta. 


,x sen ( v) 


10. Lim 

(x.j)-»{o, o) y 


Rpta. 1 


11 . 


e X} sen ( xy ) 

Lim -— Rpta. I 


(x, r)->(0. 0) xy 


(e* -\)(e 2 ” -l) e v _j 

12. Lim *-- Sugerencia Lim-=1 (L Hospital) Rpta. 2 

(x, r)~»(o. 0) xy ^ x—> 0 x 


13. Lim 

[x.y,z)-d 0 . 0. 0 ) 




3z i 

e — l 


Rpta. 6 


xyz 


14. Lim 

{x,y,z)->{ 0. 0, 0) 


(I - c<5s x J sen 2 y tan 3z 


Rpta. 0 


X 


15. Lim 

( x > y > z )~>( n, o, 0) 


(I - eos x) sen 2 v tan 3. 


x 2 yz 


Rpta . 3 


En los problemas del 16 al 23, en primer lugar , simplifica o racionaliza la 
función. Luego, usa las leyes de los límites y los teoremas sobre continuidad f 
para hallar el límite indicado. 


16* Lim 


4 4 


(*-i) -> 




Rpta. 0 (17. Lim 

'^ytx. rW; 


(* 3 -l)(/-ló) 
(.í.,0-*'(l. 2) (a -1)Í>' 2 -4j 


Rpta. 24 





































20 . Lim 

(a-, y)->(0. 0) 


V .Y - J y + * 2- Rpta. 1 


X - X V 



21. Lim 


1 1 
x + y 


(.V, y 1-M 0. 0) J x - + y 2 +1 _ 1 


Rpta. 2 



x 2 / + 9 - 3 n 1 

22. Lim --- RP la - 7 

(x, >’)->( 0 , 0 ) V ° 

*■' 

. J XV- 1 +x 3 v 3 -1 >/*2 

23. Lim ‘ _ - - Rpta — 


(a.j)->( 1 , 1 ) 


*> 2 i 

X“ V -1 


/¿>s problemas del 24 al 38 demuestre que el límite indicado no existe. 
24. Lim —- 25. Lim 


(x.y)^(0, 0) v 2 + v 2 


2 2 
x -y 


(x.y)-»(0, 0) x ~ 4 . y- 


26. Lim 


2 2 
2x - v 


(x. y )-►((). 0) x 2 + 2 V 2 


28. Lim 


2.n 


(x.y)-»(o, 0 ) 3 v 2 _ Y 2 


30. Lim 


2 x> 


(x,,v)-^(0, 0) x 2 4 - 8 y 6 


27. Lim 


2 > 


; 


(x,.v)->(0. o) 2.x 2 -/ 


2x 2 yfy 

(jr.,)-»(0.0) A - 4 + y2 


29. Lim 


31. Lim 


xy ~ 2x - y + 2 


(-V,y)->(1. 2)^2 + ^2 -2x~4y + 5 


32. Lim In 

(*.y)-*(a, a) 


v _ \ 
A Cl 


Sugerencia: Factorice v considere ¡os 


caminos (rectas) C\'.y = 2 , C 2 : >’ =x + i 


C l : r-a=2(jr-a), C 2 : y-a= 


donde x > a y y > a. Sugerencia: Considerar la rectas 



-a). 


33. 


x 


3S. 




, Lim _ 

, '- ,l ' : HM l ») I 2 +y2+z 2 

, Lim x )’c 

( *' y -*>-*l0.0.0) x 3 +y ) +z¡ 

37 'u V' m íl ib 2 -: 2 

■ ' '■ V z H«.0.0) ~2 2 

x - y 


34. 


Lim 


i y 2 
X + y +2“ 


(i "'' 2 Ho. 0. 0) , v 2 _ v 2 +z 2 


36. 


Lim 


xy + xz + ;c 


( - M ’ : H 0 . 0 . 0),2 + v 2 +2 2 


X 2 vz 3 



3^* Lim_ 

l*O\ 2 )-*( 0 , 0 . 0 ) v 6 +z 6 
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pmZarque el limiteexisteyL^eí ¡ZTcado.^ “ coordemdaspo,ares 0 *&***> 


39. Lim 


xy 




= o 


41. Lim 


2 2 

x +y 


(jf,y)->(Q, 0) }níx" + y 2 


= 0 


40. Lim 


2 . 2 

e x +y - J 


(jr, y)->(0, 0) x 2 + y 2 


-1 


42. Lim 


2 2 2 
* VZ 


(*-v)->(0, 0 ) A * 2 + 2 += 2 


= 0 


43. 


Lim 


3.v 


(jr.y f z)-»(0. 0. 0) Y : + y 2 +z 2 


= 0 44. 


tan íx 2 + y 2 + z 2 } 

Lim ---1- L = i 

(x,y, z)->(0, 0,0) x 2 + V 2 +Z 2 


En los problemas del 45 al 5 /, hallar el numero real c que hace (fue la función f 
sea continua en el punto (0, 0). 


45. fix, y) = 


4 4 

x - y 


, 2 

< x + y 


c, 


T> si (*, y) * (0,0) 

si (VO’MO.O) 


Rpta. c ~ 0 


3 2 2 3 

x -x y -r xy -y 


46. fix. y) 


i 7 

x + y" 


c, 


, si (A-, y) * (0,0) 
si (x, y). = (0,0) 


Rpta. c = 0 


47.' J[x, y) = - 


xy 


2 

x + y 
c. 


si (x, y) * (0,0) 
si (x,y) = (0,0) 


Rpta. c = 0 


48. fix, y) = 


3 3 

x- -y 

j 2 , 2 

< X+ V 


C, 


, si (x f y) * (0,0) 
* 

si (x,y) = (0,0) 


Rpta. c = 0 


50 - ÁX , y) = 


sen 








x 1 + y 2 


\¡ x 2 + y 2 


, si (x, y) * (o.O) 


c. 


Rpta. c — 1 


si (.y, y) (0,0) 
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diales 


si. v) 



a“ + v* I ln I a* 2 + y 2 I, si (a*, y) 



c. 


si (x, y) = (0,0) 


52. 



V sen a 


— < 


X + v 

C, 


7 > si (x, y) * (0,0) 
si (x, y) = (0,0) 


Sugerencia, r 2 ~ x 2 + ^,2 

Rpta. c= q j 




c = 0 


53. flx, y) = < 


AT 


( 2 2 
A* - V 


V A *“ + .V 


, si (x,y) * (0,0) 


/ 


C, 


si (.Y, y) = (0. 



Rpia. c = 0 


54. j[x, y) = 


4 4 

X + V 


< 


2 ■> 
X + V 


3/2 


, si (x, y) * (0,0) 


c , 


si (x, y) = (0, 



Í?/7/í7. C = 0 


55. 



— < 


5 sen at” 
x y +xp 

e, 


, si (x, y) ^ (0,0) 
si (x, y) = (0,0) 


Rpta. c - 5 


AT 


56. y(x, y) = < 


A' 


+ 




c, 


, si (x, y) * (0,0) 
si (x, y) = (0,0) 


57. /x, y) = 



2 i 

r V 

: sen j 


•j 

X |h 

•r;i 

c, 

V 



, si (x, y) * (0,0) 
si (x, y) = (0,0) 


c - O 


flota. 


r ~ O 


En los problemas del 58 al 67, hallar la región de continuidad de la función 



58. 


59 - Ax, y) = 



1 -x 2 -y 2 


{(x, y)/ x 2 +y" < l } 


Ay 


2 2 
X + v + 1 


fl/?/í/. E 


60. y(x, y) « 


sen 



y ~ x 


A?c,y) - ln^x 2 + j > 2 __9j 


Rpta. {(x, y) / y * x j 
fletar. i (x, y) / x 2 + y 2 > 9 
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62. /Í-V,v)= Jlfo 


63. /(v,y) = In 


i* 2 -.*)- 


2 7 \ 

A + y“ ' 


*Pfa- { íjc, : 


V) / v 


a —e 


; 


64. /(.v, y) = sen 1 1 j 


[y -4y +3 


-I / 2 *> 


/ 


R P*a. {(*, v) / v 


1 ó y > 3 } 


65. /(a\ v, z) 


v + v 


x + v 


3 ) 


66. y(.v, y) = < 


2 1 

a + y ■ 

2 2 

x + y £ , 


si 


? 

AC + v" < 4 


67. /(a, y) = < 


0. 

sen(.v + y) 


si Al + y 2 > 4 


{fo >•) / 2 < x 3 + y- < 4 j 

fí P' a -{(x, y. z) / z *x 2 + y 2 } 

Rpla. R : - {(x. y) i r 2 + , 2 = 4 ) 


X + 1’ 


0, 


SI A* + V # O 


SI A + r = 0 


Rpla. R : -{(x. y)/ x+y = 0 } 


. S¡3ET2r " " "*" ■* *-*» *•»—- - * 


68. f(x y y) ~ s¡ 


2,2 *2 ^ 

A + y . si A + y- <4 


C. 


• 2 2 a 

si x + v > 4 


c = 4 


69. fix,y) = 


I V 1 “ “ 4y 2 , si a 2 + 4y 2 < I 


c. 


si a 2 + 4 v 2 > 1 


Rpta. c = O 


sen (a + y) 

70. J{x, y)~ i x + v 


si a+ y & O 


si a + v = O 


Rpta. . c = 1 


En los problemas 71 y 72 , mediante la definición (mando £-5) probar que 

, ^ im f(x,y)= O 
(*, >•)!*( o, o) } 


7K ./(a, y) - ( A + yjsen 


n 

( 1 

— sen 

— 

\xj 

y J 


72. J{x ,y) ~ a sen 


1 ^ 




y) 


+ y 


/ i A 


A 


73. Probar que la siguiente función es continua en R“ 



v,y) 




1 

—sen (yy ), si a * 0 

A' 

y, SÍ A = 0 






































En esta sección extenderemos el concepto de derivada a funciones de 
variables. Comenzamos con funciones de dos variables. 

DEFINICION* I Sea z = J{x, v) una función de dos variables. 


varias 


1 . 


La derivada parcial de / respecto a la variable * es j a 

función, denotada por f x , tal que su valor en un punto (x,y) 

del dominio de f está dado por el siguiente límite, si éste 


existe. 


/' V (.V,V’) = Lim 
A v /*->0 


f{x + h t y)-f(x r y) 


h 


2 . 


La derivada parcial de / respecto a la variable y es la 
función, denotada por f v , tal que su valor en un punto (x,y\ 

del dominio de f está dado por el siguiente límite, si éste 


existe. 


f\Ax,y) = Lim 
v v ' *->0 


f{x.y + k)-f(x,y) 


k 


Otras notaciones para las derivadas parciales: 


1. Á = f\ — Dif = D x f—-z~ = 


df _ dz - f - D f = D f = — = - 

— 2 ‘ J y ~ h - ü 2 J ü y J a., 

ex ex K* • 


Si se quiere indicar la derivada parcial de / respecto a la primera variable 


punto (x,> ? ) se escribe así: 

fx{ x >y), A(x.y), DJ íx,y), D x /(x,y), ir(x,y : , ® 


dx 


dx 


(v.r) 


dz 

dx 


(*4 


En forma análoga, para indicar la derivada parcial de / respecto a la seg 
variable en el punto (jc, y) se escribe así: 



fy{ x ’y)’ f2Í x >y), D iJ(x,y), D f{x,y), ~-~{x,y), 

oy ay 


(x>y) 


EJEMPLOJ^ Si /.V, y) - Ix 1 - 5xv + 3y\ aplicando la definición anterior 


h f x {x>y) 


2. / V (^' t v) 
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Solución 


'• fx( x -y) = Lún 

/;-» 0 


f(x + h,y)~f( x ,y) 


Um 

h —>0 


'(x+hf -5(x+h)y + 3y 2 -\lx 2 -Sxy + 3y 2 


Lim 

h ->Ü 


2a* + 4 xh + 2/T - 5xy_ - Shy + 3 y 2 - 2x 2 + 5 a}' - 3 y 

h 


, . Axh + 2 Ir -Shv . A ( 4 * + 2/ ' 2 ~ 5 >’) 
Lim -- = Lim —- - 


/i-> o 


h~> 0 


h 


— Lim (4.v + 2/? - 5 v) = 4x - 5v 
;¡->o 

Esto es, f x (x, v) — 4x - 5 y 

, ,, v , . f{x-y+k)-f{x,y) 

2. L, x, y i - Lim-- 

J > y ' 1 k^o k 


= Lim 
k-* 0 


2x — 5x (y + k ) + 3 (y + k ) — 


2x 2 - 5xv + 3 v 2 


- Lim 

k^>0 


2x~ — 5 xy - Sxk + 3 y 2 + 6yh + 3/r 2 — 2x 2 + 5x\> — 3y~ 

Ti 


. -Sxk +6 v/;+ 3k 2 

— Lim -- 

0 k 


k {—5x + 6 v + 3 k) 

Lim —- : - 

*->0 h 


= Lim(-5x + 6v + 3/:) =-5x + 6y 

k^O 

Esto es, f y (x,y) = - 5y + 6y 


REGLA PRACTICA PARA HALLAR LAS DERIVADAS PARCIALES 
Sea la función z -j[x, y) 

1. Para hallar f x (x t y) se deriva a J[x t y) respecto ax, considerando a la variable y 

como constante. 

2. Para hallar f ( x, v) se deriva a J(x, y) respecto av, considerando a ia variable x 

como constante. 























r— 


EJEMPLO 2. 





A 3 2 

4.v v - 


5.W + 2.v — 8, hallar 


1. f x (x,y) y A(-1.2) 

2. /,.(.v,.v) y /y (-1.2) 


1. / v (x j>) = 4(3.v') y 2 —5(1 )>' 4 + 2 — 0 = ! 2x 2 y 2 - 5y 4 + 2 

f x (-1,2)= 12(—1)~ (2) 2 - 5(2) 4 + 2 = 48 - 80 + 2 = -30 

2. f y ’. x.y) = Ax (2y) - 5x (4y 3 ) + 0 - 0 = 8x'V - 20 xy 

/,, (-1,2) = 8(-1 ) 3 (2) - 20(-1) (2)’ = -16 + 160 = 144 


EJEMPLO 3. 


Solución 












EJEMPLO 471 Si f(x.y)= sin -1 (x 3 -/ 5 ), hallar 


1. D x f(x,y) 


2. D y.f(x,y) 


Solución 
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EJEMPLO 5,1 Si z — InJ? 


+ >' 2 verificar que *—+ ,.£ñ = i 

etc } cv 


Solución 


z-l n Jx 2 +y 2 = tep + /yLlh(* 2 +/t 


Luego, 


r.v 


2 



1 2.r 


2 -) 
x + Jr 


7 2 2 
z ,v 4- y 


2 , 2 
.r 4- y- 


oz _ i dy 
dy ~ 


A 

O i > 

— JT 

■)l>\ 


+ V 


I 2i 


7 2 1 

1 X + \>- 


2 x 2 + y 2 x 2 + y 2 


dz dz 

X -h V-- X 

dx ' dy 


x 


2 2 
X + v 


r + V 


.Y 


2 2 
X 4- V 


4* 


V 


X* + v 


2 2 2 ^ 7-1 

-V 4- lT JC + y“ X 4- t • 


DERIVADAS PARCIALES Y CONTINUIDAD 

Sabemos que en el caso de funciones de una variable, la existencia de la derivada 
en,un punto implica la continuidad de la función en esc punto. El ejemplo siguiente 
nos presenta una función de dos variables que tiene ambas derivadas parciales en un 
punto y, sin embargo, la función no es continua en ese punto. Mas adelante veremos 

que para tener continuidad de la función, además de existir la derivadas parciales, 
estas deben se continuas. 


EJEMPLO 5. Una función que tiene derivadas parciales y no es continúa 


xv 


- 1 z . si (-Y, y) * (0,0) 

Sea la función Kx.y) = <¡ x~ 4- v~ 


0. 


si (.y, r) = (0. 0) 


Probar que: 


1. / r (0. 0) =0 2. / v (0,0) =0 3./ es discontinua en (0. 0) 

'• m 0)= Um/Í° + *’ Li m^° = Lim( 0 ) =0 

/#—>0 h /;->0 h / i -> o 


2 - /, ((). 0)- u m Z(°- 0+/ ') ./(°- 0 ) = Ljnl <L_° = Lim( 0 ) =0 

h h—> 0 h h— >0 


//—>() 



































el eje X y C : la recta diagonal y = .t. 

x(0) 



Lim 


= ! .ira 


0 


= Lim —=0 


( x.v)^(o, o) x £ +y 

(A lo largo de C \) 


x->0 x 2 + O 2 x~ 


Lim 

( v . J ' H ( 0 , 0 ) 
(Alo largo de C 2 ) 


XV 


2 2 
X + V 


= 1 Ám 


XX 


Jt-»0 X 2 + x~ 




1 1 


x->0 2x *->0 2 2 


Como los límites son diferentes, f no tiene límite en (0, 0) y, por lo tanto, f no 
es continua en (0, 0). 



INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS DERIVADAS PARCIALES 


Sea S la superficie que es la gráfica de la función 
z =j{ a\ y). Sea P = ( a , ó, c) el punto de S tal que 
c =j{a, b). 


El plano y = b es vertical y paralelo al eje X. Este 

plano corta a la superficie S formando la curva C\. 

Esta curva es el gráfico de la función g(x) =/(x, b) en 
el plano y- b. 


Sea ¿i la recta tangente a C\ en el punto P = (a, h , c ) 


La pendiente de L\ es g'(a) = f x ( a ,b ). 


En forma análoga, el plano x — ¿ 7 , que es vertical y 
paralelo al eje Y, corta a superficie 5 formando la 

curva C 2 , a ía cual la podemos ver como el gráfico 
Pfj| a función h(y ) -J[a, yj. Si Li es la recta tangente 


a C 2 en el punto P - {a, ó, ci La pendiente de ¿2 
es h’(b) = f v (a,b). 


La proyección de la curva C\ sobre el plano 
coordenado XZ es una curva como indica la figura 

adjunta. Un vector director de la recta tangente ¿1 es 
el vector 


TV i+ f x (a,b) k- (l, 0, f x (a,b) ) 


^ a , P r °y ecc ión de la curva C 2 sobre el plano 
r Liia o \Z es una curva como indica la figura 

el vector^" VeC ‘° r de h reCta tan 8 ente L - 


h j + /y(«.*)k = <0, I, / („.*,) 







I 

4 
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En consecuencia, las ecuaciones de las rectas tangentes y ¿ 2 son 

Ecuaciones vectoriales 

L\‘ (*, y, z ) = (a, b y c) + t{ 1,0, f x (a,b )) 

Ll- (x,y,:) = <«, 6. c> + /({), 1, f y ( üiA )) 

Ecuaciones paramétricas 



-V = « + J 



z - c + tf x (a,b) 


¿2 


V = a 


V = b+ t 


c + tf y (a,b ) 


Ecuaciones simétricas 



EJEMPLO 6. 


Sea S el paraboloide z = J{x, y) = 9 -x 2 - y 2 

1. Hallar la pendiente de la recta I,, que es tangente a la curva C¡ 

que es la intersección del paraboloide con el plano v - 2, en 
el punto (1,2, 4). 

Hallar las ecuaciones paramétricas y simétricas de . 


2. Hallar la pendiente de la recta ¿ 2 , que es tangente a la curva O» 

que es la intersección del paraboloide con el plano x — 1, en el 
punto (1,2, 4). 

Hallar la ecuaciones paramétricas y simétricas de . 

Solución 


1. Tenemos que f x (v.y) = -2x. La pendiente 
de en el punto (1, 2,4) es 

fA 1.2)=-2. 

Un vector director de L i es 


n= i + (1.2) k =(1,0,-2). 

Luego, las ecuaciones patamétricas 
y simétricas de L\ son: 


z' 


X = 1 + / 



r=4-2/ 


V, 























2. Tenemos que L ÍX, y) = -2y. La pendiente de C 2 en el punto (1,2.4) es 


/vO-2) 


-4. 


Un vector director de Lj es 72 —j + /^, (l,2)k (0, 1, 4/. 


Luego, las ecuaciones patamétricas y simétricas de ¿2 


l 2 : 


X = 1 


v = 2+ t 


Li- 


v-2 z-4 


I 


-4 


jc - 1 


= =4-4/ 


DERIVADAS PARCIALES DE FUNCIONES DE MAS DE DOS 


VARIABLES 


Si w -J[x i, .\' 2 ,. . . , .v n 1, entonces tiene n derivadas parciales. Si i = 1,2,.,w, 


¿ni 


= Lim 

clvj /?—>o 


,/ f A|,Aj_¡, X¡ 4- h t X f j ^ j (-Yj,,,,,X¡_], ,Vj, ) 


h 


Otras notaciones para 


ÓW 


dw _ cf _ 


dx v dx { dx. 


;= /v¡ = f\ = D x .f= DJ 


Lna función de tres variables w — f[x b y, z) tiene tres derivadas parciales: 


G'M 


- fx I x.y.z) , ~ = fy {x.y.z) y ^ = f (.v.y.z). 


¿ht 


dx 


dv 


dz 


En la práctica, para hallar, f x (x,y,z) se deriva f{x, y, z) respecto a x 


considerando a las variables .y e y como constantes. Para hallar f y {x,y,z), se 

deriva fix, y, z) respecto a y, considerando a las variables x y z como constantes. 
En forma similar se procede para hallar /. ( Xí y,z ) 


EJEMPLO 7 


Hallar las derivadas parciales de la función 


= ^ +.\ 


Solución 


w = e 


2 ■ ,3 . 4 

T 


1. 


dw 


dx dx 


di 2 1 4 \ 

f e x + y +z i 




= ^* 2 4y 3 +z 4 d 


/ 



■í 2 + V 3 + Z 4 


) = 2xe • 


3 4 
y +2 


2 . 


dw d 


í O 


dy dy 


3 . 4 \ 


X +3' +z 




2. .3. 4 


= e -v +y J +z 4 O 


j 


d\ 


i 2 3 a \ -,234 

-|.v J -" 3 • - 4 ' - 1 '• ■ 


+ p +Z 



i 2 X 4 V 4 Z 

3 v e * 


dw d ( 


v.2 , 3 4 > 

x +V +Z* ' 


r 2 4. , _4 r) / 

dz \" '* v - 




■ tp.4 
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ORDEN 


Sea z =/C*. >') una tuncion de dos variables c , • 

, . „ variaoies, * e y. Sus derivadas parciales, f y 

/ , a las que llamaremos derivadas parciales rfe 

parciales de primer orden, son también 

t^^’u^sszs^sss: '*r: í - e ™ ,arm ° * * * 

iSni» •i*, a. ■/, jz zsííeí? ~ ^ * 

1. Derivando 2 veces respecto jc. 


d 


/ 


Av (./.v) Y *T- 

ox 


df) ^ a 2 /' 


i dx J 


- 2 
r.v 


CTz 


r t 


= D„f = D,,f 


2. Derivando 2 veces respecto r. 


f>y = = A 

V 


\df\_ 6-f cTz 


Ai» 


tl ’ 2 dy d\r 


i ~ Dyy f - 022/ 


3. Derivando respecto a v y luego respecto a y 


/■=(/*) .i/£ 

J xy \Jxf v - 

ov l dx 


\ =»2 


av 


-2 
a 2 


v - 1 y 


dydx dydx 


D v (D x f) O f D|2 J 


4. Derivando respecto a y y luego respecto a. y, 


d 


f# V?)x ex 


f df'' 


\ 


d\ 


) 


d 2 z 


_ ¿y __ 

dxdy dxdy 


= D x {Dyf ) = D f= D;| / 


En el caso 3 tenemos que f XT — 


<? 2 £ 

ctyc&r 


. Observar que en la notación / u el orden 


de derivación va de izquierda a derecha (primero se deriva respecto a y y después 


respecto a y). En cambio en la notación 


crX 

rve.v 


el orden de derivación va de derecha 


a izquierda, igual sucede en el caso 4: f vx - 


d 2 ~ 

CX(\ 


A las derivadas parciales f xv y f vx se les llama derivadas parciales de 


segundo orden mixtas. 


EjEMPLO 8. ¡ Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la función 


Solución 


fi\\ y) = x sen y + e 


XV 


renemos que: ~ = sen y + 


dx 


df n . 

— = x eos v + xe 
dy 
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Cap. 3 Derivadas Par c ¡ aie# 


Luego. 


t j 

# 

II 

e_ f 

cf\ 

= 1 

sen y + ve' y 

= v 2 e v ' 

w 



dx 2 

dx\ 

dx J 

dx' 

/ 




<?V_ 

n / 
0 


_ d 

x eos y 7 \e ■ 

) = -v sen 

v + : 

• 

x 2 e n 

dy 2 

cy 

,dy) 

dv ' 
* 


/ 



s 2 f _ 

d 

(df 

_ d 

f sen v + ve xv 

1 = eos V + 

vr 

xye' - 

+ e xy 

dydx 

dy 

Uv 

J dy 

\ ' * J 

f 



_ 

d 

(8f 

' _ 3 

( x eos v + xe x 

y ) - eos V 

4- xye 

v + e 

dxdy 

dx 

{dy 

dx 

\ 

1 



Observar que en el ejemplo anterior las dos derivadas parciales mixtas son iguales. 
Esto es. 

d 2 f _ c 2 f „ rr 

-— = eos y + xve- + e- 

dydx dxd\> 


Este resultado no es casual. El siguiente teorema, que se prueba en el problema 

resuelto 7. nos dice que, bajo ciertas condiciones de continuidad, esto siempre se 
cumple. 


TEOERMA 3.6 , Teorema de Clairaut—Schwarz 

Si / 

Jx' Jy •> fxy y fy X están definidas y son continuas en 
conjunto abierto que contiene al punto (a. b), entonces 


un 



¿CABÍAS QUE 


» * * 


ALEXIS CLAUDE CLAIRaUT (1 7 n_i k 

París. Fue introducido a las mato*» v 3 ,' 765 ^ nacií 
edad por su padre, quien era un malanár^ '*'” 1 ” 

Euclides. Los Elementos. A los ó y / 0Jeaha ,a obn 
geometría analítica, el cálente rr° S ya dominabi 
integra!. A ios 10 olios i’ el cal 

Ciencias de París, convi rJnZeTl° * Academ¡ ‘ 

ZZ?Z *** como «*» br PerSOna más 


■° en IOíl « 'a historia , 



A. C*. CLAlRAtT 
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Si nos piden calcular una derivada parcial cruzada de una función que cumple con 
la condiciones del teorema anterior, este nos faculta a escoger el orden derivación 
que más nos convenga. 


EJEMPLO 9. 


Escogiendo el orden de derivación. 




Hallar — si - = Zw- 


r.vch 


4 


1 + v 


Solución 

c 2 - d 2 - 

E1 teorema anterior nos dice que —— - - — . Observando la función vemos que 

dxdv dyc tv 

la segunda derivada mixta nos da una respuesta más rápida. En efecto: 


c 2 z 


/ 


cvcx c\ 


6 


dx 




2xv - 


2 ^ 

senil v" 




\i 1+y 2 


JJ 


cy 


(2v) = 2 



DERIVADAS PARCIALES DE TERCER ORDEN 

Las derivadas parciales de segundo orden, f xx , f xy , f yx y / l? .. también son 

funciones. Por tanto, podemos hallar sus derivarlas parciales, las cuales son las 
derivadas parciales de tercer orden. Podemos seguir con este proceso y obtener las 
derivadas parciales de cuarto orden, quinto orden, etc. 

SÍ f es una función de dos variables, entonces / tiene 2 derivadas parciales de 
primer orden, 4 se segundo orden y 8 de tercer orden. 

Si /Í-V. y ) — x~ c - ■+■ sen (.vy), verificar que fxxy * fxyx ^ J vxt 
iguales. 

Solución 

fx (*. y) = 3xV + y eos (xy), f v (x, y) = A'V + x eos (ai ). 

w 

fxx (x>y) = 6xe ; -y 2 sen (xy), f xy (x,y ) - 3.v V + cos(at) - *y sen (xy) 

fyx ( x >y) = 3jc 2 e v + eos (,rv) - xy sen (jc v). 

2 

fxxy Qt.J 7 ! = 6xe y -2 y sen (xy) - x /eos (xy) 

2 

Ar-r (*•>’) = 6xe y - y sen(xy) -y sen (xy) - xy eos (.xy) 

2 

= 6.re- -2y sen (xy) - xy eos (Ay) 


EJEMPLO 10. 























Vemos que: 



Si f es una función de tres variables, entonces / tiene 3 derivadas parciales de 
primer orden, 9 se segundo orden y 27 de tercer orden. 


EJEMPLO \T\ Si /(.y, v. -) = senh ( .y 2 + 2 y 2 + 5z 2 j, hallar f x , f xz y f xzy 


Solución 


f x í x,y,z) = cosh(x 2 + 2 v 2 + 5z 2 )—| x 2 + 2y" + 5z 2 

\ ' ' dx ' 

= 2x cosh í x 2 + 2y 2 + 5z 2 j 

fxz (*>)’>-) = 2xsenh|x 2 +2 y 2 +5z 2 ) -^-|x 2 + 2_y 2 + 5z 


= 20xz senh í x 2 + 2y 2 + 5z 2 j 

/tzy(*’>’> z ) = 20xz cosh(x 2 +2y 2 + 5z 2 ) — íx 2 +2 y 2 +5z 2 ) 

= 80x>'z cosh (x 2 + 2 y 2 + 5z 2 j 


PROBLEMAS RESUELTOS 3. 3 



[ PROBLEMA 1. ] Hallar las derivadas parciales de primer orden de la función 

/ J--- . 




z- ln 


Solución 




z= ln 


Luego, 





X + y 


x ~\ 

I* 2 

, 1,2 1 
+ y 

x+ \ 

¡x 2 

. 2 

+ y 
y / 

f 








/ 


\ 


/ 


- ln 






i 


X + \l X 2 + V 2 


\ 


/ 



x + 



J 
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ex 




I 2 2 

X-yjX + y 


d 

r.v 


A' + 


I 2 2 

V v 4 3 


I ^ 2 

x-yj x + y 


\ 


y 


A' + 




1 - 


X 




1 1 
A'" + V" 



A- 


I 2 

v A + y 



í 1 1 

x + \l 

X“ 4- v“ 

•dr 


'i f 

V A*“ + V“ —x 


\[x 2 + V 2 + .V 


V 


/ "* 

x - V v~ + y 
-1 


\ 


J x 2 -f y 2 


v + ^x“ + y 2 a/ A'“ + y 2 




1 


/ 2 

V v + y 


V 


/ i -j 

X + v“ 


•> ? 
A'" + V" 


Esto es. 


rr 


ex 


/ 2 2 

V-v +y 


Por otro lado, 

* 4^, 

rr c 


CV CT 


1 "1 ^ 

c? , 

f i 

2 ^ 

x + v~ 

- —In 

x + V 

Y + V 

J 

5y 

l 

y 


C j 

f 

2 ^ \ 

a 

r i 

^ - T \ 

—— 

x—V 

X“ + V 


X + V 

X~ t- V" 

cv 

L ^ 

J J 

cv 

\ 

k. 

J 


/ ■> ■> 
x—ylx + y ■ 

V 


x + 


%/777 


V 


/ ? 7 

V X“ + >■ 


V A ' : 4 y 2 




V 




4 y 


V 


Vx 2 + y 2 x - 7 a' 2 + y 2 x + >/ x 2 + y 2 


3 


/ 




W 


x 2 +> 


’ 2 -X + / 


9 9 

X + V 


3 


1 2 , 2 


r / 2 2 1 

í , / 2 , 2 ] 


f * +.V 


X-<J X +y ! 

X + V x + v 



L 

1 / 

^ 3 

j 




V 


yfX 2 + y 


-2x 


Esto 




/ 


Va 2 + y 2 


- 2 a 

9 

-y 


y 


es. 


CJZ 


2x 


2x 


y\[x 


+ Y 






















































































































Cap. 3 



PROBLEMA 2. l.Sea 


C M *) 

H(x) = /(O 

J 

difercnciables. Probar que 


í// , donde/ es continua y hyg 



1* Sea 



X 


f(t) di. 

o 


El primer teorema fundamental del cálculo nos dice que = J[x) 

Ahora, 



h(x) 


0 


m a - 


Esto es, 



H (x) = F(h(x)) 

Aplicando la regla de la cadena 





\ 


sen t 



/ 
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v sen 

f ,r 




= .r sen 





d 


dé 


dy> dv 


x + i+r 


\ 


í 


di 


vi:: 

* 

2 


J 


Jjf+v+r ) 2 d ( 

e — (x+y+z) - 

dv 


ixv: f d / 

e — (xyz) 
dy 


_ (jT+V+í) 

= e y ' — xze - *■ 


d$ _ d 

dz dz 


a*+ v+z 


\ 


e ( di 


vrr 


(x+r+r) 

= e y ■ } 


~ c , . 

—(.v + v + z) 

cz 


"1 A 


_ >*>•_£ 


/ 


i z 


(«-) 


( \2 ■> "I ■> 

.v+v+íj v"v“~ 

<- • - xve • - 


PROBLEMA 3. 


Ecuación de Laplace y funciones armónicas 

Se llama ecuación de Laplace (en honor a Pierre-Simon de 
Laplace, 1.749-1.827) a la siguiente ecuación diferencial parcial 


d 2 u 





Se dice que una función u = u(x, y) es armónica si es 
solución de la ecuación de Laplace. 

Esta ecuación fue planteada por Laplace, estudiando el 
potencial gravitación al, y por ’*uler, estudiando el movimiento 
de fluidos. 

i / ^ 2 , * 

Probar que la función // = ln \¡ x~ + y es amionica. 

Solución 


































cu 


A 

( A 


Y 


9 9 

X 4 V 


I7 1 Ty 


9 7 1 

x + y 


y 


du _ \J x 2 + y 2 _ 


V 


dv 


\[* 


? ■> 
4 V 


2 . 2 ’ 
X 4- V 


a- 


. 


a 2 
av 


+y 


)-*(2jc) 


->2 
o u 


CY 


9 9 

X +3'“ 


9 

.Y 4 


y 2 )-y(2y) 



X 4 V 


1 2 
3T - V 


i* 2 


7 

X 4 V 


n\2 


y 


d 2 u + d 2 u 

fíx 2 dv^ 


2 2 2 2 
-X 4 V , X - V n 

4 --—-= O 


0 


2 

.Y 4 y 


r 


4 \ 


9 
2 “ 


PROBLEMA 4. 


La Ecuación de Ondas 


Se llama ecuación de ondas a la siguiente ecuación 
diferencial parcial 


^9 

O u __ 2 d u 

7T “ a —donde a es lina constante. 
dr dx~ 

Esta ecuación fue deducida por Johann Benoulli II alrededor del 

^ os mas tarde lúe replanteada por Jean Le Rond 
en eit al estudiai los movimientos de cuerdas vibrantes. 

Probar que la función 


Solución 


u sen kx eos kat, donde a y £ son constantes, 

satisface la ecuación de ondas. 


Tenemos que: 


du _ ^2 

-r~--ka sen kx sen kat, f 11 _ ,2 2 

$ t 2 /l a sen kx eos kat . 

du __ 2 

dx * ^ kx eos kat, ^ u __ 2 

. 2 k sen kx eos kat. 

Ahora, 







































v son rnnf 1611 tO ^ 0S sus derivadas parciales hasta de tercer orden 
y son continuas en un abierto Ü t probar que en V se cumple: 


fJ mf= D in f = D-nyf 

Solución 

Aplicando c! teorema de Clairaut tenemos que: 

*• D I22/ = °l 2 (^ 2 / i = ^ 21 (^ 2 /) =0, |2 / 

2 ' D 2\2.í = D 2Í D \2 f) = £> 2 (¿J 2 ,/) = 0 :2 ,/ 

Vemos que: 

A22/ = 0212/“ 0221 / 





0. 

Probar que 


si I jt, y) * (0,0 i 
si ( x, y ) = (0.0) 


a. Di/(0,y) = -y b. D 2 f( a,0) = * 

c. A 2 /(°.0) = - 1 d. D 21 /(0,0) = 1 


De c y d obtenemos que £> i: / (0,0) # D : ¡/(0,0). ¿Porqué 
este resultado no contradice e! teorema de Clairaut-Schwarz? 

Solución 


a. Caso 1. y * 0 


A/(°.y) = Lim 

h —>0 


/(o+;,.v)-/(o,.u) 

h 



T 



/ j —>0 


»2 2 
h + y 


1 

0 “ + 



Caso 2. y = 0 


D\ / (0,0)= Lim 

/j —>0 


/(0 + ó.0)-/(0.0)_ 0-0 


= Lim 
/i—►a h 



De los casos I y 2 obtenemos D\ f (0, v) = - y. para todo y. 



























D 2 f(x,0)= Lim 

h-> O 


1 A*,0 + //)-/(.V,0) 


h 




= Lim —~ -- 

/j^o + Ir 



Caso 2, x “ 0 


p ; /(o.g) - 

h /í—>0 /? 


/í->0 



De los casos 1 y 2 obtenemos / ( x, 0) = x, para todo x. 


c. D 12 /(0,0)= Lim —( 0,0 + ^) A/(0.0) = L¡ -h -0 


/i—>0 


h 


//—>0 /í 


= -l 


1 


d. ^,/( 0 , 0 )= TimV ( 0 + *' 0 )-Ai/(<>. 0 ) Lim /í_0 

*->» h KS T" = 

El resultado D l2 /(0,0) * Z) 2| /(0,0) no contradice el teorema de 

Clatraut-Schwarz porque este teorema exige la continuidad de las derivadas Dpf 

en (o'0) Ha Ido i T 7 ‘° ^ efeC, °’ « A->/ no es continua 

(0,0). Hacendó los cálculos correspondientes hallamos que- " 


®\2f( x >y)- i 


x ' + 9x 4 y 2 -9\' 2 y 4 — v 6 

-si M*(o,o) 


0. 


si ( v, v) = (0,0) 


Si nos acercamos a (0, 0 ) por las rectas L y = mi t 

x -> w* tenemos 

(*.>’)->(o, o) 1 (*■■?) ~ Lim Z), 2 /(x,mx) 

(A lo largo de í) A > 
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ppn gLEMA 77| Probar el teorema de Clairaut-Schwarz 


S* Jx' fy > fxy } fyx están definidas' y son continuas en un 
conjunto abierto U que contiene al punto (a y />), entonces 


J\y(<i.b) = f vx (a,b) 


Solución 


V A 


Sea h * 0 y suficientemente pequeño para que el 

rectángulo de vértices 

(a . b\ (a + lh b), {</ , h + //) y + J u 

esté contenido en U. 

Consideremos la siguiente expresión: 

1 r x 

= — [ / (a -f h. b + h) - f [a + h,b ) - / ( a, b + h ) 4- / [a. 

Ir 


Aa i b + k) + h h + A\ 


t 


\ 



i 


V 


( a + A, b) / 


-> 

X 




Sea la función 


g{x)= f(x,b + h) ~ f (x.b) 


donde x es tal que U\ b + h) y (\\ b ) están en U. 


Tenemos que 


1 


A(h)= —[ g(a + A)-g(fl)] 
b~ 

Por el teorema del valor medio, existe c tal que a < c < a + h y 

A(h)= -L[g'( c )/ ; ] = --g’(c)= -■[f x (c.b + h)-f x (c.b)\ 
h~ h h 

Aplicando nuevamente el teorema del valor medio a / v , conseguimos un número 
d tal que b < d < h + h y 

AU,I= j[/ xy (c.J)h} = f X y{C.d) 

Ahora, si h —> 0, entonces fe, d) —> (ci, b) y, como fxy es continua, tenemos 
Lim A ( h ) = Lim f xy (c,d)= f xy ( a,b) 


h-* 0 


(c ,d J— a ,b\ 


En fon na análoga, expresarnos A(h) de la forma siguiente 


Á(h )-—f f (a+h>b + h)- f i ü, b + h) — f{o + + f( a '^ )] ’ 

fr 















Aplicando dos veces el teorema del valor 


medio 


continuidad de f vx obtenemos cjue 

Lim A ( h) = f yx {a,b) 

/ i —>0 

En consecuencia, j^Aa.b)- f YX (a,b) 


y tomando en cuenta | a 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3.3 


En los problemas del 1 al 15 calcular las dos derivadas parciales de primer 
orden de la función indicada . 


1. A x ' y) = (4.v-5.v 


3 2 


Rpta. = 6(4.v-5>')' /2 , ‘-f = ~(4x~5y)' 1 
ex dy 2 


7 ^ 

2. ñx 9 y) - x sen v 


Rpta. 




= ? 


dx 


ix sen y 


df „ 2 

— — 2 xy eos y~ 

dy 


df , 

3. fix, y} ~ e ' ( sen x ~ cos x) Rpta. — = e y (eos x +sen , 


ex 


df 




O)’ 


( 


e sen x — cos x 


) 


4. /(x, v) — xy + 


x 


V 


Rpta. 


df 


dx 


1 df x 

y + —, — = x —- 


dy 


t 7 

x~ 4- y 


5. fix,y) = -- 2 ' ^ ln[x 2 + y 2 ¡ Rpta. 


x 2 ~y 


df _ 2x 


dx 


4 xy 


7 2 

x —y 


ln 


v 


-y 2 ) 


(* 2 +/) 


¥ 

dy 


2 y 4x 2 y 

+ -— 


2 2 
X - V 



-in(x 2 +/ 


6. fix. y) = e y f x ln 


( 2 ^ 
X 


y 


Rpta. 


e 


/ 


dx 


df_ e 


y/x 


y / x 


XV 


7 * Ax,y) = tan 1 [xjy 'j 



A x »>’) = tan 


-l 









dy 


D df 

Rpta.~= ~ , 

* 1 + v 2 y 5)' 

Rp ta X=-^L- 

te x 1 + y 1 


Í2jc-y ln|.v‘ / .l'jj 

ln( jr /.vj-*J 






























( 


9. ftx. y) = sen 


V 


\j A 2 + _y 2 


10. ftx,v) = -V r 


lt. ftx,y) = x- v + y 


V 


12. ./(.v, y) = 


,2 

c// 


V 


/ 


Rpta. — = 


sr_ 


-xy 


Rpta. 


dx 


dx 


x 2 + y 2 dy 


y 


(x 2 + / 


o 2 

V 


y * 



= 2yjC' V Lnx 


d\ 







Rpta. 


dx 

V 

dx 


yx y 1 +y x \ny,.— = x v 

<5v 


2 ^ 


x-1 , v 


O 

r;v 


= -e 


v 


In x 


13. ftx, >0 


j ' (e scn ' 


+ l|¿// + 


sen x 


14. 7(x, y) 


e f dt 


V 


2 ( 2 


x -f i 


15. ftx,y •) = 


te di 


X 


Rpta. —--2, 

J y ' dx £y 




a/_ 


cv 


= eos x e 


sen ~x df 




V 



Rpta . — - 2x ^ 


dx 

df 

dv 


. .,2 l^+v 2 .v 

x + y \e * ~ xe* 


= 2 v( 


’ 2 


x 2 + y 2 1 e x ~ +; 


£/* los problemas del 16 al 21 calcular las tres derivadas parciales de primer 





16. ft x. Y, z) - 


1 


1 


1 


x 2 - 


v - 





5\ 



w 

dx 


1 — .i 




3/2 


y 


y (l-.r 2 - 


V 


-ñ 


3/2 * 


& 


(l - -* 2 - V 2 


7 7 

■> \ - J / 


1 Tfo 3>» 4e 


= /(* 2+ - 


2 7 
+ v+z~ 


> 


df 


{ 7 7 1 \ ** 

Rpta. — = 3x + y" + : e 
dx ' ’ ' 


( 


7 7 7 

.1* + v“ +c“ 


d/* - xlx 2 +y 2 +z 2 ) ¿y* 
J — 2xye 1 — 


7 




dy 


dz 


18. 


ftx, y,z)=l 


1 - x 2 _ v 2 - z 2 )<? xlc = ! yz (; 

/ iOV V 


7 7 7 

,Y“ + v‘ + Z 


£ 

0' 


XZIX 2 + y 2 + z 2 -1 


)-2y 


—xyz df 

e ■ ,- 

dz 


2 0 

xyi x~ + »•'■ + 


* 




2x 


.-.rir 
é* * 


~.vr; 

e 















































^ xy z 


df _ 3 xy 2 z 2 

ñ 


¿ l + x 2 v 4 z 6 




20../(v. y, z) = In 


1 - \l x 2 + v“ + z 2 


\ 


df_ 


9 2 2 

l-K/jr+y +z 


2 y 


Rpta. 


df 


2x 





j 



dv 


yj x 2 + y 2 + z 2 ( x 2 +y 2 +Z" - 1 


df 


dz 


i - 



2 . ..2 . _2 / 2 


X"+7"+Z I X” + J 2 +Z 2 -l' 


ln( xyz ) 


21. /(a\ y) = 


x+y+z 


%/ l + e'dt Rpta. — = - -J l + xyz - V l+e x+y+s 

ñx x 


^ = I/TT^- h + e x+y+z 


df 


dy y 


dz z 


- JTZxyz -V [+e x+y+z 


En los problemas del 22 al 26, evaluar la derivada parcial indicada 


22.J[x, y) = eos 


-] 



, f x ( 1, 1/2) flp/o / v (1, 1/2)= /3/3 


23. J(x,y) = tan' 1 ( x~y i + tan 1 ( _v>> 2 ) /,,(!, 1) Rpta f v (1. 1 ) = 3/2 


24. J{>\ ff) = r 2 tan 6 - r sen 6 , fg{\,n¡\) 


Rpta fg (l, n/4) = 2 - \Í2¡2 


IS.fix, y,z)~ senh(v r I) +senh '(x 2 yz), / z U 1, 0) Rpta f. ( 1, 1,0)= 1 


26. ./(x, y, r) -V sen x+sen y + sen 2 z ,f z (0, 0,tt/4) Rpta f. (0. 0,^/4)= Jifa 



r 


27 • D\f 0. Oí y 



X - V 


3 


°) si fix,y) = ^ Y 2 + 2 


0. 



si (x,y)*(0, 0) 

si (x, y) = (0, 0) 


= 1 


O 2 /' 0, 0)= 1 


28 - i '(°- 0) y D 2 /(o, o) s¡ 


A*, y) = 4 


-y 2 2 

2.v y 
^ 4,4 

X 4- V 

40 

o. 


si ¡x,yl*(0, 0) 


_ , si (x. v) = (0, 0) 

«"'« A/(o.o)-o, d 2/( o.o)-o 




















































/« = Ar • 


W y ) yx Verifique que las derivada* 


29 . fay) 


>) = e sen y 



R P ¡a fxy = 
R P<a f„ = 


e 


C °S y = / v . 


JtV(xy + 3)—L= f 

' “> J 1 


V 


31 . fcy) 



(y 

\ 

\) 

i= tan 



U 



^ /w = “ 


1 


( y\ 

X ) 


, , 2v 

1 + —tan 


( y V 


.V 


-V 


/ 


= /, 




En los problemas 32 y 33, calcule D m f , D 2l2 /y D 221 /. Verifique que 

&mf- D inf ~ D ii\J 


32. /(x, y) = x 2 <?' + v 3 ln x 


33. /x,y) = x 2 cosv + y 2 sen x 


Rpta D] 2 2 .f- £>2\ 2 f =E> 22 \f = a-V+ -2! 


x 


Rpta D\ 22 .f ~ &2\2 f ~ R*22 1 f ~ ~ 2x eos y + 2 


cosx 


34. Si 


xv & dz 

—-—, veníicar que x — + y— = z 

x + y 



34. Si z = sen 


-I 


\ 

x — v 




x + y) 



dz dz 
x — + v— = 0 

dx 


dy 


35. Si z - ln íx 2 + xy + y 2 i, verificar que x — + y—= 2 


de ' dy 


36. Si 


w 


V , Z x 
- -1- — + — 


X 


y 



dw dw dt 
x—+ v—+ z — 

dz 


ex 


dy 


37. Si w 


xy + vz + xz 

\ 



dv 

x—+ y 
de 



d 


+ 2 


dt 


dz 


= - w 


38. Si w= ±lnf Z 

x {x j 


. dw , dw dw_ 

, verificar que x—+ y — + z-u 



i vv 


v 2 , 2 
X + y 


1/3 ’ 



de ' dy 

fe 

dv 

x—+ v 
de 


c: 



d 


+ 



CU 


w 

3 



»i 


iv 



di' 

, ven;i ¡car que x— + \ 

dx 




+ z 

' d j n7 


0 


B* 1 bs 
ectt(l dón 


problemas del 41 al 43, verificar que ¡a función 
íte Lapl 


ace; 


8 


8:r 


d 2 z . 
+ —- =0 


dy 2 
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.i-ÍÍ/-.-X) 


sen v 


42. z - tan 


- ! 


,, \ 


2 


v 




Xj 


43. z = sen x senh y + eos x senil v 


En los problemas 44 v 45, verificar que la función dada satisface ¡a ecuación de 


Laplace tridimensional 


d 2 u 


4 


8 2 ii 


d 2 u n 
+ —- = 0 : 


dx 


dx 


dz 


44. u = 


1 


45. u = e CLX+hy eos cz 


2 2 *> 
X + V + z~ 


En los problemas 46 .y 47, verificar que la función dada satisface la ecuación 


de ondas: 


d 2 ~ 


i d 2 z 


= a 


a 


dx 


46. z= ln(x + oí) 


47. z= e 


_ x+at 


+ eos ( kx 4- akl) 


En los problemas 48 y 49, verificar que la función dada satisface la ecuación 


del calor: 


cz 


o d 2 z 


dt 


= a 


ex 


48. z = e eos— 

a 


X 


49. z = e~ n ~ at 


sen nx 


50. Siz = (*-y)ln(x + y) verificar que + 

A*“ r)vF¡ i) ^.2 


51. Si z = tan 


-1 




\xj 


a erificar que 


d 2 z 


dx~ dxdy a 




e 3 .- 


4 - 


d 3 z 


52. Si z - ye x + xe' verificar que 


dxdy dx 2 dy dy 2 dx 


d 3 z 


a 3 z 


53. Si J x,y = g(. 


dxdy 2 dy 2 dx 



verificar que 


d 2 z 


dz dz 


54. Si g(*,/) = 


dxdy dx dy 


y 


X 




la-Tt Ver ' fícar c l ue 


dz 


ecuación del calor_ _ a 

di 


2 d 2 z 



e (*./) 


o 


1 u2 du satisface 13 




= 2 ' 

ex 


51 r ■» <!«*,« fr _ „ RT „ 

cons an ; r ** tem Pe r atura. „ es e . L,~ ] donde P es la presión, V « 

«aas-... to, ° de « - >*•«-•* 


el 



a - Espeje cada una de las vari w *" * * “ “ 

■Hl£ 7 ue Ias> variables P.V\,T Pnt - 

termino de las otras y hallar 


5 


5 


5' 


6( 


61 


i 

f Ql¡ 

ÍUq 


62 
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0P dv 


b. Muestre que 


cV 

dP dV dT 
dV ~dT ~dP 


dT 


y 


dT 

dP 


1 c. Muestre que T 


dF dV 
dT dT 


~ nR 


56. Sea la función f(x.y) = e^ b > g(x , y y Hallar ios valores de a 


cuales se cumplen que: 


y b para los 


£*(*■•>’) 8 y (*■)’) 1, fx{x.y)= f y (x,y), f„{x.y)+ 1 = f„{x.y) + a 


Rpta, a-b^\ 


En los problemas 57 y 58 demuestre que las funciones f v g 
siguientes ecuaciones, llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann. 

f X ~ gy y jy = -g x 

57. f(x.y) = t-'cos.v, g’x.y) = e x 


satisfacen las 


sen v 


58 


. f{x,y) = ln(.r 2 + y~ J, g( x ,y) = 2tair‘ (y/x) 


59. Si / y g satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, f x - g. y f Y - -g x . 


probar que/ g y / + g satisfaces la ecuación de Laplace 


c z c r 
- + - 


ex 


-S 2 

cv 


- o 


2 2 
x. y 


60. Si f(x,y) = { , y 4 + 4 1 S1 ( X -^ *(°’°\ probar que 


0. 


si 0) 


a - A/(0, 0) = 0 b. Z> 2 /(0. 0) = 0 c. D, 2 /(0. 0) = 0 d. D :¡ f(0, 0) =0 


61. Sea f(x,y)= i^tan' 1 (y/x)-/tan' 1 (x/y), si.v*o y ,r*0 


0. 


si.v = 0 ó r = 0 


Probar 


que 


a. /(0, y ) ~- y 
c - ü l2/(0. 0) = - 1 


b. D 2 f[x, 0) = .v 
d. D 2i f( 0. 0) = 1 


E " ,os problemas del 62 al 67, hallar las ecuaciones simétricas de la recta 
uíT " 1 / a f* curva intersección de la superficie con el plano, en el punto 

W- Superficie z= .v~ + 8v 2 . Plano: y— 1. Punto: (2, 1, 12) 

w * # 


x-2 _ z-12 = 

Rpta. -: * } I 


1 


4 
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Cap. 3 Derivadas Par c ¡ ales 


63. Superficie 


= a*" + 8y“, Plano: x = 2 t Punto: (2, 1, 12) 


64. Superficie z 



Plano: y 



* = 2 


i, Punto: (1, 1, 1/2) 


65. Superficie 




Plano: x= 1, Punto: (1,1, 1/2) 


66. Superficie z = y36~5x 2 -ly 2 , 


67. Superficie r = J 36-5x 2 -ly 2 , 



Plano: 7 = 1 , Punto: (2, 1, 3). 



Plano: x = 2, Punto: (2 



! 



FUNCION DIFERENCIARLE 


Para el caso de una función de una variable rii¡; m „„ , . ... 

en el punto a si existe la derivada nTÍa ™ ^ dÍferenC ‘f ? 

nos w . I (a) ■ La mera existen cia de la derivada /'(*) 


nos garantizó tres resultados importantes: 


1 


M * ■ 

• La gráfica de y = /(*) tiene una recta tan<*>n,. , 

j t f, 1 ngcnte en el punto (a, /(a)) 

2. La función v =/(*) es continua en a . 


- V r vvimuua di Cl. 

3. Los valores J[x) con x cercano a „ „ , 

una función lineal. ‘ pucden aproximarse con los valores 


lili tai, r-^niuu^ LOO ius VtUUi^ 

En el caso de una funcirm ,i 

parciales no garantiza resl^,^^¡J «era existencia de las deriva. 

8 anter,0res - Así, en el ejemplo 5 de 























219 



Cap. 3 Derivadas Parciales 


sección anterior se presentó una función de dos variables que tiene ambas derivadas 
parciales en (0, 0) y, sin embargo, no es continua en este punto. 

En esta sección presentamos el concepto de diferenciabilidad para una función de 

dos variables, el cual nos permitirá rescatar los resultados que corresponden a los 

tres antes mencionados. Esto es, si z = j{x, y) es dil'erenciable en el punto (a. b ). 
entonces se debe cumplir que: 

1. La gráiica de - =/(a; y) tiene un plano tangente en el punto (a, b , f(a, h)) 

2. La tunción z =j(x, v) es continua en ( a ; b). 

3. Los \ aloies J[x, y) con ( v, v cercano a (a, b) pueden aproximarse con los 
valores de una función lineal. 

Sea _ - J[ a\ y) una fiinción definida en un conjunto abierto U y {a. b ) un punto 
de U. Se llama incremento de /, y se denota por Af o A z, a la diferencia de los 
valores de/en los puntos (a + Ax t b + Ay) y ( a , b). Esto es, 

Az = Af = f (a + Ax,b + Ay ) - / (a,b ) 



Sea /: U 


R 2 


R, donde U es abierto. Sea (a,h) un 


punto de V. Diremos que / es diferenciable en (a , b) si existen 
f x (a,b) y f Y (a,b) y además Af puede escribirse de la forma: 

■P 

Af = f x ( a,b ) Ax + f ( a, b ) Ay + s x Ax + s 2 Av 

donde £\ —> 0 y s 2 0 cuando ( Ax, Ay) —> (0, 0 ] 

La función /es diferenciable en U si / es diferenciable en 
todo punto (a, b) de U. 


EJEMPLO 1 . Probar que la función /: R 2 -» R , j[x, y) 


2 *> 
X + V 


Solución 


es diferenciable en R". 



Sea (a,b) cualquier punto de R 2 . Probaremos que / es diferenciable en (a.b) 

Tenemos que: f x (a,b) = 2a, f y (a,b) = 2b y 


¿ \/ ~ f(a + Ax,h + Ay) - / í a,b = (a + Ax) ( b + Ay )“ - a~ - b~ 


- <* 1 +2aAx + (Axf + b 2 + 2bAy + (Ay) 1 -a 2 -b 
~ 2aAx + 2bAy + (Ax) 2 + ( Ay) 2 


£\ =Ax y = Ay , obtenemos 



















En consecuencia, f(x, y) =x~ + y es diíerenciable en ( a, h) 



DEFINICION, 1 Sea f:Ud R“ -> IR , donde U es un conjunto abierto U de R 




1. La función / es de clase C ^ 1 (se lee: “C cero' ) en U si f 


es 



continua en U. Denotaremos con C } (£/) al conjunto de 


todas función de clase c- 0 ^ en U. 


2 . La función / es de clase (se 



: “C uno”) en U si sus 


derivadas parciales f x (x, y) y f 2 ( x, y) existen 


y 


continuas en todo punto (x, y) de U. 


Denotaremos con C^(C/) al conjunto de todas función de 


clase C (l) en U. 


jU kfafenailmndnd^r^fí e Una ^ mC ,^ n es diíerenciable es un trabajo laborioso. Para 
una buena cantidad de funciones, el siguiente teorema nos alivia este trabajo. 


TEOREMA Sea f: U 


r 


Si / es de clase 


donde U es un conjunto abierto deM“. 


Demostración 


en U, entonces j es diíerenciable en U. 


Ver el problema resuelto 9 


EJEMPLO 2. Probar 


Solución 


arque la función f[ Xt - 3v 2 _ 

es diíerenciable en R 2 . 


2 .vv + 


v 


SeM v,v) cualquier pumo de r2 ^ ^ 


fx ( X, y ) 


'y Cuaies son continuas 


6x ~2y. 


f y [x,y) 


as parciales de / son 


■2x + 3 v 2 


diíerenciable en R 


Es fácil ver que ctni ■ 

9 CUalc |uier polino, 


e " R2 • En consecuencia, por el t 

P el teorema anterior, 


/ 



de d °s variables es 




ciable en R 2 . 
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OBS ERVACION-! La proposición recíproca al teorema anterior es falsa. decir, 

existen funciones diferenciabas que no son de clase Ó‘>. 

En el problema resuelto 8 probaremos que la siguiente función 


f(x.y) = < 


x + y )sen 

0 , 




I 


!'[■ 


2 2 
X + v~ 




J 


> si U.y)*(0,0) 


si (-V, v) = (0,0) 

es diferencial)le en el punto ( 0 , 0 ) y, sin embargo, sus derivadas 
parciales no son continuas en este punto. 


DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD 

El siguiente teorema nos proporciona uno de los resultados buscados. 


TEOREMA 3,8 | Toda función diferencia es continua 


Sea la función /: U d R“ —» R, donde U es abierto. Si / 
diferenciaba en U, entonces/ es continua en U 


Demostración 


Ver el problema resuelto 10 . 



d) 


Toda función de clase C' * 1 ' en L r es de clase C^ 0> en U. Esto es, 


C (l (Cf)C C^’(U) 


( 0 ) 


Demostración 


Si / es de clase O 1 ' en un abierto U , por el teorema 3.7, / es diferenciable en U 
y. por el teorema 3.8, / es continua en U. Esto es, / es clase en U, 


definición. 


Sea /: UCZ R 2 M, donde U es abierto. 

1. Sea k > 1 . La función / es de clase en U si todas sus 
derivadas parciales de/ de orden k existen en todo punto de U 
y éstas son continuas en U. 


ejemplo 3 . 


2. La función / es de clase Ó™* en U si / tiene todas sus 
derivadas parciales de todo orden y éstas son continuas en U. 

Las siguiente funciones son de case ' en R 

1 . f{x,y) = x sen (xy) 2. g{x,y)=ye X} 

























Con los mismos argumentos usados en 


el corolario anterior se prueba que: 


c H(t/) 



f * 



Ó 2] (U) 


c ( V)<= C (l "(í/) 



GENTE Y RECTA NORMAL AL GRAFICO 
nF 11NA FUNCIÓN z = ftx, j) 


Sea z =flx.y) >-' na función de clase C |l) en un conjunto abierto U de R‘ y sea S 
la superficie determinada por la gráfica de/ Sea P 0 = ( v o ■ . v o ■ z o ) un P unt0 de S> 
donde z 0 =/(x„,y M ). Es natural definir el plano tangente a la superficie S en el 

punto Pq =(x 0 ,v 0 ,z 0 ) como el plano de R 3 que contiene a todas las rectas 
tangentes en el punto Pq a las curv as de S que pasan por Pq. 

Al inicio de la sección anterior, cuando se trató la 
interpretación geométrica de las derivadas parciales, se 

presentó a las rectas L\ y ¿2 que son tangentes en el 

punto Pq a las curvas C\ y C 2 que se obtuvieron 
intersectando la superficie S con los planos verticales 
y = v 0 , x =x 0 . Estas dos rectas determinan un plano. 

Este es el plano tangente que buscamos. En efecto, más 
adelante probaremos que la condición de que z = /{_\\ y) 

sea de clase garantiza que este plano contiene a todas 
las rectas tangente a las curvas de S que pasan por P Q . 



“ Á x *) 1 uníl función de clase en un conjunto abierto 

¿/de M 2 . Sea (x 0 ,y 0 ) un punto de V y z 0 = f(x 0 , v 0 ). El 
plano tangente a la superficie t = fo, y) en el punt0 p Q = 

(•^o/o z o) es el plano que contiene a las rectas tangentes en el 
punto P 0 - ( r o .y 0 ,z 0 ) a las curvas: 

l.Cj :z = f(x,y 0 ) y 2 .C 2 : z = /(x 0 ,y) 

Plano tangente a la superficie z =/ A -, v ). 

Sea z =J[x,y) una función de clase 

¿/deR 2 . Sea (x 0 ,y 0 ) un punto de ¿/ 


en un conjunto abierto 

y z o=f(x 0 .y 0 ). 


Un vector normal al plano tangente , i 
el punto P 0 = (x 0 ,y 0 ,z 0 \ es ^ la su Perhcie z =/.v, y) en 































/ , 


El plano tangente a la superficie z = J[x, y) en el punto 

Po- ( x 0 ■ J'o > z o .) tiene por ecuación 


/* (*<> • .t’o) (* - *0 ) + fy ( v o <yo)(y-y o) - (---- 0 ) =o 



O bien. 


/(Wo) + fx : x o ■ .>’o)(*-•*<>) + fv(xo-y 0 )(y-y 0 ) 


Demostración 


Un vector director de la recta L \ , tangente a la curva C’j: r = f(x,y 0 ), y = v 0 , es 

r ! = » + fx (-VJ’o ) 1< = {I, o, f x (x 0 , v 0 ) ) 

Un vector director de la recta ¿2 , tangente a la curva Q: z = / ( v 0 .y), x = x 0 , es 

7 2 = j+ /,< (-Wo ) k = (°> 1 , fy(x 0 ,y 0 )) 

Un vector normal al plano tangente es 


n “( 0 ’ f fy(x o .y o ))x(l,0, f x (x 0 .y 0 i) 


* * 

I J 


k 


1 0 f y ( ' Y 0 '3 O ) 

0 1 /í(-Wo) 


(Xc K ’3'o ) ’ fy (*^o ’3*o ) ’ ^) 


bn consecuencia, la ecuación canónica del plano tangente es 


fx (- v o'3 ; o ) (-* X 0 ) + jy (-'o O’o ) (- 1 O ) Í“ “O ) ^ 

O bien, despejando z y tomando en cuenta que z Q - J (.v 0 , y 0 ), 

2 = /(^oO’ 0 /r(* v o->’o )U v " v o 5 + /v(Wo)0’ 




Se llama recta normal a la superficie z — f \ x, v) en el pinito Po ( Y o'- v o , 2 a) a 

1 recta que pasa por P 0 y es perpendicular al plano tangente. Un vector director 
esta recta es el vector normal n: 

n = (f x (x 0 >yo)>fy( x o-yo)‘ -1 ) 



consecuencia, las ecuaciones paramétricas y 


simétricas de la recta normal son. 




























EJEMPLO 3 . 


Sea el paraboloide elíptico z 



1. Hallar la recta normal al paraboloide en el punto P 0 = (3, - 4. 2). 

2. Hallar el plano tangente al paraboloide en el punto P 0 = (3, - \ 2) 

Solución 

2 2 

Si z = /(*, y) = — + — , tenemos que 3, -4) = 2 y 

9 4 



A (3,-4) = 


2 

3 



fy (3.-4) = -2 y 


® = (A(3.-4).A(3,-4).-l) = (2/3, -2, -l) 


Luego. 


1. La recta normal es: 


x - 3 _ y + 4 _ z - 2 
~2/3 -2 T~ 


2 


2. El plano tangente es: z = 2+-(x-3) - 2(y + 4). O bien, 2x - 6y - 3r - 24 = 0 


APROXIMACIONES LINEALES 

Observando una superficie y uno de sus planos tangentes podemos concluir que 
los puntos del plano cercanos al punto de tangencia están próximos a la superficie 
A continuación formalizaremos este resultado. 

Sea z ~/(a, y) una función de clase en un conjunto abierto L de R“ • Sea 

(a, b) un punto de U y c ~f (, a , h). De acuerdo al teorema 3.7, f es diferenciaba en 
el punto (a, b) y, por tanto, 


donde s | 0 y e 1 


f x {a>ti)Ax+ f y (a t b)Ay+ e\Ax + Ay 


0 cuando (Ax,Ay)-> (0,0). 


En consecuencia, si Ax y Ay son pequeños, Af y fJ a ,b)Ax+ f v { a ’ b ^ 
están cercanos. Esto es, 


A f * f x {a,b)A.x+ f v (a,b)A\ 


Considerando que A /= a/ , * , \ 

.» + *. ’ ’ . 


escribir 


. + 4V, tenemos que Ax = v - „ 

ibir así: A a * 


y 


o) 

_ /i 4* 

haciendo x - 0 


Av — v — b 


» y a la expresión (i) 


la pode» 105 




***, 

UaClÓn dC ‘ Pian ° tan 8«nte. Congos ' ¿StóST’ 0 " “ te " 0r C0ITeS 

Punimos la sumí 



siguiente función 



















C a p 3 Derivadas Parciales 



L( x >y)~ f(a,b) + f x (o,b)(x-a) + / (a,b)(y-b). 

w 

a la que llamaremos función de aproximación lineal de / en el punto (a. A). 

La aproximación, 


f(x,y)*L{x,y) - f(a,b) + f x (a,b)(x-a) + f y (a,b)(y-b) 

recibe el nombre de aproximación lineal o aproximación tangencial de f en el 
punto (a, b). 



Sea f(x, y ) = yj 26-x 2 -2 y 2 

1 . 1 lallar la función de aproximación lineal de / en el pumo (3. 2 ). 

2. Hallar una aproximación lineal de /(3,01, 2,06). Compare la 
aproximación con el valor real. 


Solución 


1. Tenemos que /Í3,2) = yj 26-3" -2(2) 2 -3, 


fxi x ’y)= 


-x 


f v ( x >y) 


\j 26-x 2 -2r 2 

-2 v 


. fx ( 3 > 2 ) 


=-1 


V 26- x 2 - 2y~ 


r, fy( 3 , 2 ) = 


4 __ 4 

í 3 


Luego, 


L (-v. v = 3 -(x-3)~ —(y -2) 


2. /(3,1,2,2)* ¿í 3,01. 2,06) = /(3. 2) -(3,01-3) ——(2,06-2) 


= 3 -0,01 -—(0.06)= 2,91 

El valor de/(3.1,2,2) con 9 cifras decimales es/(3,l, 2,2) 
aproximación lineales ¿(3,01, 2,f>l =2.91 


= 2,907352748 y la 



DIFERENCIALES 


PEFÍ NÍcioN.I Sean z= /(xj') y dr y Ay los incrementos de ,v y de y. 



1. Las diferenciales de las variables 

dx = Ax y dy = Ay 

2. La diferencial total de la variable dependiente z es 


;sx v v son 


m • 

































La diferencial dz también es denotada por df. 
Sabemos que Af * f x (a.b)Ax + f y (a,b)Ay . Luego, 



Además, si tomamos dx = Ax - x - a y cly = Ay = y - h en la fórmula que 
define a la diferencial total, obtenemos: 

dz= f x (a,b)(x-a)+ f y (a,b)(y-b ) 

En consecuencia la aproximación lineal la podemos expresar así: 




4 2 3 

x — jc y + y 





Sea la función z - f (x, v) = 

1. Hallar la diferencial total di 

Si el punto (2, 3) cambia al punto (2,01, 2.98), utilice la 
diferencial di para hallar un valor aproximado de Af Halle la 
correspondiente aproximación lineal de /(2,01, 2, 


2 



1. Tenemos que: dz = ^f~dx + — dy — 

ay 


3 



dx 


— 4x“ - 2 xy , 


c: 


r\. 

CV 


- x“ + 3 y 


Luego 


dz - (4x 3 - 2xy j dx + í-.v 2 + 3 y 3 \dy 


2. Tenemos que: (2,01, 2 

dz para el caso, x 




(2 + 0,01, 3 — 0,02). Luego, hallando el valor de b 
2, y ~ 3, dx = 0,01 y dy = - 0,02, obtenemos: 


dz 


Luego, 


4 ( 2 ) 3 -2(2)(3) (0,01)+ f-(2) 2 + 3(3) 2 l(“ 0,02) 


0,26 


4 f * - 0,26 


Por Mro lado, sabemos que: /(,.,) . /(„,(.) + * . Lneg0 
Esto es, /( 2 , 01 , 2,98) 


0.26) 


= 30,74 


* 30,74 
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EJEMPLO 6. 


Mediante diferenciales halle un estimado de 


%/~3<L06 

Solución 


En primer lugar observamos que V36 lfTl = 6 (3) = 18. Este resultado nos 
sugiere que tomemos la función 


Tenemos que: 
/ V (v..v) 

/y (-*■>’) 

Sabemos que 


- = fa y) = yfx tfy 


y el punto ( 36, 27) 



fx (36, 27) = 
MMi 27) = 




2 

9 


f(a,b) + ck, donde dz = f x (a,b)(x~a) + f y (a,b)(y-b) 

O sea, 

f(x,\')* f(a f b)+f x i a,h)(x~a) + f y (a,b}(y~b) 

En nuestro caso, x = 35,94, y = 27.09, a = 36, A = 27. Luego, 

V 35,94 ^ 27,09 = -/36 ^27 + ^(35.94-36)+ ^(27.09-27) 

= 18 +—(- 0,06) + —(0,09) = 18-0,015 + 0.02= 18,005 
4 9 

Una calculadora (que también es una aproximación) nos da 18,00495491. 


incremento absoluto, relativo y porcentual 

Tenemos una función z - j{x, v) y un punto (a. A) de su dominio del cual nos 

movemos a un punto cercano (a + Ax,b + Ay) . Al incremento en los valores de 
2 y) y a su aproximación podemos expresarlas de tres maneras: 

Incremento Absoluto: Af 


Aproximación A bsoluta : 


/na 


'emento Relativo: 


4 f 


fmb) 


Ap)oximacióu / 'eiativa : 


df 

df 


fU>.b) 


Inere 


Mentó Porcentual: 


Af 


f(°.b) 


x 100 Aproximación Porcentual: 


df 


J (ti.b) 


xt00 

































Los catetos de un triángulo rectángulo miden 6 y 8 pulgadas 
cateto más corto se lo alarga 0,4 pulgadas y al otro se lo 
0,2 pulgadas. Usando diferenciales, hallar: 



1. Una aproximación (absoluta) del cambio de la hipotenusa 


2. Una aproximación relativa del cambio de la hipotenusa 


Solución 


3. Una aproximación porcentual del cambio de la hipotenusa 


En general, si los catetos miden ,v e y pulgadas, la longitud de la hipotenusa 


es 


= / (x, y ) = J X 2 + y~ , 


cuya diferencial total es 


dz = 


x 


2 2 
A* + lT 


=• dx -f 


y 


i cfy 

J7 2 + y 2 


Cuando x = 6, y = 8, dx = 0,4 y dy = - 0,2 


tenemos: 


1. Az sí dz~ 


r==r(°. 4 ) + 
V 6-+S- 


8 



6 ' +8 


( °’ 2 ) ~ r~(0,4) + ÍL(_ o,2) = 0.08 


10 


10 


Luego, la hipotenusa 


2 . 


Az 


A 6 ' 8 ) /(6, 8) 


Se alarga a P rox >madamente 0,08 pulgadas. 

dz ■_ 0,08 

= -¡7" = 0,008 


Az 


3 ‘ 7m) x,0 ° 



xlOO 


0,008x100 = 0,8 % 




Buscamos evaluar l a f,,„ ■ - 
evaluar las variables v / v ó° n z = A*, y) p ara 

hccho error dv v a Supon 8 a mos qu e 1 J 0 ’ en primer hit 

cometerá el error divamente A 6 J as d °S Últi raas eval J 

■ «valuar 2 = /(a , CQn( 


^^Áx + Ay . 

v y + Ay) 


' n ” * PU, » 

42**= A ,, ap, ° 



. - ir +■ # . 

4 v 


4 




. dt + c ff 

dx dy 


dy 
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pn este expresión, tanto las deriva 
negativas lomando valores absolutos: 


Az 


dz 


< 


Si 


,(m i 

' ’x 


A 


í m ) 

V 


£ 

dx 

i( w ) 


Ax 


+ 


£ 

ch’ 


Av 


son los valores absolutos de los errores 


máximos de las magnitudes ,v, v, z f respectivamente, entonces una estimación del 
máximo error al evaluar z es 


A m) z 

= 

£ 1 

4 ( m ) 

A y >x 

+ 

df 

J m, v\ 



dx 



dv 

mr 



( 1 ) 


EJEMPLO 8. 


El volumen de un cilindro circular recto de radio r y altura h está 

dado por V — &r 2 h AI medir el radio se obtuvo 8 cm., con un 

error de a lo más 0,1 cm. Al medir la altura se obtuvo 25 cm., con 
un error de a lo más, 0,12 cm. 

1. Usando diferenciales estimar el máximo error que se comete al 
calcular el volumen con estos datos. 

2. Estimar el máximo error porcentual. 

Solución. 

i dV dV 

1. Tenemos que: V - nr~h y dV= — dr- \ - dh — 2nrh dr + nr~dh 


di 


dh 


Si A r y A h son los errores cometido al medir el radio r y la altura h , nos 
dicen que A r < 0,1 y Ah < 0,12. Para hallar el máximo error al calcular 

el volumen, tomamos los errores máximos al medir r y h. Esto es, tomamos 


dr— 


A (m) r 


0,1 y dh = 




= 0,12 


Luego, de acuerdo a la fórmula (1), una estimación para el máximo error en el 
cálculo del volumen es 


Á" ,] V 

_ r 

dV 

i í /w) 

A y r 

+ 

dV 

A m] h 



dr 



dh 



2xrh 


A (ni) r 


+ 


nr 


A (m) l 


i 


- 2jt(8)(25)(0,l) + ^(8) 2 (0.l2) = 40n + 7,687t 
= 47,687 ü cm 3 . 

3 

Lsto es, el máximo error al calcular el volunten es, aproximadamente, 47,68tt cm . 




































































V - ^(8)" (25) = 1.600ti cm . 




Una aproximación al máximo error porcentual es 


A m 1 v 


V 


47 6R;r 

xl00= ———xl00= 0,95 % 

1.600¿r 


FUNCIONES DE TRES O MAS VARIABLES 

Todos los temas anteriores tratados para funciones de dos variables se extienden 
de forma natural a funciones de tres o más variables. 

Así, si se tiene la función w = f{x,y,z), su diferencial total es 

. dw . cw , dw , 
dw = —dx + —dy + —dz 


ex 


dv 


dz 


Si [a,b,c ) es un punto del dominio de/ y a se incrementa en JLv. b se incrementa 
en Ay, c se incrementa en Az, el incremento de la función es 


Aw~Af~ f(a + Ax,b + Ay,c + Az) - f(a,b,c ) 

y la aproximación lineal es 

ft x.y.z) m f(a.b.c) + f x (a,b,c) x-a)+ f (a,b,c)(y-b)+f. (a,ft,c)(r-c) 


EJEMPLO 9. 


Se planea construir un tanque rectangular de cemento para 
almacenar agua. Las medidas interiores del tanque deben ser: 1.8 
m de largo, 1,5 m. de ancho y 1,2 m de profundidad. Si el tanque 
no tendrá tapa y el grosor de sus paredes deben ser de 10 cm.. usar 
diferenciales para estimar e volumen de cemento necesario. 


Solución 


Si x es el largo, y es el ancho y r es la profundidad, entonces el volumen y la 
diferencial total son: 


V - xyz, 


Jf , dV . dV J 

dV = —dx + —dy + 



dx 


d\ 


dz 


dz ~ yz dx + xz dv + xy dz 


Al largo x = 1,8 m se lo incrementa en dx = 20 cm. = 0,2 m ^10 cm. en cada 
extremo) 


Al ancho y - 1.5 m se lo incrementa en dy = 20 cm. = 0,2m (10 cm 

extremo) 


en cada 























(no hay 


A la profundidad < = 150 cm se lo incrementa en d- = 10 cm = 0 1 m 
tapa) 

Luego, 

¿V»dl' = (1,5)(1,2)(0,2) + (l,8)(l,2)(0,2) + (l,8)(l,5)(0.1) 

= 0,36 + 0,432 + 0,27 = 1,062 m 3 

El volumen de la mezcla necesaria es, aproximadamente. 1,062 m'^ 


PROBLEMAS RESUELTOS 3, 4 


PROBLEMA 1, | Sea S el gráfico de la función f(x,y) = x + y + 41n(.xy) 


1. Hallar el punto P o =(x 0í y 0 ,z 0 ) de S en el cual el piano 

tangente es paralelo al plano 5x + 5y - z + 3 = 0 

2, Hallar el plano tangente a S en el punto ( x 0 ,y 0 ,z 0 ). 


Solución 

L Tenemos que: 


fx ( x >y) ~ I + — 

x 


fx( x o>yo) = 1 + 


4 


x 


fyi^ x *y\ — 1 + 


4 


V 


fy( x O>) ’o) = 1 + 


4 


. o 


Un vector nonrial al plano tangente en el punto P 0 ~ i -v 0 ,y 0 . z 0 ) es 




n j 


4 4 

1 + —, 1+— 


\ 




o 


y 0 


-i 


j 


Un 


vector nonna] al plano 5.v + 5y - z + 3 — 0 es 

112= ( 5, 5, -1) 


Com ° el plano tangente y el plano 5.v + 5y - z + 3 = 0 son paralelos, los vectores 
OOíluales n ( y U 2 son paralelos. Esto es, existe X. tal que 

( 1+ 4/x 0 , 1+ 4 /y oi _1\= x( 5, 5, -1) =>-i= '*(->)=* 


X= 1 


0 + 





V 




-1) =( 5, 5. -1) 


1 + 4/.v 0 = 5 

1 + 4/.t' 0 = 5 




.vo =i y yo = i 











Ahora. 2 0 = /(-V.v 0 )= /O- ')= 1 + 1 + 4 ln (( | )(l»= I * I +4(0) = 2 

El punto de tangencia (* 0 OV r o) = O* ^)* 

2. Sabemos que la ecuación del plano tangente en el punto {x 0 ,y 0 ,z 0 ^ es 

*=/(* o>y<>)-+ fx( x o>yo)( x ~ x o) + fy( x o>yo)(y-yo) 

En nuestro caso, /(1, 1) = 2, f x ( 1, l) = 5, f y ( 1, l) = 5- Luego, 


2+ 5(.v-l)+ 5I.V-1) .o 



5.x + 5 y — z — 8 = O 



Sea S la superficie 



1. Probar que el plano tangente a S en el punto ( v 


un punto de S 


o • 




Solución 


escribirse en la forma: 


*0 > ; o ^0 

2. Probar que todos los tetraedros formados 
por los planos tangente a S tienen 
volumen constante igual a 





1. Sabemos que el plano tangente a S en el punto (,v 0 , y r () ) 
está dado por 




























k 


k 


v„ v 


o - o 


•*0 -^o 


X + 


k 


k 


X o) O 


k 


x + 


A 


2 y + 

x *yi 


k 


*o v 0 


A o Vo 


x o}’o 


y + z = 3 


A 


*o3o 


Dividiendo la expresión anterior entre ~ = k 


o 


■*oT'o 


X , v 2 
+ — + —=3 


o 


o 


2. Tomamos un punto P —(y v _ \ „ 

F o IV v 0 ’ 2 0 ) cualquiera de 5. Por la parte 1. una 

ecuación del plano tangente en este punto es 


X V 2 

— + — + — =3 


A 


}’o 


O 


Si (a, O, 0), (O, b, 0) y (O, O, c) es el punto donde plano corta al eje X, eje Y 


y eje Z, respectivamente, entonces 


a O O 

— + — 4-3 => a — 3a* 0 , 


A*, 


)’o 


O b O 
— + —+ —= 3 


x 


o 


V 


b — 3 v 

j jo » 


o 


o 


O O c 

— + — + — — 3 => c — 3 z D . 


o 


y 0 


o 


El volumen del tetraedro es: 


1 


V — — I abe 
6 


1 


6 


( 3v o)( 3 . v o)( 3z o) 


9 


( 


O 



o 


-o) 


9 




f 


k 




■Wo J 


\ 

_ 9 

k 




2 


J 1 




PROBLEMA 3.1 El volumen de un cubo circular recto está dado por 


u * 2 i 

V= —nr h 
3 


Solución 


AI medir el radio r se comete un euor de a lo más 2 %, y al 
medir la altura h se comete un error de a lo más l %. 

Estimar el máximo error que se comete al calcular el volumen. 


Se tiene que: 


dr 


dh , 

—xioo 

<2 y 

X100 

r 

h 


<1.0 bien, 


dr 


r 


<0,02 y 


dh 


h 


< 0,01 





































































dV = 


- dr + —dh = -Ttrhdr 

dr dh 3 


I 

3 


frrdh 


d I 

y 


2/3 Ttrhdr 1/3 nrdh _ dr dh 

-+ ---Z- + - 


1/3 Ttr 2 h 


1/3 Ttr 2 h 


r 


Luego, 


dV 


¡ dr oh 

< 2 

dr 


dh 

— 

2 + — 


+ 


y 


i r h 


r 


h 


<2 (0,02)+ 0,01 =0.05 


Esto es, al calcular el volumen el máximo error relativo cometido es 
aproximadamente, 0,05. El máximo error porcentual es, aproximadamente. 5 %. 


PROBLEMA 4.1 El periodo de oscilación de un péndulo está dado por 

T = 2*^177, 

donde L es la longitud y g es la aceleración de la gravedad. 

El péndulo es llevado de un lugar donde g = 32 pies/seg 2 a 

lugar cerca del polo norte, donde g — 32,2 pies/seg”. Debido al 

cambio de tempeiatura, la longitud del péndulo cambió de 2 pies a 
1,97 pies. Estime el cambio del periodo. 

Solución 

Tenemos que: 


un 


tr-^iiL + tLte-JL 


CL 


dg 


sjgL 


dL - 


nL 


S'JgL 


dg 


L 2, AL 0,03, g = 32 y 


Luego, 


dg = 0,2 


AT»dT = 


K 


732(2) 


(-0,03; - 



°’ 03 ) “ iTrÍ 0,2 ) = ~ -—* = 

128 64 


* = -0,0167 


Esto es, el periodo del péndulo disminuye, 


aproximadamente, 0.0167 




problema 5 



Dos todos de un triángulo miden 6 I m v 5 9^ m v el ángu' 0 

ley de los coserme *• ^ ec * lante un a aproximación lineal) 

los cosenos dice- * ^ lmar * a * 0n SÍ tu d del tercer lado. La ley 
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a 
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C 2 =a 2 + b 2 - 2 ab 


Sea c J (a. b, 0) /«' + b 2 - lab eos 0 . Entonces 

dc= *• e ) A “ + fb(a.b.0)áb + fy(a,b,f))AQ 



Cuando a = 6, b = 6. 0=60°= - .entonces 

zlt/ = 6J -6 = 0,1, é h = 5,94 - 6 - - 0,06. 


f(6. 6. 60°) = V +6 2 -2(6)(6)(I/2) =6 y 


1 = 62° - 60°= 2° ~ 

90 


t/c / a (6, 6, 60)(0,l)+ 4(6, 6, 60)(-0,03) + f 0 ( 6. 6 

Pero, 


60) (;r/90| 


(a. />, 0) 


a-b cosí? 


//, (a. b, 0) = 


V ¿r" + /?“ - 2 cí¿ eos 6? 

- £í eos (9 


.4(6, 6, 60) =^M=I 




fe h, 9) = 


~ -r b~ - 2ab eos 0 


ab señé 1 


.4(6, 6. 60) = 


6-61/2) i 


V a“ + 6 2 - 2 ab eos 0 


.4 (6, 6. 60) = - 



3v 3 


En consecuencia. 


dc= i(0,l) + -(- 0.06)+ 3%/~3 
2 2 




7 


Por último, 




90/ 


= 0,2018138 


c - /(6,1, 5,96, 62°) * /(6, 6. 60°) + ¿fc = 6 + 0,2018138 = 6, 2018138 
Esto es, c 6. 2 



La calculadora nos el valor 6. 202574851 




ZSQ BLEMA 6. | Se miden los lados a y h de un triángulo con un máximo error de 

0.4 % y 0,5 %, respectivamente. Se mide el ángulo 6 
comprendido entre estos lados y se obtuvo 30°, con un error 
máximo de 0,2°. Usando diferenciales estimar el máximo error 
relativo y el máximo error porcentual en el cálculo de área, 
mediante la fórmula 

A - —ab sen 9 

7 



Solución 


h ^J) sen 9 







































< 0.004. 


a 


h 


<0,005 y 


d B <0,2 


/ 7t ^ 




180 


= 0,0035 


O) 


/ 


Ahora, 


dA =M da+ dA db+ dA de 


da 


3b 


39 


~—b sen 9 da + — a sen 0 db + ~rob cos @ ^9 
2 2 2 

1 


Dividiendo entre A = —ab sen 0 


£¿4 

A 

De donde. 


da db , n 

— + — + cot 9d9 


a 


b 


í/4 

< 

da 

+ 

db 

+ 

cot 0 


d9 

A 


a 


b 






Considerando que 9 = 30°, cot 30° = \Í3 y las desigualdades (1) obtenemos: 


dA 
A 


<0,004 +0.005+ yfl (0,0035) = 0,01506 


El máximo error relativo es, aproximadamente, 0,01506. 
El máximo error porcentual es, aproximadamente, 1,506% 


PROBLEMA 7. La resistencia total de tres resistencias R\, Ri y /? 3 , colocadas 

paralelo, está dada por 

1 

( 1 ) 


R R 


L + -L + Í 


1. Probar que 


dR = 


1 


R- 


R- 


R x 


R 


l J 


dR x ~f 


_ \2 
R x 


\ R U 


dR~> + 




\ R i) 


dR 


i 


(2: 


Solución. 


\ j y 

2. Si las mediciones <¡- /í[, /?2 y R-¡ son de 100, 15*) y 
ohmios, con errores máximos de 2% 3% y 

respectivamente. Usando diferenciales estimar el má: 

!l!|! i'or porcentual al calcular R- 


1 



Derivando (1) respecto /?| tenemos: 

d ( J ( 1_ i 

8R i { R \ R-, + rt 




























































ff> dR , n dR dR 

dR - -— dR\ + —- dR 2 + —- dR 


R 


\ 


dR 


i 


dR- 


dR 


3 


3 


R 


dR, + 


R ' 


l J 


i R 


r 


dR h- 


2 ) 


R 


R 


dR 


3 ; 


éá i 


Tenemos que: 


3 


dR 


R 


I 


< 0 , 02 , 


dR 2 

R'i 


<0,03 


dR 


3 


R 


<0,05 y 


1 


R R 


1 + ± +i 


ii i 

+ -4- 


6 


1 


l Ri Rt, 100 150 300 300 50 



asi: 


dR = R~ 




1 dR 


1 1 dR-, 1 dR 

4-— + 


\ 




R¡ Ri R 2 R 2 R 3 R 


3 J 


idiendo ambos miembros enire R: 


=> = 50 


dR 

R 


í 


R 


I dR, 1 dR 


i i ui\j 1 dR 
+-- + 


\ 


3 


v Ri ^2 R$ R^ ) 


it)nii, ndo valor absoluto 


dR 

R 


( 


< 


R 


1 




R 


R eemplazand 


o en 


dR 
R 


<50 


1 


i 00 


dR, 


R 


+ 


1 


l I 



+ 


1 


150 


el máximo error relativo e: 



0 error porcentual es, 


R 


dR 

Ri 



4* 


1 


300 


4- 


1 


R 



\ 




dR 




, 2,83%. 


3 


R 


\ 


/ 





































































































Una función diferenciable que no es de clase C*' 1 


Sea la función: 


/ f-v.v) = - 


x" + ) 



I 


sen 



x 2 + y 


= , si íx i y)*{0 t 0) 


0, 


si (x ,>’) = 



a. Hallar f x (x,y) y f v (x,y) 


b. Usando la definición, 
en el punto (0, 0). 



es 



c. 



x y fv 



Solución 


en el punto (0, 0). 


a. Si (a, y) * (0, 0), entonces 




f x {x,y) = 2x sen 


1 




2 2 \ 1 
+ I X + v 1 eos 


2 2 

* 


A 


2a 


2 [ x“ + v" 


3 : 




/ 


= i 


1 


x sen 


>/? 


+ v 


L 


x 1 

- eos- 


2 2 2 , 2 
+ y v * + y 


Si (a, y) = (0, 0), entonces 



Lim 1 
h—* o 


/(¿. 0 )-/( 0 , 0 ) 


,2 1 

/z sen 


h 



ih 1 


1 


h —>0 


h 


= Lim h sen-= 0 


/i —>0 


/? 



/í sen 


1 


h 


-0 


Luego, 


/? 


1 


h 


< 


h 


fx( x -y ) 


2v sen 


\/a 2 + i 



eos 


1 


0. 


V** 


+ v 


=. s¡ ('■•.>•) 



si ( x, j’i = (0, ti) 


Similannente, 


fy(x.y) = < 


2y sen — 


1 


yfx^ + y 


2 2 
X + y 


eos 


1 


0, 




V 2 _L 

l 4- y 


= t Si (.Y, v)*(0,0) 


b. Debemos probar que 


si (-V. v) = (0.í ) ) 




4/i0,0) - / r ( o, o) ¿u + 





(|. 0) J). + e } Ax+ s 2 Ay 





































































-f 


(40 


sen 


/, ( 0 . 0 )dx + /„ (0, 0)úy + e x Ax+ e 2 Ay 



donde C\ - ( Ax ) sen 


1 



Axf +(Ay) 2 


y £2 ~ (dy)sen — 


1 


Además, f,^0y e ~> o 



Ax y -H Ay \ 


cuando (At, Ay) -> ( 0 , 0), ya que 


(Av)sen 


1 



Ax)~ -t- (Ay i 


--0 


< 


zd.V 


( 4 >') 


sen 


En consecuencia, j es diferenciable en (0, 0). 



0 



un 


(zJ.vjr + ( Ay} 


° N ° 6XISte ^4% 0 ) f* (■*• y) • En efecto, tomando y = x. 


con x > 0 tenemos 



{x*y)->( 0 , o) 


fx ( x, v ) = Lim 

*->o + 


r 


2x sen 


1 


-V 


1 


i 


~ i —, — r eos - _ 

\lx 2 +x 2 V X 2 + .V 2 yfx 2 + x 2 


~ Lim 

*->o + L 


? i i 1 

2x sen —^-= eos 


v2x yf~2 \flx J 


p ero, Lim 

A"—>0 + 


r 


2x sen 


i 


1 


■Í2x 


= 0 y Lim 

.r-»0 + 


1 1 
j= COS — j — 

_v 2 \¡2x 


i 


no existe. 


consecuencia Lim f x (x,y) no existe y por tanto, la derivada f r no es 

(íjHO, 0) ' A 

continua en ( 0 , 0 ). 


pQ nna análoga se obtiene que /’. 


tampoco es continua en (0.0). 









































































PROBLEMA 9 1 Probar el teorema 3.7 


Sea / : Ud R -> R, donde U es un conjunto abierto. Si 
es de clase C 1 ' en í/, entonces / es diferenciable en £/. 


/ 


Solución 


Sea (a, b) un punto cualquiera de U. Probaremos que/es diferenciable en (a, b) 

Sea B((a, b), r) una bola abierta con centro en (a, b ) y contenida en U. Tomemos 
Ax y Ay suficientemente pequeños para que el punto (a+Ax,b + Ay) esté en la 
bola. 

Tenemos que 

A f ~ f (a + Ax, b +Ay) - /( a,b ) 

= \_f{a + Ax, h + Ay)-f(a + Ax, ¿>)] + [f(a + Ax, b)-f(a, b) ] ( 1 ) 

Ahora, aplicando el teorema del valor medio, 

./ (a + Ax, h + Ay)- j [a + Ax, b) = f y ( a + Ax, d ) Ay, con b<d<d+ Ay (2) 
f {a + Ax, b) - f ( a, b ) = f x {c,b)Ax , con a < c < a + Ax (3) 

Reemplazando (2) y (3) en (1): 

Af - fy (a + Ax, d) Ay + f x (c, b) Ax 
= fx c > b)Ax+ f y (a + Ax, d ) Ay 


Luego, 


- f x (a, b)Ax + f y (o, b) Ay + [/ v ( c , b)-f x (a. b)~]Ax 

+ [f y (a + Ax, d)-f (a, b ) 


Av 


Af 


f x {a, b)Ax + f y [a. b)Ay+ Ax + s,Ay , 


d ° nde £ l fx{ c - b )~fx{a.b) y e 2 =fy(a + Ax,d)-f v (a,b) 


Como a < c < a + Ax y f x es continua, tenemos 
M Lim 




A ( c * / v (a, />)] =f x ( a, b)~j x \ a ' 


= 0 


Sim i lamiente, como b<d<d 


+ 4 ; y / v es continua, 


Lim 


(4M*P¡(o,(Ar.L‘H(n,o)L' /v + <*)-/, (a. 









En consecuencia, / es diferenciable 



en (tf, b). 
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PROB LEMA 10. | Probar el teorema 3.8 


H‘p ed L V C R donde U es abie 

diferenciare en U, entonces / es continua en U. 


R 


Solución 


K donde U es abierto. Si f es 


Sea (a, b) un punto cualquiera de U. Probaremos que si / es diferenciable en 
(a, />), entonces- / es continua en a, b). Para esto, debemos verificar 


que 


( 


V, rh>(«. hf ~ lo cual es equivalente a 

. Lim f (¿7 + Ax, b + A y\— fia.b), 

(AvAy)->(0, 0) } J v *' 


lo cual, a su vez, es equivalente a 

, . . L j ni m nX^ { a + Ax >b + Ay)-f(a,b)~\ ~ 0. Esto es, Lim 

[Ax,Ay)— »(0, 0) (At.ady)-*(0, 0¡ 


4 / = 0 


Bien, probaremos este último límite. 

Como f es diferenciable en (a,b ), tenemos que 

Af - f x ( a,b ) Ax + f v ( a, b ) Ay + ¿'j Ax + £ 2 Ay 


donde £^0 y s 2 -» 0 cuando ( Ax, Ay)-> (0, 0) 

Luego, 

Lim Af ~ Lim f x ( o, b ) Ax* + Lim / v ( a, b) Ay 

(ArAyW(0, 0) (Ax,Ay)-+(0, 0) (Ax,Ay)^{ 0.0- * 

+ Lint í £ { Ax] + Lim [s 2 Ay] 

(Ax,Ay)->( 0, 0) (AvAy)->(0. 0) 


0 + 0+ Lim [¿\Ax] + Lim A £ 2^>\ 

( Ax,Ay)-+{0* 0) (Av.Jr)—>(0, 0) 


Lim 

(Av,Ay)->(0. 0) 


Ax + 


Lim 




Lim 


T Jrn 

¿1 (AíAv)-»(0, 0) (Av.Jv)->(0. 0) (Av.Jy )->(0. 0) 



1 V 


= (0)(0) + (0)(0) = o 











En tos problemas del 1 al 5 hallar el plano tangente y la recta normal al gráfico 
de la función dada en el punto indicado . 


2 1 

. ft \ x y " 

y (v, v) = —+— 


4 9 


, ^2, 3, 2) Rpta, 3x - 2y - 3z = O, 


x —2 v ~ 3 


1 


1 


2/3 -] 


2 - /(*>->’)= \f 2 +y 2 - 1, (2, -i, i) 


2y - v - 4z -1 = O, 


x — 2 v + 1 z — 1 


1/2 -1/4 -1 


3, z = 


-l 




V 


V x J 


, [ 2 , 2, ni 4) 


a* + j - 4r - 4 + n = o, = 3'~3 _ z- ;r/4 


1/4 -1/4 


-1 


4. z = 2p~ x 


sen y, (O, /r/6, 1) 


A + 7Tv + Z 


, V~3;r 

- 1 +-- O 

6 _i 


A 


y — ti / 6 z -1 


5. z= + (4, 1,3) 


73 


-1 


jt +y — 4z + 7 =0, 


x 


4 _J-1 z — 1 


1/4 1/4 _i 


6 . Hallar el punto de la superficie z = w _ 3jr + _ , 

es paralelo al plano XY. J ' ^ en e l cual el plano tangente 


R Pta- (-2. 3, I) 


7. Hallar los puntos de la superficie - = $ x 3 _ , 2l _, , 3 , , 

tangente es paralelo al plano XY ' v en los cuales el plano 


8 . 


Rpta - (0. o. 1), ( 1 , 2.-7) 


9. 


Hallar el punto del paraboloide z = 3 X 2 + 2 

paralelo al plano I 2 a- 6 v- 3 7 = l un / en e CLml el P^no tangente es 
; _ • «altar el plano tangente. 

Rpta. (2/3, —l jn \ 1 -) 

’ //ó )> 1 2a - 6v - 3z = 7 

■r 


10 . 


Hallar el punto del paraboloide z = x 2 ^0 ? - 

paralelo al plano 6 a - 8 y - z = 10 Halla ? ^ en cua l el plano tangente es 

Rm (^ C P ano tan gente. 

Rpta ' P> - 2 , 10 ) } 



Hallar el punto del paraboloide z = 

es Perpendicular a la recta a = t 
tangente. ' 1 ~~ 



- 8 y - z = 24 


Rpt 


4 — 2a 2 _ 5.2 

y — 4 *■- Cua ^ plano tangente 

~ 5/ > 2 = 3 + t . Hallar el plano 


a 



( 2 - 1/2, -21/4), 32v-20v-4z = -53 




I 


1 


f 


i 


> 




























de ia superficie z = * + vv pn , , , 

% + y- ¿ Jl * e " Cl cual e 'P^no tángeme es 

a la recta Sx _ y + Z = 3 ■ Hallar el plano tangente. 

■ ( _1 > ~ 3 -2), v + z = _ 15 



]2. Demostrar que el plano tangente al paraboloide - = 


X v 
— + — 


a 


h 


en el punto 


P 0 =(.v 0 . v 0 ,- 0 ) puede escribirse en la forma 


2 + z 0 2x n x 


c 


o* + 2 y 0 y 


a 


h 2 


Sugerencia: z = 


ex 


+ 


c\ 


a 


b 2 


2x , 

e + v 


en el punto (0, 3) 


13. Hallar la linearización I(.\\ v) de la función/(x, y) = 

Mediante esta linearización aproximar/(0,1, 2.95). 

* 

1 1 5 

Rpta. L(x,y) = - x +-y+-, /(0,1, 2.95) * 2,0375 

2 4 4 

14. Hallar la linearización L(x. y) de la función ftx, y) = x 2 y+ x cos(y-l) en el 

punto (-2, 1). Mediante esta linearización aproximar/(-2,01, 1,02). 

Rpta. L(x, y) = -3x + 4 y - 8 , /(—2,01, 1,02) —2,11 

15. Hallar la linearización ¿(x, y, z) de la función /{x, v) = y¡ x 3 + y* + z* en el punto 
(2,1,3). Mediante esta linearización aproximar /(1,98, 1,04, 2,96). 

Rpta. L(x, y, z) = xH— y 4 — z - 3 , ./(1,98. 1,04, 2,96).- 5,9 

■ 4 ■ 4 


En los problemas del 16 al 22, hallar la diferencial total de la función dada. 


16. z= xe y 

17. xve x+y 


19.2 = 


20. w= 


v 2 ln|x 3 j 
lñ(l + xyz) 


2l. Hi¬ 


tan 


-i 


Rpta. dz = e y dx + xe } dy 


Rpta. dz — ( ye x+y + xye x y ) dx + (ac +xye 


X+ V 


18. z- lníl + x 2 j 3 j Rpta. dz — 

I I 


2xy_ 

I + x 2 v 2 


2v 2 v 

ctx + d} 

1 + x l y 


Rpta. dz - 


3; 


dx + 


x 


2y\n(x 


3 


dx 


Rpta. dw = 


vz 


1 + XVZ 


dx + 


—— dy + 


1 + xyz 


1 + xvz 


(X *f y + - j 


1 




1+ lx+y 



(dx + dy + dz) 


dx 





















los problemas del 23 a I 28 , usar las diferenciales para 

Af = f(Q)-f(P)- 


23 . f(x,y)= x~ +.\y-3y 2 , P = ( 4, 1), Q = (4,02, 0,97) 


Rpta. A f * 0,24 


1/3 1/2 


24 . f(x,y)-x '-y 


P = ( 8.9), Q = (7,8, 9,06) 


Rpta. Af » -0,03 


25. f(x,y) = Jx 2 


y , P = (5,3), O = (5.1, 2,9) 


Rpta. Af = 0,2 


26 - /(-v,.v i = 


xv 


7 2 ’ 

X + V 


P~ (3, 1), Q = (2,99, 1,5) 


4 / » 0,2 


27. f{x,y,z\ = y jxyz , 


P=(12,3, l), £> = (12.1, 2,85,1,1) i?/jto.4/-«0.175 


28. f(x,y.z)~—P-(4,-2,-l), Q = ( 4,1, -1,98, 1,04) Rpta.Afx-0,2 


• Ij S P ro ^ emas de! 29 al 31, usar las diferenciales para aproximar el número 

indicado 


29. ,j (8,02) 2 +(Mo¬ 


feta. 16.983 


30. ln ^ f 25,4 + 16,16 i 


Tfpto. 0.06 


31 . 



6,9)-+(4,2)-| = 



+ (4,2 ) 2 -1 


/ 


1 / 
“ll 




32 . Los catetos de un triángulo rectánmtln o 

j fe miden 8 cni y 6 cm, El cateto más largo 

se encoge —cm y el más corto se alara-i * t. 

4 arga cm. Usar diferenciales para 


aproximar la variación de la hipotenusa. 


1 


33 . 


Rpta. Se encoge —^ cifl- 


El volumen de un cono circular redo de radio 
3 n) ^ • Si el radio crece de 6 a 6 ns 

. ’ ' cm y la altura decrece de 18 a 17 . 96 - 


y altura h está dado por V* 


Usando diferenciales i 

ales estimar el cambio del volumen del 


cono. 

Rpta. AV * 3.l2n 


« 
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34 . Se tiene un sector circular de radio r = 30 cm. y ángulo 


central 0 - -. Si al ángulo central lo incrementamos en 

un grado ( I o ). estimar en cuanto debemos disminuir el 
radio si queremos que el área se mantenga. 


1 i 

Recodar; A — —r$ 

i 


R/>ia. 0,25 cm. 



35. 


Se miden los catetos de un triángulo rectángulo obteniendo 8 ™ „ * 
máximo error al calcular: ÜSar d ' ferenciales P ara estimar e 


a. La hipotenusa. 

b. El área. 


Rpta. 7/25 cm 
Rpta. 7/5 cm. 


36. La resistencia total de dos resistencias y?, y R 2 , co | ocadas en paraleIo £s[á 

1 1^1 


dada por 


R R 


i 


a. Probar que dR = 


R 


R x 


k r \j 


dR¡ + 


R N 


) 


dR , 


b. Si las mediciones de R\ y R 2 son de 25 y 100 ohmios, con 
wjmáximos de 0,5 ohmios y 0,75 ohmios, respectivamente, 
diferenciales estimar el máximo error al calcular R. 


errores 

Usando 


Rpta. b, 0,35 ohmios 


37. Sea A el área de un triángulo de lados a y b que 

forman un ángulo 0- 30°. El ángulo Acrece I o , 
el lado a crece 4 % y el Jado b decrece 5 %. 
Usando diferenciales, estimar el cambio 

porcentual de A. Recordar que A = —ab sen 0 . 



sen 0 


a 


Rsta. crece 2 % 


38 , 


A fr-t r # V--* « ’W — -- - — 

El periodo de oscilación de un péndulo está dado por T 
es I a longitud y g es la aceleración de la gravedad. 


In^Üg , donde L 


dT_ _ 1 
T 2 


dL dg 
1 8 _ 


Probar que 

b * Al medir L y g se cometen un error porcentuales máximos de 0,5 % 
°3%. Usando la igualdad de la parte a. para estimar el error porcent 
máximo de T. 


y 


A ú % 
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.39. La potencia eléctrica está 


E 



por P = —, donde E es el voltaje y R es | a 


R 


resistencia. Si 2 % es el error porcentual máximo al medir E y 3 % es el error 
porcentual máximo al medir R, estimar el error porcentual máximo al calcular/ 1 . 

Esta 7 % 


40. Dos lados de un triángulo miden 15 m y 20 m. El ángulo que forman estos 
lados es de 60°. Los errores máximos al efectuarse estas mediciones fueron 10 
cm, 20 cm y I o , respectivamente. Se calcula el tercer lado mediante la ley de los 


cosenos: c 2 = a 2 -i- h 2 - lab eos 0. Hallar una aproximación del máximo error 
al efectuar este cálculo. Rpta. 41,78 cm. 


41. Sea la función / (.r,_v) = < 


7 7 

x" y“ 

mF 

~2 

X + V 


0 , 


y,si (x, y)* ( 0 . 0 ) 
si (x t y) = ( 0 , 0 ) 


a. Probar que / v ( 0 . 0 ) =0 y f y ( 0 , 0 ) = 0 

b. Usando la definición probar que / es diferenciable en (0. 0). 


42. Sea la función /(x,y) = < 


x y 


X 2 + V 
* 

o, 


7 .si (-V, v)*(0,0) 

Jh# 

si (x. y) = ( 0 , 0 ) 

a. Probar que / (0,0) =0 y /,. (0,0) = 0 

b. Probar que / no es diferenciable en (0, 0). 
Sugerencia: Pruebe que f no es continua en (0, 0) 

43. Sea la función /(x,y) = (x + y)/r +y 2 , 


a. Probar que f A x,y) = 




2 2 x (x + y ) . , 

v + v h— , —, si (x,y) ^ ( 0 , 0 ) 


7 ^ 

x + y“ 


0 , 


si (x,y) = ( 0 . 0 ) 


•fv ( x * ^ 


1 7 2 y ( x +y ) 

V x +y ¿ ‘ ' v ; 



si (x.y) = ( 0 . 0 ) 



b. Probar que/es clase O 1 'en y, por tanto, f es diferenciable en 





















Llamamos regla de cadena al resultado aue , 

compuesta en términos de sus funciones componentes Recordemoí 1 ^ Una . fi,nción 
regla para el caso de funciones de una variable- Si v = /íT ° qU f d ' Ce eSta 

diferenciables. entonces la ftmción compuesta/o g es di ferencíable /se'cumSque" 

v °8)V) = f(gu))g'(n 


Con las otras notaciones este resultado se expresa así: 


Di y =D x yü,x ó 


dy ch dx 

mr -ma— mf 

di dx di 


En esta sección, extenderemos este tema al caso de funciones de varias friables. 
Por razones didácticas, la regla de la cadena la presentamos en casos. 


REGLA DE LA CADENA PARA UNA VARIABLE 

INDEPENDENTE 


Regla de cadena para una variable independiente y dos 
variables intermedias. 

Si w — f(x,y )es diferenciable en (x.v) y x = g(t) e 



V = 



son diferenciables en /, entonces u = /(g(t).A(f)) 


es diferenciable en / y se cumple que 


dw dw dx dw dy 

+ 


dt dx dt dx di 


0) 


O bien, con otra notación. 


D, [/(*(/). /,(/))] = / v (g(/). h(t))g’(t) + 


demostración 

Verel problema resuelto 13. 


x 1 n estc teorema, h> es la variable dependiente, t es la variable independiente y 

■f son variables intermedias. 



























Cap. 3 Derivadas 



Para reproducir con facilidad la regla de la cadena se 
construye el diagrama de árbol adjunto. Las variables las 
localizamos en tres niveles. En la parte superior está la 
variable dependiente; en la parte inferior, la variable o 
variables independientes; y en el intermedio, las variables 
intermedias. A cada rama se lo etiqueta con la derivada de la 
variable superior respecto a la variable inferior. 

Q\\) 

Para hallar — se siguen las trayectorias que comienzan 

con w y terminan con /, multiplicando las derivadas 
correspondientes. Cada trayectoria nos da un sumando en la 
fórmula (1) de la regla de la cadena. 



Sea w = x 2 + xy + y 2 , .y = sen /, y = eos / 

Hallar —- de dos maneras: 
dt 

a. Usando la regla de la cadena. 

b. Expresando w como función de / y derivando 

Solución 


EJEMPLO 1. 


a. 


dw _ dw dx chr dy 


+ 


dt dx dt d\> dt 


- (2*+j/)(coS/) + i’.v+2y)(-sen /) 


- (2 sen / + cos /)(cos í)+ | sen t+2 eos /)(-sen t) 


- ? 


2 sen / eos / + eos 2 / - sen 2 / - 2 sen / eos / = 


Esto es. 


_2 


dw 

dt 


eos 2 / 


- sen"/ = eos 2/ 


= eos 2/ 


b. w- x + x)> + y 1 — sen"/ + sen / eos / 4- eos 2 / 


(sen"/ + eos"/ j + \ sen 


1 


I 


j + (sen / eos t) — 1 + —sen 2/ 

2 


Esto es, w = 1 + - sen 2/ 

2 

Luego, í = r os2 ' ( 2 ) 


EJEMPLO 7 

Solución 


Si ir- In ( x2 +y 2 ), * = e " 


y y - e 11 , hallar 


dw 


du 


u 


= o 


** - dx dw dv 


du dx du 


dy du 


2.y 

2 

y x i 


























p ara // = O tenemos 



re<;la de la cadena para dos variable 

INDEPENDENTES 



Rl"í:i cié la cadena para dos variables independientes y dos 
variables intermedias. 

Si w = J (xy) es diferenciable en (x,y) y 


x = g(s, /), y = 


K s > 0 son diferenciables en (s, /), entonces 

w = f{g( s > t ) * h ( s, t )) tiene derivadas parciales de primer orden 
en (/..s) y se cumple que 



(3) 



(4) 


Demostración 



La demostración es muy similar a la demostración del teorema 3.9 


^EMPLO 3.1 Si w = ln 'Jx : 2 +y 2 ) , A' = se 1 y v = se~ l , hallar 

iv j 


a. 


Solución 

Tenemos 


dw 


Ss 


que: 


w= j n 




y[7~ 


\ 


+ y 


Ahora. 


J 


/ 7 O 

— ln /_2 • 2 

i 


jt + y 


b. 


Tt 


en 


av 


x 


x 2 + V 


dv 


v 


■) 2 
,V“ + V 




















































dx dw dy _ 


os 


dx os 


+ 


dy ds 


2 , 2 
x + y 



é + 


y 


2 2 
X + V 


e ; I = 


x [ ef ) +y { e ') 

2 2 
X + V 


ie ')( e ') 


+ se 


-/ -/ 



se* I +1 se 


-t 


2t , -2/ 

e + e 


-2 1 


1 


s\e + e 


Esto es. 


dw _ 1 
ds s 


b. 


chv 


dw dx chr dv 

+ mam 


di dx di dy di 


i 2 

x + y 



+ 


V 


i 


2 , 2 
x + y 


-se 1 I= 


x\ se 1 T 

i 2 

X + v 


(se* j {se 1 j-( se 1 


se 


-t 



se + se 


-i 


2t a -2/ 

e — e 

2t , —2/ 

e +e 


= tanh 2 1 


Esto es. 


chv 

~dt 


= tanh 2t 



Sea n un número natural positivo. Una función j{x, y) es 
homogénea de grado n si se cumple que 

Á tx , ty) = t n f(x, y), V t > 0 y V (a% y) en el dominio de/ 


La pioposición que piesentamos y probamos en el siguiente ejemplo es conocida 

como el Teorema de Euler para funciones homogéneas. 

Si fix 9 y) es diferenciable y homogénea de grado n, entonces 



Solución 


X J\ ( x -y) + y fz i x,y) = n J'(x,y) 


Si u tx, v ty, tenemos que la igualdad J{tx, ty) = t n f{ x ,y) se transforma en 


A u > v) - i n f (x,y ) 


Derivando respecto a, , mbos mtal | TO . ¡gua|dad , 


O) 


-~.í iu,v)= ni 
di ’ 


n l 


/(.V.v) 


( 2 ) 



Pero, aplicando la regla de cadena a — 

di 


a /(m,v) ; 




































x A v/ 2 (í/,v) 


- xfi (/A-, ty) + v/ 2 (tx,ty) 



x f \i (¡ x > ty)+y fi ( tx, ty ) 
Finalmente, haciendo / = 1, Obtenemos: 


ni 


H-I 


f'x.y) 


Y v)+v/ 2 (.v,j'}= nf(x,y) 


En el siguiente ejemplo, la regla de la cadena nos proporciona fórmulas para 
calcular las derivas parciales de segundo orden. 



Sean u- J(x,y) 9 x- g\sj) y y= h(sj) de clase Ó 2 K Probar: 


1. 


.2 
C 11 


a 2 
es 


i 

O w 
dx 2 


A 2 ^2 / \ 

C W ' "" ' 


ex 


J 




^ 2 


C] 


oy 

K dsj 


+ 2 


d 2 w dy dx t dw d 2 x dw d 2 y 

+ - — >f 


+ 


dydx ds ds dx Q s 2 



es 


2 , 


~2 

en 
dt 2 


c~w 


í 


V 


ex 
dt) 




i 


+ 


o w 

a 2 

cv 


f a 

dy_ 
V dt 


+ 2 


d~w dy dx dw c 2 x dw d 2 y 

+ -- —- + - — 


dydx dt dt dx dt 2 





h Por el teorema 3.10 sabemos que 


dw 


es 


dw dx dw dv _ 
T-— + — ~ - Luego, 

ex ds 



oy dt 2 


I cu 

KJ 

II 

dw i 

__ a 

env dx dw dv 

1" ^ 

d 

dw dx 

L 5 

chv dv 

w 

ds 2 ds 

_ ds j 

ds 

ex ds dy ds 

ds 

_ dx ds _ 

ds 

S' 

1_ 


A 

c 


ds 


' cw 
k dx 


\ 


J 


dx dw d 2 x 

--f~ ■- 

ds dx ds 2 


d_ 

ds 




cw 


\ 


dy / 


dv dw d 2 v 
J + 


ds dy ds 


d 2 wdx d 2 w dy 


dx 2 ds dydx ds 


dx dw d ¿ x + 
ds dx ds 2 


d 2 w dx d"wdy 
-+ — —— 

dxdy ds dy 2 os 


Z 

dy dw d y 




ds dy ds 


d 2 w ( dx V d 2 wí dy v 


dv 


+ 


<eS J Qy 


ds 


d 2 w dy dx 
+ 2 -- 1 -+ 


A 

dw o x dw d y 
-+ 


/ 


dydx ds ds dx ds 
















































































































EJEMPLO 6. Si a 


a 



dt 


Solución 


Cap. 3 Derivadas Parciales 



«r* 


,3 1 , ,3.v 

e t e , y 


2st y w y) es de clase C (2) , hal| ar 


b 


d 2 f 

di 2 


df df dx df dy df 
a. — = —-+ ——— — — 


dt dx di dy di 


dx 



V ' + — (2s)= 3e 3 ' — + 2.5 



di 


dx 


CL 

"TI .i 



«.£-3 


df 


dx 


dv 


b. Podemos obtener el resultado rápidamente aplicando la fórmula 2 de] ejemplo 

anterior. Sin embargo, para practicar el uso de la regla de la cadena, procedemos 
paso a paso. 


d 2 f 

di 1 


d 


dt 



di 


c 


dt 




dx 


& 


d_ 

dt 


3e 


3 t¥_ 
dx 


o 3/ df _ "\i d 

9e — + 3e — 


dx 


dt 


Esto es, 


p/l 

+ 2s - 

'¥' 

jdxj 

di 

[dy\ 


d 2 f_ 


dt 2 


Pero. 


-v 

3c 3 ' 0 

\sf 

8 

+ 2 s 

~sf 

dt 

dx_ 

di 

ro 

i 


+ 9e 


3/ df 


dx 


+ 


a 

dt 


r 


25 


¥ 

cy\ 


( 1 ) 


c_ 

dt 


¥ 

dx 


_ e 2 f dx . c-f dy 

b- 



c 


¥ 


dxf St 


d 2 f dx ~ 7 

+ 


be di 


-a ¿'ÍL+-UÍL 


elv 


.2 



£ ¿£¥ = 3 3 < s\f 


dt[_dy >J dxdy> dt dt 

Reemplazando estas igualdades en (1): 


dxd\ 


+ 2s d f¿ 

d\>~ 


^ & 

di 2 


/ 


. 3/ d 2 f „ d 2 f" 
3e — 4 - + 25 — 




dx 


Q 6/ S 2 f 

9e —— + 12 se 
dx 2 


dydx 

3 r d 2 f 


+ 2 5 


3/ , - d 2 f 

+ 25-— 


y 


\ 


3e 


dxd i 


dv " 


+ 9e 


3/ 



+ 45 


dy 2 ebe 




di 

i' 

<?v 



Los teoremas anteriores son oacnc 

mostración sigue los mismos pasos que'blfT ^ si ? uiente teorema ' 

ís. i L * as demostraciones de los teorema 




























































































es d,fere nciable y cada 

variables , 

es diferenciable de /, #, ' 

I» *2. * * * * 


• r ; es una 


• t m, entonces w 
m, y se cumple que: 


dw ¿Hv ex 


& i 5/, 


] + dw dx : 
dx 2 &\ 




+ £VV£V3 + 

^3 dt 


i 


du* ¿Hv av 


5/ 


a.\ | c)f ^ 


I . dw dx-y 


IVB-f 

dx 2 dt 2 ¿x 3 dt-y 

~ 4 # 


+ 


ax„ di. 


» i 


+ iíü £$, 

CX„ dl 7 


5it 


di 


L = 3w 3*1 , dw 

- + 


W 


a.Tj r/ 


i .®*2_ + dw a,r 


w 


3r 9 r/ 


m 


EJEMPLO 7.1 Si w =f(x, v,z) = 


7 7 


,X + V + “ 


2 


a. Hallar 


c. tallar 


du 

"Es 

íir 

aT 


b. Hallar 


íl. Hallar 


3*3 

d^rn 

.s* sen /, 

5lV’ 

i 


& 

(I,, 

chf 



+ + 
• * • * 


cw ex 


n 


ex rt 
UA n Uf m 


Z = S tan / 


Solución 


cr 


(1. ni y ) 


En este ejemplo tenemos el 

dw __ dw dx 


caso n =3 ym~2 


i —— = Jüi 222 + ow dy ^ dw dz 

& dxds d),& + 


2xe 


7 7 7 

X + V~+ ~ 


(sen /) 


+ I 2ye x “ + y 2 + z 2 


(eos /) + 


2ze 


2 2 ■> 
v + r + z 


(tan t ) 


=2e v2+ ) ,2+ z 2 


[x sen / + y eos / + z tan /] 



= 2e ,v ' 2sen2/ + s 2 cos 2 / 


2 2 
+ s tan / 


S sen 


2 7 

cos"7 + s tan"/ 


~ 2s 


-V 


e 


I + tan 2 / ¡ _ 2 2 

M 1 + tan 2 / = 2s sec 2 / e rsec ' 


Esto es ^ 


7 7 



~ 2.? sec**/ e' scc f 















































» 



i:£ t ,(i) 2 sec 2 (/r/3) = 2(2)V^ 2) = 8e 4 


). —I = 2(l)sec 

& 1 (i. mí) 


3 


dw dw d\* dw dv dw cz 

c. —--f — 


dr 


í’X vi 


dv di 


0r cí 


2*0 


.r^+ y 2 + 


(.y eos () 


+ 


2 ve 


-> 2 2 


A + V + - 


(—s sen i ) + 


2ze 


T *) 9 

je + u“+ r 


j 


.y sec"/ 


2 2 2 
- 2e x + v + 2 


,vv eos / -sv sen / + sz sec**/ 


= 9 


¿s e 


_ 2" 1 ">2 *) 2 r 
s“sen"/ + «“eos"? + s“tatw 


sen 1 eos t -cosí sen / h- tan / sec**/ 


= ?-2/( 


¿s e 


! 1 + tan 2 /1 

2 

\ } 

tan i sec“í 


= 2*?“ tan t sec"/ e 


7 _2 _ 2 


.í scc f 


cu 


2 2 

Esto es. = 2$~ tan t scc 2 t e s sec f 


di 


d. 



dt 




(1. -t'3) 


= 2(1 y tan Z sec 2 ^ e ^ 2sec2 ^ /3 ) = 2(/3)(2) 2 /^ = 8^, 4 


3 


3 


DERIVACION IMPLICITA 


La regla de la cadena nos permite obtener fórmulas simples que facilitan la 
derivación implícita. Estas fórmulas las presentamos en dos casos. 


TEOREMA 3.11 


1. Si F(x, y) — 0 es clase de y defíne de manera 

implícita a la función y = /(.v), que también es de cíase C^. 
entonces para los puntos (*,>’) tal queF (.x\y)* 0 se 
tiene: 


ffr_, F * (*>>') 

dx F V (X .y) 

2. Si F{x, y, z) = 0 es de clase C 1 y define de manera 

implícita a la función z = j(x,y), que también es de clase C • 

entonces para los puntos (x,y,z) tal que F. \ x,y.z)*° se 
tiene i «3 H 











































primera igualdad de la parte 2. 






I ,a ecuación xy tan z + yz - 1 
como función de x e y. Hallar 


= 0 define implícitamente a r 


1 . 


dz 

Ir 


2 . 


dz 

Tv 


Solución 


3 


Sea / x, v, z) — xy tan z + yz — 1. Tenemos que 


F x íx,y,z) = y tan z , F r ( x t y,z ) -x tan z + z , F- ( x *3 ■-) sec " ^ 


1. 


Luego, 

& _ F x (x,y,z) 


v tan z 


dr 


- 2 . — = 


8x F,(x,y,z) xy sec 2 z + 3j>. 


ov 


F r {x.y.z) 

«r _ _ 

F z (x,>’,z) 


x tan r + 


3 


.YV 


2 , 2 
sec"r + iyz 





/(p) es di fe 







+ v + ~ 

4 - 


, probar que 
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Cap. 3 Derivadas Parciales 


Solución 

De acuerdo a la regla de la cadena, tenemos 


_ dw dp dw _ dw dp dw 



dx 


dp dv dy dp dy dz dp d: 


Pero, 
dp 


x 


ex 


fx 


2 2 7 

+ V + z 


dp 

dv 


y 





2 2 7 

x + y + z 


dz 


i? 


7 2 

+ y + z 2 





■ dw^ 

dx j 




+ 


dw} 2 ' 


í i * 


+ 


v y 


<7W 
C_ / 


ove r/7 







j 


dw dp 


\2 





+ 


/ 


[ d p dz 


áe 2 


ydpj 


f cjX 

dx , 


r 


+ 


dp 

d yj 


\ 2 r 


+ 


dp 

\dz j 


\2 


dw^ 

2 

v 2 

U p) 


2 7 ? 

lx +y +z 


+ 


,. 2,2 2 
x +y +z 


+ 


2^? 
X + V + z 


is 

KJ 

1 

U p) 



.2 2 , 7 

X + y + z 

~~2 7 2 

x + y+ z 2 


dw^ 2 




dp) 


PROBLEMA 2 


S¡ >v f(x,y) es diferenciabie. .v = /• 


eos 6, v’ = r sen 6\ 



/ ~y \ 

OW ' 


+ 


f dw 


\ 


Solución 


ax J 


\ 


oy 


f * \’ 


J 


dw 


dr 


+ 


1 í #U’ 


\ 


y 


/ 


\d0 j 



dw 

dr 

dw 

dr 


_ dw' d.v ¿nv ¿H 


+ 


#Y cV' y Qf 


dw d w 

—cos# + 

av 


dy 



COS0- + scnff~ 
ox < 5 j, 


(O 



Olvl 2 r 

- cos ¿ # 



1 dw 


2 


dx 


+ 2sen# eos# 

dx dy 


/ 


+ sen 2 # 




<> 


( 2 ) 


\y> j 
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dwY 2 

= r sen O 


\dQ j 





Kox j 


~r 2 senff cosí» 


chv dw 
8.x dv 


+ »■“ cos“í 


'dw' 2 

dy j 


(4) 


Luego, tomando en cuenta (2) y (4): 


f 5 \ 

cu 


l 



+ 


dr J 


7 

r 

Ld# ) 


scn“# + eos 2 # 




<?U 7 


\ 


V 


dx j 


+ 


eos*"# + sen 2 # 


f 'S \2 



\dy j 


f *N 

CU 


1 

r dvc^ 

+ 

y 

1 5 >’J 


PROBLEMA 3J Forma polar de la ecuación de Laplace 


Sea w = f{x,y) de clase O 2 ), jr = r eos d, y = r sen #. Probar 



7 *7 7 7 

d~w d~w dw 1 dw 1 dw 


+ 


d) 


-S 2 

cr 




/- 2 dO 1 r dr 


+ 


En consecuencia, w = f(x,y) satisface la ecuación de Laplace, 


d 2 w d 2 w A M 

+ —— = 0 si y solo si 


dx 


dv 


d 2 w 1 d 2 w 1 dw 
-+ —-+ —— = 0 

dr r 2 de 1 r dr 


Solución 


Esta última ecuación es llamada forma polar de la ecuación de 
Laplace 



Las igualdades (1) y (3) obtenidas en el problema resuelto anterior ic 


dw dw n dw 

"2 — eos#— + sen# 
dr dx 


dy 


y 


dw 

á# 


dw 


que; 


(TU 7 


- r sen#— + r cosí 1 

dx c) y 


■ °lviendo a derivar estas ecuaciones: 


^2 


c u 

2T~T 

cr~ 


A . a 

eos#- 

r ¿5w ( 

„ d 

+ sen#— 

dw 

a. 

dr 

Lar j 

dr 

W 


" eos# 


d 2 w dx o 2 w dy 

+ 


dx 2 dr 


dy’dx dr 


+ sen# 


a 2 n& 

dxdy dr + dy 2 & 















































































= cos~# 


^ 2 
dx 


2 sen # eos# 


~>2 - 
o W 2^0 W 

+ sen # - 



dy 2 


n 2 

o ve 


5/i2 




eos# 



3w 


3y 


sen# 


3 


3# 


L / 


dw 

- r sen#— + r eos# 

^ ~ 
OlV 

l dx j 

dy dd 

dy 

b . v 





dw * 3w ^ 

-r sen#-r sen# 


3.y 


3y 


a 2 u 

ar 2 


(-r sen#) + 


3" iv 


CVCX 


(/* eos#) 


+ r eos# 


3 2 w 

dxdv 


(-r sen#) + 


3 2 w 

3y 2 


(r eos#) 


r eos#—— t sen# 


2 

3w i i ~ 3 w 


3* 


+ r 2 cos 2 # 




+ r 2 sen 2 # 


xi 


2r"sen# eos# —- 


3.y 



d 2 w 

ty 2 


Ahora. 


3^w 1 d 2 w 1 dw 

—7+ ——- +- 

dr 2 


r 1 3# 2 t dr 


r 


2 n d 2 w d 2 w 

eos #—— + 2sen#cos#- 


o 




dx 


dvdx 


+ sen"# 


XI N 

o vv 


dy 


J 




+ 




1 dw 

— eos# — 

r dx 


1 a d\V 7 ^ d 2 w _ _ n°~ w 

— sen# — + sen“#-2sen# eos#- 

r 


dy 


dx 



X2 ^ 

ij "■ 

+ eos u —r 

3v 


+ 


1 


dw 


“COS# 

r dx 


+ 


1 3w 

—sen#— 

r dy 


\ 


j 


(sen 2 # + eos 2 # 


d 2 w 


dx 


2 


+ 


(sen 2 # + eos 2 # 


3 2 w 


3 2 w 3“ >v 

-+ -r~ 


d) 


dx 


•"V 

O}' 


Esto es. 


d 2 w d 2 w _ d 2 w 


dx 2 


dy 


- + 


1 d 2 w 


dr 


r 2 dO 2 


+ 


1 3n 

r dr 





[PROBLEMA4. 



Sea w = — f 

P' 

Probar que: 


/ 


i 


P 


\ 


V 


u) 





P 



2 2^ 
X -f- V + 2 


y 


















































































Solución 

Sea u = i - 


P 


a 


Entonces 


1 ,/ \ 9w 

*=-/(“)> — = 
p ou p 



Ahora, 


du 


du 

dp 


1 


a 


8\v dp dp dw du dp 
- - - + -— - -- 


dx dp dp dx du dp dx 


Ep 

dx 


x 


P 




/ \ 
X 


+ 


V 


9 ) 


P 


= —X 





1 


\ 


V a 


J 


\ 
x 


KPJ 


P 


/(«) - 


n 


\ a Jp 


4 /'(«) 


p 


1 /(«) + - 4/'(«) 


a 


P 


X2 

C w 


cv 


P 


/( w ) + ~ T/ r ( w ) 


1 J V” / 9 

Í7 p“ 


-X 


i' 




CX - J 


P 


/í w ) + 


1 f 


y 


P 


"i 

G 




dx 


/(«) 


\ 


+ 


y 


l 


£7 




a i 


\ 


^ o 

v OT P , 


/'00+H 

£7 p“ 


d 


\dx 


m 


j 


-x 


p 


r 7 ^ 

-3 x 


T/(«.i + “ ”T f ( u ) 


a 


P 


LIp 4 PJ 


/(«) + 


1 


/ 


p 




\ 





/ 


1 


a 






-2 x 

7 p 


\ 


^ '"v _ \ 


y 







































































































f'(u) + 



Similarmente» 


a2 

C H’ 


CV 


/ 


1 


d 2 w 
dz 2 






P 


3 


+ 


T 'N 

3v 2 


P 


/(w) + “ 

a 




1 3 z 

— + -: 


/ 


\ 


P' 


P 


/(«) + 




1 


a 




/ 


P 


1 3) 

-f- —— 

y 4 

p“ p 


2 > 



J 


1 3z 
— + — 


2 ^ 


P 


/» + 


1 

X 

2 

3' 

a 

P 



1 

y 

2 

3 

£? 

P 

1 

_2 


/"(«) 


/ 


2 3 

£7 P 


Ahora, 


-5 2 


c w 


+ 


w a 2 w 
+ — 


5x 2 av 2 dz 2 




3 


+ 


3 ( x 2 + y 2 + z 2 ) 


\ 


P 




P 




1 


/(w’l +- 

a 




, (.IT+JT+Z 2 ) 


/ 


- / " (U 


a 


P 



3 


P 




+ 


3[ jc 2 + v 2 +z 2 


P 


/'(*) 


/ 




3 3p 
— + - 


2 




P 


5 

p ; 


/(w) + 


1 


£í 


( 


3 3p 
— + - 


\ 


P 


Esto es, 


a 2 w 

5x 2 


+ 


d 2 w 

ar 


+ 


a 2 iv 

dz 2 


1 1 


7 \ 


4 

p ; 


/'(«) + ^ 


i p 


£7 2 P 


/"(«) 


Pero, 


div _ avv du 
dt du dt 


/ 




| ^ 

-/'«) 
p 



/ 


p 


2 3 

£7 p 




£ 7 " P 


(i) 



Reemplazando (2) en (1): 












































































Solución 


cz 


ex 


dz du dz dv dz, , x d: 

--+-= —( y + — 

du dx d\> dx du dv 


v x 


A' 2 y 


y 


dz y dz 


cu 


■ 2 dh 


~2_ 
o z 


d 

dx 


8: 


V 



v dz 

m' 

- ,. d 

~ dz~ 

d 

y 

dz 

H 

b-> 

d> 

i __ 

y ~ 

ex 

Bu \ 

dx 

i 

-X 

*“Y 

OV 




= v 



N 

r Q> 

i 


y d 

í & ] 

2 y 3z 

_r// 


X 2 & 

[rv-J 

■ 

■ 

U> 

Qj 

l_ 



- v 


c z 


du 


í 7i.. \ 


CU 


dx j 


+ 


c 


d\ 


\ 



v 



í ~2 


O 2 


V 





+ 


V v.\ y 


c~z 


^ 2 
ov 




dv) 

SX y 


y 


y 


-*2 


rfW + 


*> / 


c// 



V 


\ 


v a* y 


V 


r 2 


.Y 





¡>0 + 


dV 


dv 


y 


\\ 


x J 


y 


-> d 2 z 


2 -2 
V 0 2 


} ^ r 
V” c?"2 


= V 


n 2 

cw 



.V 2 dudv 


+ 


— -¡2 
v d z 


4 n 2 
A' rv 


+ 


2 V Í2 

■f 

v 3 dv 


Esto es, 


dx 2 


, ¿) 2 Z v’ 2 S 2 z V 2 d 2 

= - 2 -—-— + --- + 


rr 


r\ 2 

cu 



4 n 2 
A" 0V 


2 v rr 

1 n 

OV 


Por otro lado 


& 


£?Z c^/ 


+ 


& dv 


dy du dy dv dy 


dz , s dz 

S W + » 


I ^ 




A 




X 


dz_ 

du 


l dz 

+- 

x dv 


d 2 z 

d 

dz l dz' 

d 

1 

M 

\ __ 

1 d 

+ - 

a* dy 

w 

dz 

II 

CnI 

<p% 

dv 

x — +- 

du x dv _ 

dy 

m* 

_du _ 

_ dv _ 


~ x 


ó z 


du 


r du^ 


+ 


d 


^ \ 



\) 



dy 


\ j 


l 

4- 

X 


¿2* 
C Z 



2 ^ 
du 

dy , 


+ 


~2 2 A 

dz 


dv 




~ X 


d 2 


diC 


“(*) + 


d 2 z ( 1 ' 



\xJ 


1 

+ — 
A' 


r?-v d 2 Z ( 1 

^-(x)+Z-d 

y dv 


\ 



\ 


xj 

































































































































































= X 


+■ 2 



('vcu 



Esto es. 




(7 Z 


CY 


i ( Z 


- 2 

CU 


+ 2 


d 2 


+ 


5 r 


Ai,£) 


2 a,. 

.r dv 


Ahora, teniendo en cuenta (1) y (2): 


( 2 ) 


■> 

— 

■yaz 


(X 


—2 

•y Ó 2 


1 


X 


dx 


•y 

—- - 
o c z 


V 


- 2 
Olí 


2 -2 2 -2 - 
.; ; d z vez y dz 

2- - + - -- 4- 2 


x 


2 dudv 


4-2 

X (TV 


X 


3 dv 


v 


2 d 2 z „ 5 2 z 1 0 2 z 

.v'—- +2 —+ ■ 


CU 


CVClt 


2-2 
X dv 


2 2 2 "> \ o z 

-V V — X v . 

— - 
cu 


- 2-2 
2v -2v 


-2 
O 2 


oven 


+ 


2 
V 


? A 




2 2 
X X 


-2 


c z +2Z 02 


J 


dv“ 


X CT 




La ecuación de una superficie tiene la forma 

/ \ 

, donde f es diferenciable. 


yy 


/ 


Solución 


Probar que todos sus planos tangentes pasan por el origen 


Sea z = F(x,y)=xf 


f \ 

x 




y sea [a,b,c) un punto cualquiera de la superficie. El 


plano tangente a la superficie en el punto ( a,b,c ) es 
z= Fa ’b)+ F x (a,b)[x-a] + F y (a t b)[y-h ], 



donde c = F[a,b) — af 


f a \ 


Ib 


j 


( 2 ) 


Sea u- —, entonces z = F(x,y) = x f(u). 


Tenemos: 



d 


= ¿r(*/(«o) = 


“ ) + x ¿(/(»)) 


/(«) +*/>) 


1 
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U) + X f'\u 



1 


X 


= /(«)+-/’(") 

V 


/ 


f x') 

+-r 

f x' 

< y j 

y 

V P y 


Luego, 


FA°-b) = f[l 


/) 


( a ^ 

(b) 


(3) 




= */’(«) 


r x 


v 






V 


Lueuo, 


F y (a.i) = 


(7 


2 • 


r 


a 

{b 


(4) 


Reemplazando (2). (3) y (4) en (1): 


z= af 


¿A 




&J 


+ 



a 

1 


\ 


+ -/' 
b 


/ 

ÍJ 


í.v - u] 


+ 


í/ r f 


V h 


\ 

a 


o j 


\ 


Í.V - *] 


/ 


= af 


a 


\ 


j 




af 


(a\ ti 


\o J 


+ —/’ 
b ' 


a' 


\b 


/ 


j 


+ 


f a> 




f 


\o 


a r , 

+ -f 

b 


b)j 


x + 


/ 2 
a 


\ 




'a' 


í 




b 




a 

+ -j 

b 


la ecuación riel plano es: 

a ’O 


\\ 

a v ' 


o J) 


x + 


2 / 
Ü j* t 

T'T J 

h~ 


\ 


\o 


V 


/ 


Este plano pasa por el punto (0, 0, 0), o sea poi el origen 



w 


= xy f 


x - y x 


^ xy 


, donde / es una función diferenciable 


2 dw 2 

Probar que x~ — + X ¿ 

ox c.y 


(x+j') w 


Solución 
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Cap. 3 Derivadas Parciales 


Tcriemos que w 


xy f(n ), donde 









/(") + *v 






+ xv/'(/r 


= xf(u) + XV/'(w) 





da 

cy 



= x 2 yf(u)+x)>f'(u) +xy\f(u - *?/'(«} 

- * ?/{*)+& fm- (#+Jmrp / (w) = (- Í+ W 


PROBLEMA 8. 


Solución 


La ecuación 



0, donde la función f es diferenciable. 

Jr 


define implícitamente a z como función de x c v. Sea 

■r* 

z - h(x,y) tal función. Probar que 

oh dh , 

*Tx + ^ ,(V - V) 

m 


Sea F(x,y,z) = f 


y z' 


\ 


X X 



/ 


(1) 


¿b_ F x (x,y,z) 
ex F.(x,y,z) 


C* — • ¿ 

ai // - -, v-, entonces w 

x x 

tenemos que: 


» F(x,y,z) - O y 

( 2 ) fc-lj ix-y- 2 ) 

cy F z (x,y,z) 
F (x,y,z)= f(u,v). 


F x (x.y.,)m*L m V* L+ ve í 


ex 


cu dx dv dx 
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~~(yfu + -fy) 


(3) 


/•',,( v .v.z) = 


= c^/T ) 

du dy du { x 


r,M - ?% 


J 


1 \ 



(4) 


dv dz dv 


V* 


-A 


/ 


A' 


(5) 


Reemplazando (3) y (5) en (1): 

1 


8: _ Fj(x,y,z)_ ^ W +z 4) 


Bx 


F- (.v.y.z) 


= I yfu+2f v _ i 


/ 


A 


fv 


X 


\ 


y — + z 

A 


\ 


Reemplazando (4) y (5) en (2): 


dz 


F y (x,y,z) 
dy F z [x,y t z\ 


A 

- f 

J v 


= _A 
A 


Ahora, 

dh dh 

x —+ v — 

^ m 

ex ov 


dz dz 
X -b v- 

dbc ‘ dy 
z= h(x,y) 


1 

A— 

X 


4 + , 

J V 


\ 




-b V 


/ 




A 

A 


\ 


J 


A . 

V-b 

' A 


z —v 


V 


k 

/■ 



Si 


X 


i'y \ 

f(x, v ) es homogénea de grado n y es de clase C , probar. 
f\ j (.v, y ) + 2 xy f\ 2 ( x, y ) + y 2 íyi (■** X ) = w ( rt ” 0 / (- r ) 


Solución 


Sabemos, por el ejemplo 4 de esta sección, que 

xf\(x,y) + y J 2 ( x > y) = n f ( v -y) 

Luego, tomando tx y ty en lugar de x ey; 

( tx ) A\ ( tx , ty ) + (/>’) Ai { ix ’ty) ~ n í ( tx 'ty) 

Por se/ homogénea de grado n: 

{tx)-f\(tx,ty)+(ty)h{tx,ty)= M n f(x.y) 


Dividiendo entre /: 


xfi (tx.ty) + y Ai 



= ni 


n i 


f(x.y) 


s¡ „ = 


u “ tx y v = fy, tenemos 

igr 










































a f. usando la regla de la cadena. 


cu di dv oí 


+ V 

’dfi du d/ 2 £v 


_ du di dv di _ 


= nln-\)t" 2 f(x.y ) 


X 


<Y\ Sf\ 

-T-Í- L + V 


( u 


dv 


+ y 


oh . „ SÍ2 

x -+ V 


cu 


2 d\ ■ 
x —+x\>~ 



"O 

cv 


r> j' 


= n(n-\)t" 2 fix,y) 



du 


dv 


+ VX V± + y 2 ^ = n(n-\)t"- 2 f(x.y) 


ou 


cv 


x 2 f\ j ( fx,ty )+ xyJ \2 ( tx,tyj + yx / 2 ¡ (i x > f y)+ v 2 .f 22 ( /r ■ 0 ; ) — n(n-\)t n 2 / (x,v 
Haciendo /-I y lomando en cuenta que /¡ 2 = fz\> tenemos: 


X 2 f\ 1 (.V .y ) + 2xyf n (x.y) + y ¿ hi ( x >y) = »(« >)/(*.>') 


PROBLEM A 10. 

- 1 


La ecuación ^(.v, v\r) = 0 define implícitamente a cada una de 

la las tres variables como función de las otras dos: - - /íx. y). 
y ~ £(-v, -), x = /(y, z). Si F es diferenciable y F x , F , F. 

son distintas de 0, probar que 


Solución 


dz ¿V dx 

■r 

dx dz dv 

•r 


Por el teorema 3.11, sabemos que: 


& _ F x , 

dy 

■ ^ 

F z dx F v 

dx F * dz 

f y ’ a, 

w 

1 — WF 

; F 

1 X 

dz d)> dx 

¡7 \ 

X 

í \ 

f 7 

F \ 

1 y 

F 

X J 

1 

I oS* 

1 

1 

Ti 

N J 

-X 

J te 

1 

jr 


Luego. 


= - 1 



PROBLEMA 11. 


Un cono cii cular recia está inscrito en una esfera. El radio de la 
s era se encoge a razón de 2 cm/seg y el radio de la base del 

' o aumenla a raz ón de 4/3 cm/seg. Hallar la razón de cambio 

esferaesdel 0 °' C ° n °i e " 6 * lnstante en el cual el radio de la 
eslera es de 10 c .n y el radio de la base del cono es de 6 cm. 


Solución 

Sean R el radio de la esfera, h la altura del c 


cono, h el segmento que une el centro 

























































de la esfera con el centro de la base del cono y r el radio de la base 


Tenemos que h = R + h* = R + \j r~,- 2 


Si V es el volumen de cono, entonces 


V — — nr^h - —nr~ 


/ 


3 


3 


R + y¡R 2 -r 2] 


\ 


No piden hallar 


dV 


dt 


cuando R - 10 y r= 6. 


Aplicando la regla de la cadena, tenemos: 


dV dV dr dV dR 

—— — — i 4* — — — 


di 


dr dt dR dt 



a 


dr 


1 


r 


—nr 

3 


R + 


si K 1 -r 2 


\ 




J 


( 4\ 


JU 


+ 


d 




dR 


1 2 ( ~ ■* 


—nr 

3 


R + v R~ - r~ (-2) 


4 

— n 
9 


/ 


ir 


/? + 


4 R 2 -r 2 


\ 




\ 


+ r 


J 


\ 


—r 


\ 


v/* 2 -r 2 ) 


2 K 


( 


~t 


r 


1 + 


R 


V R~ 


- r“ 


j 


4 

— n 
9 


2/ 


f 


I ~ 

R + \l R~ -r 


\ 


O 

r 3 

2 n 

) 

\¡ R 2 - r 2 J 

3 


7 4 /? 2 -r 2 + R 


r 


4 R 2 - r 2 


Ahora, cuando /? = 10 y r = 6 tenemos: 






/?=10, r=6 


4 

— — zr 
9 


12(10 + 8 ) - 


216 


8 


2 n 


3 


36 


8+10 


8 


= 30/r 


Esto es, el volumen del cono está creciendo a razón de 30/r env 


ses. 


PROBLEMA 12 


~ n con el suelo. Sobre el nutro 


Un ángulo 

de apoya una escalera de 12 m de longitud. Debido a la 
eravedad la parte superior de la escalera se esta resbalando a 

STS ttU La r fe* «t-WÍ a » Oj™ «n 

triáneulo Hallar la razón de cambio del area de este triangulo 
el instante en que el ángulo 0 formado por la escalera y el suelo 

7t 


es de — radianes 

6 


Solución 


El área del triángulo es 

























































































Cap. 3 Derivadas Parciales 


V3 


i.v// = -x(y sen 2/r/3) — 


XV 


Luego, 

£¿4 _ 

di dx dt dy di 


yfi dy 


dAdx dAdy^_ v ¿E + _ x 

4 ' di 4 dt 



sto es. 


dA V*3 dx -/3 dy 

-— -y;- ~r -A- 

dt 4 t// 4 í// 


( 1 ) 


Por otro lado, aplicando la ley de los cosenos, tenemos. 

12“ = x 2 4* y 2 - 2 a*>> eos x 2 + y 2 + xy — 144 


3 


Derivando respecto a t: 


dx dy dx dy _ A 
2x —+ 2 y —+ y —+ x -0 


dt 


dt 


dt 


dt 


(2 v+.v)—= -(2 x + y) 
v ' ' dt 


dx 

~dt 


( 2 ) 


71 


Ahora, cuando 0 = - -, el triángulo es isósceles y tenemos 

6 


x - v 


(3) 


Este resultado, reemplazado en (2) nos dice que: 



(2x + x)—- -(2x4-*) 

v 7 dt dt 

dv 


dt 


dx 

dt 


P*)f - -(3.v) 

(4) 


dx 

dt 


Finalmente, reemplazando (3) y (4) en (1) obtenemos: 


dA \T3 dx >/"3 cfy yf~3 dx V~3 ( dx 

— =s-y —+ - x —= - x —+- x 

dt 4 dt 4 dt 4 dt 4 


„\ 




dt 


= 0 




n 


Esto es, en el instante en el que 6 - — , la razón de cambio del área es 0. 

6 



Probar el teorema 3.9 


= 0 


Si w f {x, v) es diterenciable en(,t, vi y - 1 

y = *(0 son dii'ercnciables en /, entonces vv = 
diferenciable en t y se cumple que 




di 


cW dx (hv dv 
- -+- ~ 

«5a- dt dx di 


O) 







































f es diferenciable en el punto (,v,v) tenemos que 


dw 


Áw = — Ax + 


dw> 


dx 


Ay + Ax + £ 2 Ay , donde 


7 i —> 0 y —> 0 cuando (Ax, Ay) — 0) 


Dividiendo la expresión anterior entre At : 


Aw dw Ax dw Ay Ax Av 

-=-— +-— - £j — + £ 2 — 


At dx A t dy A t 


A t 


A t 


( 2 ) 


Como x = g(V), y = h(t) son continuas, (por ser diferenciales), tenemos que: 


Lim Ax = Lim [g(f + A /)-g(/)1= g(/) _ g (,) = o 

A 0 J /-> 0 - 1 


Lim Ay- Lim \h(t + A t )-/?(/)] = h(t) - /;(/) = 0 

J í-> 0 ' At-+ 0 L J 


y, por lo tanto, 


Lim £j = Lim ¿’i - 0 , Lim e 2 = Lim £-> = 0 

A t —> 0 ^ (0, 0) ¿3 1 —^ 0 —> (0, 0) 


Ahora, tomando límites en (2) obtenemos; 


Lim 


Aw 


dw . Ax dw _. Av 
— Lim -+ — Lim — : - 


A 0 A t dx A i —^ 0 A t Pv ¡d t —^ 0 At 


+ Lim £•] Lim ^-+ Lim €i Lim —— 

A 0 A a-> 0 A t A /—> 0 ~ A /—> 0 A t 


dw dw dx dw> dy n dx dy dw dx dn' dy 

— =- +——+ o — + 0 —=- ——7 

dt dx dt dy dt dt di dx dt dy dt 



PROBLEMAS PROPUESTOS 3.5 



Problemas del 1 al 5, usando la regla de cadena , hallar 


dt 


1- Jl y 

X " x y^2y 2 i x = 


eos /, y = -sen t 


Rpta. 


dw 


dt 


= 1-3 sen 2 1 




*•i 


Jl 2 » * ~~ eos 2/, v — —sen 2 l 


x + y 


Rpta. 


dw 


dt 


= 0 




































5 


. w = In( x + 3 ?+z), x = eos 2 / , y= sen 2 / ,z- tan 2 / 


Rpta. 



di 


2 tan / 


En los problemas 6 y 7, usando la regla de cadena, hallar 



oír 


v 


C.V 






a,., 


6. w = x" - , x = 5 sen / , v = -í eos /. Rpta— = -v eos 2/, 


rlv 


H 

0 / 


.s"sen 2/ 


1 1 


7. w = ~ + —, x = e st ,y = e 


.vi 


Rpta 


i S f -$f 

— = t\e -e 


chv 


x v 


ds 


di 


= s\e st -e~ st 


i IX 


_ _ / \ €T „ n f/ir „ d\i 

8 . Sea w = íy-z ) n , y = a sen x, r - eos x. Ha i lar —— Rpta 


¿r + l 




= e at sen.v 


dx 


^.2^. 2, 2 

9. Sea vv = <? • “ ,x = sen /, y = eos /, z = tan /, Hallar — 


dt 


Rpta 4e 


t — ñ 4 


En los problemas del 10 al 13, la ecuación dada define implícitamente a y como 

dv 


función de x. Mediante el teorema 3,11, hallar 


dx 


10. 2.x + yfxy - y = 1 


y 


Rpta 


dy _ 4 y[ 


xv + v 


dx 2yfxy — x 


«« 2/1 

11 . X 


+ 2x I/ V /3 + y 2/3 =12 


Rpta ± = _3' J’ 


c/v 


.Y 


12 


. ln|x 2 + v 2 J - 2x 


2 v' — ! 


Rpta 


dv 


9 1 

,Y*~ + V“ - .Y 


dx 


2 i 

.y + y + y 


13. sen(xv) 4- eos(xy)- I =0 


Rpta 


d\ 


v 


dx 


x 


En tos problemas del 14 17, la ecuación dada define implícitamente a z como 





dz 


y. Mediante el teorema 3.11, hallar — v 

dx ( 3 ) 


“>£+ 2 x 2 = 0 



dz 


Rpta. — = ÍZ±£ 
dx 


dz 


4.v - z 2 


yz ~ x ’ & 2(yz-x) 







































15. W-+ eos (ai*.) 0 


Rpta. 


| 6 . A / +^- 3 ^ 2 = 0 


Rpta. 


dz 

vx 

dz 

clv 


dz 


x 


$ 


> 


y 


x -yz 
2 

z - xy 


oz 


dv 


2 


v — xz 


z ~xv 


I7..vr-ln(xz) + yz -ln( vz i = 1 Rpta. 


ÜZ 


z 2 (x- 1) 


—S 

ÜZ 


z 2 (y-l) 


dx x(x+y)(z-l)’0y y( 


18 . 


+y)(z-i) 

Ijjil radió de tin cilindro circular recto crece a razón de 2 cm/seg y la altura 
decrece a razón le 3 cm/seg. En el instante en que el radio es de 10 cm y la 
altura es de 24 ctn. hallai. a. La razón do cambio del volumen del cilindro, b. La 
razón de cambio del área lateral del cilindro. 

3 9 

Rpta . a. 660 cm /seg b. -12 cm/seg 


19. Resolver el problema anterior cambiando el cilindro por un cono circular recto. 


Rpta. a. 220 cm/seg 


i 350 2 / 

b. - cm /seg 

I 13 

20. Los dos radios de un tronco de circular recto crecen a 
razón de 2 cm/min y la altura decrece a razón de 3 
cm/min. En el instante en el que los radios son de 6 y 
12 cm y la altura es de 8 cm. hallar: a. La razón de 
cambio del volumen del tronco de cono. b. La razón 
de cambio del área lateral del tronco. Sugerencia: 



m 2 


n 


(r + R)y¡ {R-rf+lr 


V = + rR + R z j/t, A = n{r + R) L : 

Rpta. a. 36 tc cm 3 /seg b. 3,2 tt cm - ; seg 

21. El cateto a de un triángulo rectángulo crece a tazón de 3 
cm/min. El cateto b decrece a razón de 2 cm/min. 
Hallar la razón con la cambia el ángulo 0 en el instante 
cuando a — 10 cm y /; = 20 cm. 

- _— rad/min 


dt 


25 


Sugerencia: 6 — tan (h/a) Rpta. 

^2. El lado a de un triángulo crece a razón de 3 cin/sc^, 
lado b decrece a razón de 2 cm/seg y el ángulo 0 q 
estos lados forman crece a razón de 0,04 rad/seg 
*• :l ^ ar la razón con que cambia el área A del triángid 
eri el instante en que a = 40 cm, b = 60 cm y 0- ttf 

^gerencia: A = i ah sen 0 Rpta■ ^-- = 23 ^ cm / st 

2 dt 



a 
















Los lados a y b de un triángulo está creciendo a razón de 
1,5 cm/seg y 1 cm/seg. Si el área permanece constante, 

hallar la razón con la que cambia el ángulo 6 que ellos 


forman, cuando a - 16 cm, h - 12 cm y 9 


n 


6 


1 dd 

Sugerencia: A — —ah sen 0 Rpta. ■— 


nJl 



288 


rad/iseg 


a 


24 


El lado ¿y de un paralelogramo está creciendo a razón 
de 8 cm/seg. El lado h decrece a razón de 4 cm/seg. 
El ángulo 6 que forman estos lados, crece a razón de h 
2 ° /seg. Hallar la razón con i a cambia el área cuando 


a = 1,8 m, b = l ,2 m y 0= 60' 



Rpta. 


d6 


dt 


= 60 ( ti - V 3 ) cm 2 /seg 


17 


25. 


Un tanque de goma, que tiene la forma de un cilindro 
circular recto, está recibiendo agua a razón de 


2/t nr íiora. El radio del tanque esta creciendo a 


razón de 5 cm/hora. Hallar i a razón con que crece la 
altura del agua cuando el radio es de 2 m y el 

volumen de aena en el tannue es de 1 Itt rrr 


j / 7 

Sugerencia: V= nr~h . Rpta. —=35 cm/hora 



dt 


26. 


Los lados a, />, y c de una caja rectangular están cambiando a razón de 

2 cm/min, —2 cm/min y 3 cm/min , respectivamente. En el instante en el que 
a = 20 cm, b = 15 cm y c = 40 cm, hallar: 

a. La razón en que está cambiado el volumen de la caja. 

b. La razón en que está cambiando el área de las caras de la caja. 


Rpta. a. 500 


/ min b. 150 cm“ / min 


27. Un cono circular recto está cambiando de tamaño pero manteniendo su área 


lateral constante igual 60 cm" /seg. El radio de la base crece a razón de 


2 cm/seg. En el instante en el que el radio es 6 cm hallar, a. La razón con la 


cambia la altura h del cono. b. La razón mn r, „,u- • . 

_____ / m con ld cambia el volumen del cono. 

Rpta. a. 


Sugerencia: A 


V 


h + / 


17 , 

dt Cm ^ se ^ b* 30 cm / seg 


28. Sea / diferenciable y z = f(x 2 -y- j . Probar 


dz 

que j>—+ = o. 

dx dy 


29. Sea / diferenciable, w = f(x-y y--> 



Probar que 


dw 


chv dw uw __ q 
H-1- v ‘ 

dy dz 




















dw dw dw 
— + — + — = 6 — 

du 


dx 


dy d: 


31 .Sea fi* diferenciable, w = f(u,v),u-x + y, v - x -y. Probarque 


dw dw 
dx dy 




dw\ 
du j 


í ^ 

dw 


ÓV 


J 


( 2 ) 


32. Sea / de clase C , u ./*(p)> P yj x +y 2 +z“ . Probarque 


2 2 2 

d w d w d w 6 z w 2 cni 


-2 


+ 




- 2 ' - 2 ^2 


+ - 


ex dy 
>( 2 ) 


dz z dp~ P dp 


33.Sean / y g tic clase C , z — f (x + at ) + g{ a* — at}. Probar que esta función 


d 2 z 2 d 2 - 

satisface la ecuación de onda: —- -a 


di 2 


dx 


34. Sea w= f[x,yj de clase C u *, x = e s eos t, y — e s s^nt. Probar que 


d“w 


ds 


d 2 w 

+ —— -e 
dt 


2 s 


c?"vv d 2 w 

—— + - 


dx 


7 


oy 


m ' jkjf WP «■ mr t "w m 

35, Ecuaciones de C a uchy—Riemann en coordenadas polares. 

Sean u = f(x,y ), v =g(x,y) diferenciables que satisfacen las ecuaciones de 


dv 


du dv 

Cauchy-Riemann: — = — y I I 

dx dy dx 

cu 1 dv 


du 

dy 


. Si x = r eos 9 , y = r sen 9 , probar que 


ch' 


1 du 


dr r d6 dr 

A este último par de ecuaciones se la 

las ecuaciones de Cauchy—Riemann. 


r d9 

las conoce con el nombre de tornia polar de 


36. Sea w = x 3 f 

tr 


r y z ^ 


\X x / 
dw 


. donde/es diferenciable. Probar que: 


dw dw , 3 r 
+ y —+ z— = 3x j 

~ dz 


y z ^ 


a x 


dx | 

37 - Sea F diferenciable. Si F(c*-az.c>-fe) = 0 define implícitamente a z como 


función de a* e y, probar que 


dz r dz _ 

a — + b —— c 

dx cn f 


38 ‘ Sean / y g de clase C (2) . Si z= /(*' 


x + c 



+ 


g[x-e y |, probar que 


_2v 
e ’ 


d 2 z 
dx 2 


£i+ — = 0 

av 2 ^ 















































y g de clase C í2) . Si t 






) + vg(.r+v), probar que 

= 0 


40. Sea u = / \ x.y) di 



. x 


= cosh /. y = sentí /. Probar que: 


dw { o 


2 


ax J 


mv 


c t 




j 


ClC 


rr J 


i / ^ 

í cw 


rA 


4!. Sea /(x,y) homogénea de clase w y diferenciable. Probar que 

a, /] es homogénea de grado n 1. Esto es, /j ( tx, ty ) => t n ~ ] f x (x,\) 
Sugerencia: Derivar respecto a x: fltx.tv) ~ t n / ( x. v ) 
h, f 2 es homogénea de grado n - I, Esto es, f 2 ( tx.ty)~ r n ~ ] f 2 (x.y ) 
Sugerencia: Derivar respecto a y: f{txjy)= 1 n j (x.y) 




DERIVADAS DIRECC lONALFS. 


N.ks .,0 objetivo en esta sección es extender el concepto de derivada parctal. 
Con.cn/amos con una función de dos variables r = /(. v , y ). Las derivadas pardales 

/; ( '■ y) y (x.y) miden las razones de cambio en direcciones paralelas a los ejes 
X y Y, respectivamente. Ahora buscamos la razón de c; 

Consideremos los vectores unitarios i = ^1, o) v j 

X y al eje Y, respectivamente. Las definiciones de 
expresar en términos de estos vectores 

I n primer lugar, tenemos que: 




en cualquier dirección. 
(0, l), que son paralelos al 

parciales las pódeme? 


U 4 h. y) = (X, y) + (//, 0) = (*, y) + h ty 
(X, y + h) - (.v, y) + (0, h) = ( V, y) + /, ^ 

Luego. . 


~(X. v) + hi 

~ (.V, y) -i- /jj 


/»1 1 y ) 




hi\- 





















Pardales 


275 


A,(wl- ¡-i» Íií - y * h > Um 

* />->0 /, 


Ahora, si en las expresiones anteriores reemplazamos al vector i ó al vector j por 
cualquier ventor unitario u =(«,, u 2 ), obtenemos la derivada direccional en la 
dirección u. En términos más precisos tenemos: 


IVEFINICIÓN. Sea _ f[x t y) una función de dos variables. La derivada 


direccional def en el punto (a\ y) y en la dirección del vector 
unitario u = (/q. u 2 ) es el siguiente límite, si este existe. 


&u / (.v,v)= Um 

/?—>o 


f{(x,y)+hu)-f(x,y) 


h 


= Lim 
//—>o 


f(x + hu l ,y + hu 1 )-f(x,y) 


h 


Las derivadas parciales son casos particulares de las derivadas direccionales. En 
efecto. f x (X'V) y / r (x.y) son la derivadas direccionales en la dirección de los 

ir 

vectores i y j, respectivamente. Esto es, 

f x ( x.y) = Di f(x,y ), /,. (x,y) = D¡ f(x,y). 

El dibujo adjunto nos proporciona la interpretación geométrica de la derivada 
direccional D u f(x 0 ,y 0 ) en el punto ( x 0 .y 0 ) y en la dirección de u. 

El punto P Q =(-t 0 ,j' 0 ,/(-v 0 .v 0 ))eslá en la 

superficie S que es el gráfico de la función 
z = Su proyección sobre el plano XY 

es el punto Lv ot y o ,0). Este punto y el vector 

unitario u determinan un plano vertical que 
corta a la superficie S formando la curva C. Sea 
T la recta tangente a C en el punto P Q y L su 

proyección so el plano XY. Si a es el ángulo 
entre T y L, entonces la derivada direccional 

Ai f{x 0 ,y 0 ) es la pendiente de la recta tangente 

T. Esto es, 



{xo, y o, 0) 


Ai/(* 0 ,J 0 ) = tan a 

1.1 Hallar la derivadas 


direccional de f(x.y) = W en el P unl ° ') 


Elución 


yen 


la dirección u = 1 7 * 
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0„/( 2,1) = Lim 

/i —>0 


Jl 
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\ 




2 H-/?, I H— h 
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-/( 2 , I) 


/ 


// 


*2* 
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I ,im 

h >0 
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1 


\ 


/ 


1 + — h 
2 


- 2 ( 1 ) 


J 


h 


= Lim 
h —^0 



i Jm 

h ->0 


/ 


/i p 

- + 
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^3. 

+- h 
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2 


+ I « 2.73 



La definición de la derivada direccional de una función de tres variables es 
enteramente análoga al caso de dos variables. 



Sea w = f(x,y,z) una función de tres variables. La derivada 


direccional de/ en el punto (x, v, z) y en la dirección del vector 
unitario u =(w l) w 2 ,« 3 ) es el siguiente límite, si éste existe. 


D uf(x,y,z)- Lim 

/?—>0 


f(lx,y,z) + hu)-f(x,y,z) 


h 


Lim 
/;-► 0 


/ (x + hu\, y + hu 2 , z + Iwy ) - /(.v. y, ’) 


h 


El siguiente teoiema nos proporciona la condición bajo la cual existen todas las 
derivadas direccionaíes y una manera simple de calcularlas. 


TEOREMA 3.12 1. Si f es diferenciable en el punto (.v, yj y si u = ÍKj»^) 


cualquier vector unitario, entonces f tiene derivada 
direccional en (.y, y) en la dirección de u. Además 


^¿ ( A * - 1 ’) fx ( x - y )"i + f y (x, y) u 2 


2 . Si / es diferenciable en el punto (.v, y,z) y si u = \ * 


es cualquier vector unitario, entonces / tiene deriva® 
direccional en (x,y,z) en la dirección de u. Además 


Demostración 


D uJ (x.y.z) fx[x,y,z)u x + f (x,y,z)u 2 + f : ix,y.z) u l 



Probaremos la parte 2 del teorema. La prueba de la 


parte 1 es enteramente análog 3 - 














































punto fijo ( v 0 , v 0 ,z 0 ). Probaremos que 

Al/( V>V Z o)~ /x(*V>’o‘ 2 o) W l + fy ( A 0 ■ V 0 . Z 0 ) « 2 + /_ ( A - o ( V() , 2 o ) 
Sea x-Xo+ h U] ' >’=> í o+ Im, z = r 0 + hu z y 

g(h) “ /( A • y * z ) ~ f{ A'o + /íW| ._V 0 + hu 2 ,z 0 + hit 3 ) 

Aplicando la regla cadena, tenemos: 


»3 


2 


. df dx , df dy df dz 

( fcl = IhcM TyTh dz dh = ^(^' z )“i + /;(v.^ + /:(*..w)«3 


Pero, si /í = O, entonces x = x 0 , y =>’ 0 , z = z o y 

g (O) " ./* ( A o*-^o,"o ) ^1 fy ( *0 > ■ "o ) u 2 + fz ( v o ’ ’ z o) w 3 O) 

Por otro lado, 

i/n v T? gM-gí 0 ) 

g (0) Lim 


/>-> O 

- Lim 
//—♦o 


/ (,v 0 + /w, , y 0 + hu 2 , z 0 + /n/ 3 )-/(x 0 ,y 0> z 0 ) 


h 


( 2 ) 


/)ii y ( -Tp»yp f -o ) 

De (1) y (2) obtenemos: 

fti/(Wo’V>~ /íK'W)"! + /y(^o^O' z o) M 2 + /r(- v O'>’o-%) w 3 



1. 


Si u es un vector de y si 6? es su ángulo director, es 
decir el ángulo que forma u con el semieje positi\o X, 

entonces 


u ={cos 6 y sen 6) • 


( 


En este caso, la parte 1 del teorema nos dice que: 

D u f(x,y)= f x (x.y)coa0+ f y (x.y)se n0 

2. Si u es un vector de K 3 y si a. P )' 7 son sus 
directores, es decir los ángulos que forma u 
semiejes positivos X, Y y Z, entonces 

u — (eos eos /?, eos A) . 

En este caso, la parte 2 del teorema nos dice que: 

D u y (.v, y, z ) “ 

Ux.y,z)cosa + f y (x.y,z)cos P+fA*-y- z ) c0S 



con 


los 


y 

















Solución 

De acuerdo al teorema anterior, tenemos que 


D„/(-l, 3) = 3) 


■Í2 


2 


+ /vK 3) 



Pero, 

f x (x,y) =2x-6y 
fy(x.y) ~ ~ 6.v + 2 v 


/,(-L 3)—2-18 —20 

/,(-!. 3)= 12 + 6 = 18 


Luego, 

A./Í-1. 3)—20 




mmt _j y 

EJEMPLO 371 Hallar la derivadas direccional de /(.y. y) = tan - en el punto 

r \ 

( 4 ,- 4 ) y en la dirección del vector unitario que forma el ángulo 

71 

6 = — con el semieje positivo X. 

Solución 

X l n n\ ¡\ 'Ti 

Tenemos que u = ( eos —, sen — = —,- 

\ 3 3/ \2 2 

De acuerdo a la observación anterior. 



4?u/(4, -4) = f x { 4, -4)cos/r/3 + f (4, -4)sen ;r/3 


Pero, 


A (*. y ) = - 


y 


2 ■> 
* + y 


y /v(4,-4) = - 


- 4 


fy(x.y\ = 


X 


2 2 
x +y" 


y fy (4, -4) = 


4 +(-4) 

4 


4“ +(- 4) 


Luego, 


D 


U 



1 


( \*\ 


> " 4 ) = -, 

812 J 


+ 1 
8i 



16 


í 1 + >/~3 


1 

8 

1 

8 


7 


























GRADIENTE 


D EFINICION. ] 1. Gradiente en M 


Sea z f(x.y) una función ta! que f x y f y existen 
gradiente de/ es la fiinción vectorial Vf definida por 

{f x (x,y),f y ( x ,y)^ = fj\x,y)l+ f y (.v,v)j 

■ m 


El 


o bien. 



v /=(/v. fy ) = 

2. Gradiente en M \ 

Sea w — f i*.}’,-) una función tal que f XJ f v y f z existen 
El gradiente de/ es la función vectorial Vf definida 


por 


Y/ ( a , y, z ) {./ v ( x, y,z),f y { x, y, z),f. (x, v,z)\ 


“ fx{ x >y> z )i + fy (x>y,z)i + f z (x,y,z)k 


o bien, 


V/ = (.4 . fy, f z ) = 


_/£ £ £ 

dx dv dz 


Vf se lee “nabla/ ? 


¿SABIAS QUE.. 

El símbolo V usado para designar al gradiente esta 
inspirada en la forma del arpa, el instrumento musical De 
hecho „ la palabra nabla era el nombre griego del arpa. El 
primer matemático en usar este símbolo fue el irlandés 
William Hamilion (1.805-1.865) en el año 1.835, en sus 
trabajos sobre quaterniones. Al símbolo V también se lo ve 

como la letra griega delta A invertida . En el griego actual el 
símbolo Ves llamado arjaSsÁ,ra (anadelta) que significa 
delta invertida. 




[EJEM PLO 4.1 Hallar el vector gradiente de la función / (.y, y) = V x 2 + y 2 en el 

punto (3, 4). 

Solución 










En el punto (3,4): 




El teorema 3,12 tiene una expresión más simple en términos del gradiente, que es 
la siguiente. 


TEOREMA 3.13 



Si f es diferenciare, en el punto (x,y) y si u es cualquier 

vector unitario, entonces / tiene derivada direccional en 
(.y, y) y en la dirección de u. Además 


Du f(x.v)= Vf(x,yj • u 


2. Si f es diierenciable, en el punto ( x, y,r) y si u es cualquier 

vector unitario, entonces f tiene derivada direccional en 
(x,y,z) y en la dirección de u. Además 


Du f (x, y, z) = Vf (.y, y, z ) * u 


Demostración 


I. De acuerdo al teorema 3.12 tenemos que: 


Ai fl x >y) fx{ x >y) u \ + fy{ x *y)ii 2 - f y {x.yf) • {wj, %) 


ty{ x >y) • « 


2. Similar a la parte 1. 



EJEMPLO 5. 


Solución 

Tenemos que: 

fx { x >y) ~ 

fy{x.y) = 



' ¡I ^ la derivada direccional de f(x,y) = 
punto (1, - 2) y la dirección v = 5i + I2j. 




2 2 
Y Z + V 

























V/-(1.-2)=(/a( 1 ’- 2 )'/v(1--2) ) 



Por otro lado, el vector 

dirección, de v es 

V 1 


v = 5i + 12» 


no es unitario. El 


vector unitario en la 


1 


7 


5 2 +12" 


(5. 12) = 




Ahora, 

W“ 2 ) 


_L 12\ jO _ 48_ 38 

13 13/ 65 65 65 



Solución 


en el punto (1, 1, - 2) y la dirección v = i + j - k 


Tenemos que: 

f x {x,y.z) =2 x-yz 

f y ,{x,y,z) =2 y-xz 


y f x { 1,1, -4) = 6 
y f x (1, 1, -4) = 6 


f z (x,y,z) =2z-xv y f x (1. 1, -4) = -9 


Luego, 


V/(l, 1. -4) = (/, (1, 1,-4), f y (1, 1. -4),/ z (1, 1, -4) ) =( 6, 6, -9) 


Por otro lado, el vector v = i + j - k no es unitario. El vector unitario en la 
dirección, de v es 




11 1 \ 

# vT V~3 / 


_i_i_¡_\ 

VT 73’ 73/ 


6 6 9 _ 21 _ _ rr 

71 + 7T + ^'/3 _ V 



direcciones DE CRECIMIENTO OPTIMO 

r diferenciable de dos o más variables. En P máxima 

tvada direccional ' ' - estas, hay una maxmia 


^ una función 


^ínim 


¿Cuál 


íéspuesta es dada 


diferenciable de dos o mas van -, — , * áxima 

,■ j _i __tísnrpma. 


















































Sea f una función de dos o tres variables que es diferenciable 
en el punto P, donde P = (*> v) o P = {x,y,z). Sea 
0= (o, 0) ó 0 = (0, 0, 0). Si V/(P) * 0, entonces 

La derivadas direccional máxima es D u f(P), donde u es 
dirección del vector gradiente. Esto es, cuando 


u = 


v/(p) 

II v/(P) 


El valor de la máxima derivada direccional es || V/ ( P i 

La derivada direccional mínima es D u f(P I, donde u es 
dirección opuesta a del vector gradiente. Esto es, cuando 


u *=- 




Vf{P) 


El valor de la mínima derivada direccional es — V/ [P) 


Demostración 


Sabemos, por el teorema 1.5 del capítulo 1, que: 


a* b = 


b eos 0, 


donde 0 el ángulo entre los vectores a y b. 

Aplicando este teorema para el caso a = Vf (P) y b = u tenemos: 


D u /(/>)= V/(P) 


* u = 


V/(P) 


u 


eos 0~ V/'Í.P) eos 0 


Esto es, 


A./(P)=|V/(P) | cos0 


Pero, 1 — eos 0 < 1, eos 0 1 cuando O = 0 y eos 0 — — 1 cuando 0 ' tt. 


Luego, 


DuJ 1 "> es máxima cliar) do 0=0. Es decir, cuando u = 


V/ (P) 


máximo es D„/(p)= || V/(/>) II 

O u /(P) es mínima cuando 0 = Es deeir 
mínimo D u /(p)=_| ,i 


| V/ ( P) 


y 


este 


, cuando u = — 


V/(PL y este 


V/(P)| 











































ejem plo t 


Sea f{x,y,z) = xz 2 -y 2 

1. Hallar el vector unitario u para el cual D U /(P) es la máxima 

derivada direccional de / en el punto P - (0, 1. 2). Determinar 
el valor de esta derivada direccional máxima. 

2. Hallar el vector unitario para el cual la derivada direccional es 
la mínima derivada direccional de / en el punto P (0, 1. 2). 
Determinar el valor de esta derivada direccional mínima. 


Solución 


Tenemos que: 


Vf{x,y,z) = (z 2 ,3y 2 f 2xzj => V/(0, 1, 2)-(l 2 , 3(l) 2 , 2(0)(2)^ - (4,3.0) 


Luego, 

L El vector unitario para el cual D u j ( 0,1,2) es máxima 


u = 


V/(0, 1, 2) 


||V/(0. 1, 2) 


(4, 3, 0) _ 

(4, 3, 0) 


1 


4 4 2 + 3 2 +0 2 


=■ (4, 3, 0) = 


i. 1,0 

5 5 


El valor de esta derivada direccional máxima es V/ (0. 1, 2) 


= 5 


El vector unitario para el cual la derivada direccional es mínimo 

-- V /( 0 . 1 . 2 ) ._^4 |. 0 )-(-¿. -|.0 


es 


||V/(0, 1, 2) 

El valor de esta derivada direccional mínima es “ (^* ^ “) 


= -5 



jj EMPLO 8. La temperatura en grados centígrados en la superficie de una placa 


metálica es 


T(x,y) = 40-3* : -y 2 


8ol|icl6n 


donde x e y están dada en centímetros. 

Hallar la dirección en la que la tenipvratura aumen ^ 

rápidamente en el punto (1, 3). ¿Cuál es la tasa e c 

VT i*.y)= (T x (x.y).Ty(x.y)) = (- 6x ~ 2 - v >** vr(1,3) = ^ 




































Derivadas 


Luego, la temperatura está creciendo más rápidamente en la dirección 
vector (-6, -6). El vector unitario en esta dirección es u =—p=(—1 # -l) 

La razón de cambio de la temperatura con que crece la temperatura es 




= 6/2 * 8,49 °c 


por cm. 



En el mundo actual ya contamos con objetos que se mueven buscando el calor 
Estos buscadores de calor prestan utilidad en medicina, para localizar tumores. En el 
campo militar se han construido misiles que localizan y destruyen objetivos 

generadores de calor. El siguiente ejemplo nos ilustra como el gradiente nos permite 
encontrar la trayectoria de un buscador. 



Trayectoria de un buscador de calor. 


Un rastreador de calor se encuentra en el punto (8, —12) sobre 
a placa metálica plana cuya temperatura en el punto (xy) es 

^(xy) = 500-3x 2 -2 y 2 


El rastreador se mueve continuamente en la dirección del 
incremento máximo de temperatura. 


a. Hallar las ecuaciones paramétricas de la trayectoria. 


Solución 


b. Hallar ía ecuación cartesiana de la trayectoria. 


a. Tenemos que 


Vr(xj>)~ (-6x-4v) 


Sea r(r) - {*(/),y(r)) la trayectoria 


f , * 


del rastreador. Se debe cumplir que 


parametrica 


r(0) (8, -12). O bien, jr(0) = 8 


y y(0) = -l2 


Además, como se mueve en dirección de del 


S? el vector 


r ' w -(í-í)- 




Luego, 


{■* (0■ y i 1 }) 



(1) 


*'(>)= -6.v 


y (2) 
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6 


p c (|) obtenemos: 

40 = _ 

*(') 

l(>) 


flí) 

x(t) 




dt - ~6 Jí 


In 


*(0 ~ ~ 6 / + k 


k\ ,-6/ 

= e l e 


(0 


q e 6/ , donde C¡ = 


pero, 


-6/ .. „/n\_o . ~ -6(0) _ 


x(*)| = C l e y x(0) = 8 


C\* 


x ; O.i = 8 


C, =8 


x(t) = 8 c 6/ . Como ,y(0) 

~ 8 > 0, entonces x(t \ 

De (2) obtenemos: 

/(o,_ 4 

y(>) 

f y'(0 f 

J y (/) * ~ J ~ Ad ' => ln *(') 

y(t) = e* J e 4 ' = 

> | -v(/) | 

- C 2 c 4/ , donde C 2 

Pero, 

i j(') = C 2 e -4f y V 

(0) = —12 

=> Q e~ 2 ^= y{ 0) 

V* 

H 

{O 

I 

NJ 

• 

n 

o 

3 

o 

J’(°) 

12 < 0, entonces y{t) 


8é* 


- 6 / 


— ~kr> 


= 12 C, = 12 


-4/ 


En consecuencia, las ecuaciones paramétricas de la trayectoria, son < 


c = Se 


- 6 / 


V 


= -12e 


-4; 


s, ■ 


^ dallemos la ecuación cartesiana de la trayectoria: 


Tenemos que jc(/) = Se 
Ahora, 


e - 6 ' = í 
8 


- 4 /- -6/13 


y=~12e — -12 


-12 




3 




8; 


= —3jc 2/ 3 . Esto es. 


y = -3x 2 / 3 



Gradientes y planos tangentes a superficies de 


En 


NIVEL 


e,) C 1 esnÜ ^ ar * e nos enfocaremos a estudiar planos tangentes a superficies de n 

P '° ^dimensional. 

































ortogonal a la superficie S en el punto P 0 si V es ortogonal (perpendicular) a todo 
, ector langente en P 0 de cualquier curva lisa sobre la superficie que pasa por p o 

Nuestro interés se concentrará en las superficies de nivel. Recordemos que m a 
superficie de nivel es la gráfica de una ecuación f (x,y,z) = k, donde k es una 

constante. El siguiente teorema nos asegura que el gradiente VF(x,y. z ) es un 
vector normal a la superficie F(x,y,z) - k . 

TEOREMA 3. 151 El gradiente es normal a una superficie de nivel 

Sea F(x,y,z) de clase C*' 1 y sea S la superficie de nivel 

F(x,y.z) = k . Si P 0 = (x 0 ,y 0 ,z 0 ) un punto de 5en el cual 

VF ( P„ ) * 0. entonces VF(P 0 ) es normal a S en P 0 . 

Demostración 

Sea C: r(/) = (xW), v(/ j,z(/)) una curva suave k 

en S que pasa por P 0 = I x 0 , v 0 , z 0 ). Supongamos ^ /y— 


que r(/ 0 )= ■>(/„)..v(/ 0 ),-(r 0 )) = 

Jr 

Jr m ■ 

— (-^o' >0 * _V^ v / 


El vector tangente a la curva C en P Q es r*(r 0 ). / 

Debemos probar que 

VF(P o )'r'(t o )=0. 

Bien, como r(/) está en 5, entonces ¡/ 

y I v ' ^ y 

/■' (a- (/ ) , ( / ) . 2 (/} i = A- . x 

Derivamos esta ecuación respecto a l, aplicando la regla de la cadena, 

t (jc(/)^(0.2(0) JC '( / ) +F y( jr (0D’(/).z(/))y'(r) + F,(A(/) 1 v(/),z(/))r'( l 

Esto es, 

VF(.v(/),.v(/), 2 (/)) • (a-'( 0 .v'(/), 2 '(í)) =0 

Para t - , 

U 7 






, a p. 3 Derivada* Partióles 


287 


El teorema anterior nos permite deílnir plano tangente y recta normal de una 
superficie de nivel del modo siguiente: 

Sea F de clase C'' en un abierto U de ]R \ Sea 5 la superficie de nivel 

S: F(j,y,z) = k 

y sea P 0 = ( a * 0 , y 0 , z 0 ) un P unl ° de S, en donde VF ( P 0 ) * 0. 


El plano tangente a la superficie 5 :F(x.y,z) = k en el punto P Q es el plano 

que pasa por P 0 y tiene como vector normal a VF (/},). En consecuencia, su 
ecuación canónica es 



La recta normal a la superficie S : F(x,y,z) = k en el punto jP 0 = (x Q ,y o ,z 0 )es 

la recta que pasa por P 0 y tiene como vector director al vector VF{ P 0 ). En 
consecuencia, las ecuaciones paramétricas y simétricas de esta recta normal son: 

Ecuaciones paramétricas Ecuaciones simétricas 


* 






En la sección 3.4 hemos estudiado planos tangentes y rectas normales a una 
superficie que es el gráfico de una un función de dos variables: 5: z —/(a, vi 

Esta superficie S: z =fl a\ y) es un caso particular de las superficies de nivel. En 
efecto, z ~/(x, y) C=> /{a*, y) - z = 0 

Luego, si F(x, y , z) = f[x, y) - r, entonces 2 =./( a*, y) <=> F{x. y, z )i = 0 y, por tanto, 

S: z =j[x y y) <=> S: F(x, y , z) = 0 
Además, VF : , (# ,y„ ,2 0 )= (f x (x 0 ,x 0 ¡, f y (-v 0 ,x 0 ),-1 


Si reemplazamos estos valores de VF(.v 0 ,.t’ 0 .r 0 } en 'as ecuaciones del plano 

tangente y de la recta normal anteriores, obtenemos las ecuaciones del plano 
tangente y de la recta normal obtenidas en sección 3.4, 































Cap. 3 Derivadas Parciales 



EJEMPLO 9. 


Hallar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal en el 
punto (l, —3, 2) del elipsoide 



Solución 

2 ,2 

Si F( V vz) = — + — , entonces elipsoide está dada por F(x,y,z) = \ 

6 3 2 


Tenemos: 


F x {x.y,z)=F y {x,y,z) 


~y <F z (x,y,z'i 
3 


= z 


r*{ 1 - 3 , 2 )- 


F v (1,-3,2) = -2, 


F, (1.-3.2)-2 


Luego, 

La ecuación del plano tangente es 


- (x - 1) - 2 (y + 3) + 2(z 
3 


2) = 0 ó, simplificando, x - 6y + 6z - 33 - 0 


Las ecuaciones simétricas de la recta normal son: 




Supongamos que las dos superficies de nivel 

Si l F(x,y,z) — k\ y S 2 : G(x,y,z) = k 2 

se interceptan formando la curva C Si P - (.r 0 , y 0 , z v ) es un punto de esta cuna. 

entonces la recta tangente a C en el punto P está en el plano tangente a S\ y en el 
plano tangente a S 2 en el punto P. De hecho, esta recta tangente es la intersección 
de estos dos planos tangentes. En consecuencia, el vector 

T — VF (x 0 , v 0 , ) x Y G(.\ 0 , y 0 , ) 

es tangente a la curva C en el punto P = í x 0 ,y 0 ,z 0 ) y es ortogonal al plano norma 
a la curva en este mismo punto. 


EJEMPLO 10. 


El punto P = (3, -4, 5) está en la curva C formada p° r 
intersección de las dos superficies: 


Solución 


2 . .2 2 


S i : x = 


S 2 : 2x 2 + 2 v 2 - 25 = z 


^ Tí A 

Hallar una ecuación del plano normal (perpendicular) a 


curva C en el punto P = (3, -4, 5). 


















Sea F(.v,v.z) = .v 2 + y 2 - z 2 v a(v . , , 

y lj (*, y , 2 )= 2x 2 + 2y 2 - 2 $-: 2 

Un vector tangente aCen/ 3 es 


Hallemos el valor de T. 


T ~ x VG(P) 


VF(x.y,:) = (2x. 2y.-2z) = 2 (jt. y,- z \ 


y VF(3,-4.5)=2(3.-4,-5> 


< 4 " 4 '- 2 *> - 2(2». *.-«> » TO(3._,5). 2(6 ._,._ s) 


T- VF(3,-4.5) x VGí 3,-4,5 i = 4 


Luego, una ecuación aura el plano normal 


> 1 k 

3-4-5 

6 -8 -5 
es 


= -20(4, 3, 0) 


4(.v -3) + 3(v + 4) = 0. O bien, 4x + 3y = 0 



GRADIENTES Y RECTAS TANGENTES A 

CURVAS DE NIVEL 

¡ ii esta parte, traduciremos al espacio bidimensional los resultados que acabamos 
de discutir en el espacio tridimensional. Los resultados, como es de esperar, son 
enteramente similares a los ya obtenidos anteriormente. 



Demostración 


El gradiente es normal a una curva de nivel 

Sea z = /(jf,j?)de clase C' 1 ' y sea C la curva de 

nivel f (x, y ) = k . 

Si P 0 = | x 0 , y 0 ) un punto de C en el cual V/( /J, )* 0, 
entonces V/ '( P tí ) es normal a C en P 0 . 


ff(Po) 


Seguir los mismos pasos dados en la demostración 
del teorema anterior. 



RECTA TANGENTE A UNA CURVA DE NIVEL 

Ahora, buscamos una ecuación para la recta L. que es la recta tangente 
de nivel C: f(x,y) = k en el punto F 0 = (x 0 .)’<,)■ 

De acuerdo al teorema anterior, el vector 
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Y/ () ~ Y/ ( A ’o ■ 3 o) { fx ( A o - 3 'o ) * fy ( x o »^o) 

es un vector perpendicular a la recta. Luego, si (a, y) es un punto de entonces 
V/(a' 0 , y 0 I y P^P = (x - jc 0 , y - y Q ) son ortogonales y, por tanto, 


O 


v/(.v 0 .y 0 ) • ( x - x o-y~y«) 


(fx (x 0 ■ y o ) • f y O» • .Vo)) • ( x - *<> • y-yo) =0 


De donde, obtenemos la ecuación para L: 


í; /i(v.'o)( v " v o) + /v ( *0 ■ > o ->0 ) = 0 


EJEMPLO 10. Hallar la ecuación de la recta tangente de a la elipse 

? 2 
A V 


+ 


12 


= 1 


en el punto (-1,3) 


Solución 


Sea flx. y) = 


A 


v 


4 


12 


Esta elipse es ¡a curva de nivel f[x, y) = 1 


VM=(w 


i i 


v/(-i .»)-(—. ± 


2 2 


Luego, la ecuación de la recta tangente L es 


y/t-u) 



1 i 

(x + 1) + -(a- 3) = 0, ó, simplificando, a - y + 4 = 0 

2 2 


PROBLEMAS RESUELTOS 3. 6 



PROBLEMA 1.1 La derivada direccional de una función z = f(x, y) en el 

P = (1, 3) y en la dirección de P a Q - (2, 4) es yf^ 1 y eíl 

|í , , í; , , n Q 

dirección del vector unitario que forma un ángulo de ^ 

eje X positivo es -2 + 3>/~3 . 
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Solución 


o. Hallar V/ (2, 3) 

b. Hallai la derivada direccional en P 

ion de P a M~ (-2, -1). 



- (1, 3) y en la 


a. Sea V/( 2, 3 )= (a,b) 


El vector de P - ( 1 , 3) a O = (2, 4 ) es /?-i a ó\_ /í a ™ 

\ ’ ^ (L l). El vector unitario 


en la dirección del vector (i, 1} C s u. = 


J1 


(I, ¡) = 


VT Ji 


Nos dicen que: D U) /( 1 , 3 )= . Lueg0 


V/(2, 3) 


n /3 v /~2 



(a.ft) 


/I -J~2 


= n 


S2 + T2, r- 

a +- b = v 2 


a+ b = 2 


O) 


Por otro lado, el vector unitario que forma 


n: 


un ángulo de — con el eje X positivo es 


u 2=( c os^,sen x/ 6 )=(Jl,i\ 
Nos dicen que: £>„/(!, 3 )= -2+ 3\/~3 . Luego, 


V/(2. 3) . ( II, i\=_ 2+3 /3. 


2 


(¿7,A) 




1 


— ) — —2 + 3>/^3 


V"3 1 y— 

— + -6 =-2 4- 3/3 


\/~3 4- h = -4 + 


( 2 ) 


Las ecuaciones í I) y í2) conforman el siguiente sistema: 


a + b = 2 


yTla + b = - 4 + 6\f 3 * 


cuya solución es a — 6 y b ~ — 4. 

Luego, 

V/(2, 3) = (6. -4) 

l>. El vector de P= (l , 3) a M=(-, 2,-l).cs (-2-1, -1-3)= (-3. -4).Elvector 


unitario en la dirección del vector (-3. -4) es = 
D u¡ f(\. 3)=V/(2, 3)./-L - 7 )= ( 6 , -4). 


3 4 

--/.Luego, 


3 

5 


4 

5 


2 

5 









|.a superficie de una colina es descrita por la ecuación 



f(x,v)- - 


80 160 


donde x, y , z están dados en metros. 

El eje positivo Y señala hacia el norte y el eje positivo X. 
hacia el este. Un hombre está parado en el punto (40, 60,458). 

a. Si el hombre camina hacia el sur. ¿El hombre asciende o 
desciende? ¿A qué razón de cambio. 

b. Si el hombre camina hacia el sureste. ¿El hombre asciende o 
desciende? ¿A qué razón de cambio? 

c. Si el hombre quiere ascender siguiendo la máxima pendiente 
¿Que dirección debe tomar? ¿Cuál es la razón en esta 
dirección? ¿Con qué ángulo sobre la horizontal comienza este 
ascenso? Si u es la dirección con que se inicia el ascenso a 

partir de un punto (P, /(P)), el ángulo sobre la horizontal 0 on 
que comienza este ascenso es 6 ~ tan ( D u f (P)) • 


Solución 


Tenemos que: 


V/íx, y) = - 


X 


V 


40 80 


y Vf{ 40, 60) = 


*■ ‘A 


a. La dirección hacia el sur corresponde al vector unitario -j - (0.-1) ■ Luego. 


DJ(40, 60)= V/(40, 60) • (-j) 




* • ~ y 

Luego, si el hombre camina en dirección sur, él está ascendiendo a razón 
,75 metros verticales por cada metro horizontal. 


b. La dirección hacia el sureste corresponde al vector unitario 



Luego, 



Luego, si el hombre camino en dirección sureste, él está descendiendo araz 
de 0,177 metros verticales por cada metro horizontal. 


c. La dirección de máxima pendiente es 7/ (40, 60) = 
cambio es esta dirección es 





la razón 














y/' (40. 60) 1 = 


-1, - 


Esto es. caminando es esta dirección se ascipna 
verticales por cada metro horizontal. ¿1 ángulo V ? ZÓn de l>25 ™tros 
comienza este ascenso es h sohlc la horizontal con que 

6 = tan~'(U5) = 51.34° 


5 

4 


= 1.25 





Solución 


Calcular la derivada direccional de la función 

/(•V. v.r) = 

en el punto (- 1 , 2 . 2) y en las direcciones de la recta tangente en 

el punto (-1, 2. 2) de la curva C determinada por la 
intersección de las superficies 

— ~ j 5, 2x“ + v'" —z = 4 


Sea F{. r, y, „) 3.v 2y+z y G(x y y, z) — 2 x~+y^—z 

#r 

Un vector tangente a la cun a C en el punto (-1.2, 2) está dado por 

v — VF(-1, 2. 2)xVG(-l, 2. 2) 

Pero, VF(r, v, z) = {3.-2. l) y VF(-1, 2, 2) = (3,-2. l), 

VG(x.y,z)= (4x,2y,-\) y VG(-1, 2, 2) = (-4. 4,-l) 


v= VF(-1, 2, 2)xVG(-l, 2, 2) 


i j k 

3 -2 1 

-4 4 1 


= (-2,-1, 4) 


Ln vector unitario determinado por el vector langente v es 


u 


1 


1 


/ 21 


(-2,-1, 4). 


El otro vector unitario determinado por el vector tangente v es u 
Por otro lado. 


v f{*.y,z) = 


l 




+ y + 


~(x,y,z) y V/(-l, 2, 2) - E 2 > 2 ) 


































0 u /(-U2)= V/(-I. 2. 2) 3 ( 1. 2, 2) . ^_( 2. 1. 4)- 


_ 8 


3/zi 


La otra derivada direccional es 

O /(-1, 2. 2)= V/(-l, 2, 2) • (-u) =-V/(-l, 2, 2) • u 


8 

3/2T 



lina función que en un punto tiene todas las derivadas 
direccionales y, sin embargo, no es diferencíale. 

a. Probar que la siguiente función 


x v 


f(x.y)= < 


A 

A' + V 

0, 


—, si (a-, y) * (0, 0) 
si (x. y) = (0, 0) 


tiene derivada direccional en cualquier dirección en el pumo (‘ u) 
b. Probar que/no es diferenciabie en (0, 0 ) 


Solución 


a. Sea el vector unitario u — (z/j, u 2 ). 

DJ{ 0. 0)= Lim r(° + ^»i' 0 + 7| »2 )-/(0’°) _ Ljm JV^JaÚ 
v ' /,-»o h o h 


Lim 

//-►O 


7 3 2 
n ii] i ¡2 


hih^U^ + 


= Lint 


í/j // ■> 


h 1 lh~ j htl]* + ií2~ 


Si u 2 * 0, entonces D u /(0, 0) = Lint 


í/j llj U\ Ui W| 


/r->0 /íMj + 


0 + 


Ui 


Si z/t = 0, entonces 


D u f( 0. 0) = Lim 


Hf(0) 


= Lint 


0 


Lri conclusión. 


/í->0 / 77 /j 4-0“ A->0 /j#. 


= 0 


A./(0.0)-t«, 


II 


, si ZZ-> 0 


0, si z/t = 0 

Lo cual nos dice que la derivada direccional D„f( 0 0) existe en todas I** 

direcciones. 
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b. Probaremos que / no es continua en (0, 0) y, por tanto, no puede ser 
diferenciabie en este punto. 

Tomemos el camino C = { (rv)eR 2 /v=r 2 l 

l v • ’ ' ' j 

Tenemos que: 

Lim / ( x, y ) = Lim / ( x, x 2 ) = Li m —^- 

(,v. >•)—>(0. 0) v->0 * ' x->0( 2 Y 4 

| a lo largo de C) v / + X 

V 4 1 

= Lim —r- = -*0 = /(O, 0) 

^0 2/ 2 

Luego, / no es continua en (0, 0). 


PROBLEMA 5. Hallar una ecuación del plano tangente a la e»tera 


T 1 2 n 

X + V + 2 =9 


que es paralelo al plano 8 .v - 8 y + 4r - 1 


Solución 


Sea P = ( v 0 , i 0 z 0 ) el punto de tangencia 


Si F(x,y,z) = x" +3 


r" + la esfera dada es la superficie nivel F ( x.y. j ) 9 


Un vector normal al plano tangente es 

Vf(x 0 ,)’ o , z 0 )= (2x 0 .2y 0 , 2z 0 ) 

Un vector normal al plano 8 .v - 8 y + 4r = 1 es { 8 , - S. 4} 

El vector Vf(r 0 ,i' 0i r 0 1 debe ser paralelo al vector ( 8 . - 8 . 4). Luego, 

(lx 0 .2y a 2z 0 ) = k( 8 , - 8 . 4) => -v 0 = 4A-, y 0 =-4K Z 0 =2k. 


Como (jc 0 , y 0 z 0 ) es un punto de la estera, entonces 

=> 16 k 2 +16A ' 2 + 4k 2 = 9 => 36k 2 = 9 


2 2 2 n 

*0 + To + 2 o = 9 


k 2 ~- 

4 


k=±- 


*1 


Existen dos puntos de tangencia 


( 'o'3 o, -o ) 


(4 


4 2 
1 2 


\ 


= (2, -2, I) y ( v.'o. z 0)- (- 2 . 2 -*) 


y* por lo tanto, existen dos planos tangentes. 












O bien, simplificando, 

2.v — 2 v + z — 9 = 0 


y 2x - 2y + r + 9 = 0 



Sea la superficie S : \fx + yfy + vz = a, a > 0 

Si P = (.v 0 , v (íí z 0 j es un punto de la superficie que no está en 
ninguno de los ejes, probar que: 


PROBLEMA 6. 


a. Una ecuación del plano tangente a S en el punto ( v 0 , y 0 r 0 ) es 

x , y z 

— ; • ■ 4- — — ■ ■ ■ -j- — ■ — q 

V ^0 >/ ) « V “O 


b. La suma de las longitudes de los segmentos determinados por el 
plano tangente en los ejes coordenados es constante igual a a~. 


Solución 

a. Sea F[x t y,z) - \¡x + yfy + >/T. Tenemos que: 



VF(.T.y.r) 



Una ecuación del plano tangente en el punto 





















Intersección con el eje X: y = O, z - O 



































































Intersección con ct eje Y: x = 0, 7 = () 


y _ 

— 7 = ~ « 
v Ao 


,v= 


Intersección con el eje Z: y = 0, x = 0 



a 


y - aJz 0 


o 


Tenemos que: + aJT a + a = a(yJX+fy¿+ JZ) = a 2 . 



Hallar una ecuación del plano tangente al elipsoide 

= 1 


2 2 

x y 
— + -— + 


a 


11 2 

/? c“ 


que corta a los semiejes positivos formando segmentos de igual 
longitud. 


Solución 


222 

Sea F(x, 2_ + 2L + 

a 2 b- c- 


y P = (x 0 . y 0 ,z 0 ) el punto de tangencias. 


_ _, . , 2 a* 2 y n 2 z n 

Tenemos que VF ( a* 0 . y 0 ,z 0 ) = 


a 


,2 ' 2 

D C 


= 2 


A 


O 


"O 

2 ' l2 * 2 

a o c 


Como el plano tangente debe formar segmentos de igual longitud con los semiejes 
positivos, VF(a 0 . y 0 .z Q ) debe ser paralelo al vector (l, 1, l). Luego. 

^) = k(l, I. 1)= (k, k,k), con k> 0 


De donde. 


a 


o 


b 


- k. 


a 


■ v o - } c 
b 2 


O 


= k. O bien. 


c 


x B = ka 2 . v 0 = kb 2 . z a = kc 


( 1 ) 


Como el punto P = (x u .y 0 ,z a ) está en el elipsoide, debemos ten*,r. 


Í2. + Z°. + £ 2 . = 1 


a 


k 2 a 4 


a 


+ 


k 2 b 4 
b 2 


+ 


A“c 4 


c 


- \ 


k 2 |í/ 2 +b~ + c 2 ) - 1 


k — 


1 


( 2 ) 


a/ a 2 +í > 2 + c 2 

Como el vector (l, 1, l) es normal al plano y este plano pasa por (.v 0 ,.v 0 .z 0 ), 
entonces una ecuación de éste es: 

(*-*o) + (á’-To) + '. z - z °) = 0 
Ahora, teniendo en cuentas las igualdades (1), (2) y (3). obtenemos. 


r + v + z - a 0 + y 0 + z 


O 


(3) 












































2 . l2 i 2 

a +b + c 



ka 2 + kb 2 + kc 2 = k[a 2 + b 2 + c 2 Y 



O . 1 2 

a + b + c 



Esto es, una ecuación deí plano tangente es x + v + z - 


\[~a~ + />" + c 



PROBLEMA 8. 


Superficies ortogonales 


Dos superficies que se cortan son ortogonales si los planos 
tangentes a estas superficies en todo punto de la intersección, 
son ortogonales, O sea, si los vectores normales son 
perpendiculares. 

Probar que las familias de esferas 

x 2 + y 1 + r“ + ax = 0 y a* 2 + v 2 + z 2 + by = 0 

** mf 

son ortogonales. Es decir, cualquier miembro de la primera 

familia es ortogonal a cualquier miembro de la segunda 
familia. 

Solución 


Sea P (a 0 , v 0> ~ 0 ) un punto común a ambas superficies. Se debe cumplir que: 

A o + >’o + z o + ax o = 0 y Xq + y~ + z" 4- by 0 = 0 

Restando estas ecuaciones tenemos, 
ax o -*y 0 = 0 • O bien, ax Q = by 0 

Si F(x,y,z) = x 2 + y 2 +z 2 + ax y G(x,y,z)= x 2 + v 2 +z 2 +bv entonces 

/ * J f 

VF ( X °'y°. z o)r {1*0 +a. 2 y 0 , 2 Z 0 ) y VG( Wo _- 0 )= (2x 0 .2y 0 +b. 2 z 0 ) 

son vectores normales a las esferas en el punto P = (a 0 y 2 ) 

Ahora, tomando en cuenta (1), tenemos: 

^k||wÍI “°) ~ ^ v o ( 2a 0 + a) + 2 y 0 ( 2 y 0 + + 4 

¿í- = 4x ° + 4y ° + 4z ° + 2ax 0 + 2by 0 

4av 0 + 2 ax Q + 2 by 0 

= ~ 2ax o + 2 by 0 = -2 by 0 + 2by 0 = 0 (por ( l | 

s S011 ortogonales, 


_ 


2 

o 


Luego, las dos circunferencia 













donde 


sea 


primer ociante. El p| ano ' P ‘ tie ’ slíu ado en e 
Probar que todos esin< , , . orma un tetraed ro 





mismo volumen, que es V - 

Q 

2 


Sea F{x-,y,z) xyz. Luego, S es la superficie 


de nivel 


F {x>y>z) 


a 


Tenemos que 


Vf (Wo, r o) C v o r o- A o z o» v o>’o ) • 


Una ecuación del plano tangente a S 


en 


el punto (x 0 ,v 0í z 0 ) es 



Vo ( x x 0 ) + v o r o (y - y o ) + x 0 y 0 (r - 


z o) 0 


■ G r 0 .v + x n ~ v 4 - v v - = i» 7 
ü ° o o - 1 -* v o.’o“o 


Las intersecciones con los ejes son: 


Eje X: y = 0, z = 0 => ,v = 3.v 


Eje Y: .v = 0 .2 = 0 => v = 3 v „ 

r - ü 


EjeZ: * = 0 , y = 0 


z= 3z 


O 


Sabemos que el volumen de un tetraedro es igual a la tercera parte del área de la 
oase por la altura. Luego. 


1 


/ 


V- - 
3 


f 3v o)( 3 >v) 


\ 




(7 \ 9 9 3 

( 3 -o ) = ~- v o3o“o = Z a 


J 



Í50BLEMA 


Propiedades básicas del gradiente 


Sean f y g funciones diferenciables y a, h , c constantes. 


Probar: 


i. Regla de constante. Ve - 0 


2 . Regla de linealidad. V(aj +bg)— aVJ + bVg 


3 . Regla del producto. V(fg)~ fVg + gVf 
















4. Recia de la potencia 


v(/ ffl )= nf-'Vf 


Q gV/-/Vg 

5. Regla del cociente. V| — I ^ u 

6 / ^ 


Demostración 


Probaremos sólo las tres últimas reglas. Las otras la dejamos como ejercicio al 
lector. Suponemos que f y g son fundones de dos variables. Para funciones de más 

de dos variables se procede en forma análoga. 

. . ¡B ... 0..A I .de df .de df\ 

3. VOS») = — (Je). — (fe) 


Dx 


= / 
\ 


dx üx c y - i . 


-IfS. =/'^ íí! 

dx'' dvl \ dx ° dr I \cx 


g 


df 


C'V 


d£ 

dv 


= /Ve + gV/ 


• m-ittn Mr 


( i 


sn -1 fn-i df 

nj —- «./ — 

elv cr 


= »./ 


-»-i / df j-n-l 


■k t") = »r _i yf 


f A 


a» 


5. Aplicando la regla 4, tenemos que: 



/• A 

7] 

v/= V 

£“ 

= ítV 


l £ J 


SÍ! > 


+ -V(g) 
£ 





V 


' r 




g 


v 


(f) 

1 

V/--V(g) 

1’ 

ygj 

£ 

L £ J 

1 s _ 


?V/-/V(g)l _ gV/-/Vg 





fe.v problemas del I al 6 hallar el gradiente de la función dada en W P** 
indicado. - , JÍí J «Hl 


1* /(x,)')* 5 2<?*cosy, P=(l, 5/r/h) 


Rpta. V/( 1, 5jt/ 0) = -‘'( v 3 ' 


I 


i 


« 


i 



I 



































Cap. 3 Derivadas Parciales 


301 



P= (1.-1/2) 


Rpta. V/(l. -1/2) = -3(1/2, I) 


3. f(x,y 1= sec (2.\y), P= (1,-1) 

4. f(x,y. r)= 2yJ xyz , P = ( 3 ,-2,-6) 


Rpta. V/(l, -1) = 


1 


/3 


( 1 , - 1 ) 


5. f(x,y.z)= — 


xyz 


X + V 4- Z 


T , P-(U-l) 


Rpta. V/(3-2-6) = (2, -3, -l) 
Rpta. V/( 1, 1, -1)-|(-1, -1. ') 


6. /(.v, v)= x 1 + z* + / + z y , P= (1. 1, 1) Rpta. V/( 1, 1. 1) = (1, 1, 2) 

£/i los problemas deI 7 al 11, hallar la derivada direccional de la función dada, 
en el punto P y en la dirección del vector unitario u. 

7. f(x,y)- -3at + 2y^ , P = ( 2, 1), n=(4~2 /2, \fl/2 ^ /?/?ía - \Í2 2 


8. /(a\ y) -2x ín y , P = (l,e), u-^v 3/2, -1/2 

9. /(jc,y)= 2i a>’ + 1 ) 5/ ", P~( 3, 1), u={3/5, -4/5 ) 


Rptci. \¡ 3 - e 


-1 


Rpta. - 54/5 


10. /(.v.v.z) = re* — _y“, P — (0, 2, 3), u — (l /3, 2/3, 23) 


I) 


11. / (A', .v, z) = A" 1 +z A + y“ + 


z- 1 '. P = (l,l, 1 ), u = /— , -y. | ) */"* • 


En los problemas del 12 a! 18, hallar la derivada direccional de la función 
dada, en el punto P y en dirección de! vector unitario con ángulo director 0 (el 
ángulo formado por el vector y el eje X positivo) 


12. f(x.y)= e x sen y, P- (0. tr/4), 0 = 3tr/4 

Rpta. 0 

13. f(x,y)~ X ~ y ,P= (-1. -2). 6* = zr/2 

Rpta. - 

9 

x + y 


14. f(x,y) = ln{x 2 + i- + 1) + e 2 *» ,P = (0, 1), * = */<> 

Rpta. ~ 

15. f{x,y)= eV + ln z,P= (0, -2. l),v=(2. 0, l) 

Rpta. - 

16. / (jc, v) — jc“ -sen( x + _y) + z*" , P ~ {!•" ^ 0» ' “( 

2 

Rpta. — 

í 







17. 



e *-+p4*.pm (2, -2, !),v = (2, 1, 2) 


fy/a —L 

.-3 


18. f (.y, y) — senh x cosh y 4- lanh z, P — (0, 0, 0) , v — (20, -4, - 5) Rpta. ~ 

En los problemas del 19 a! 23 , hallar el vector unitario u en la dirección en 
que la función f crece más rápidamente el punto P, y hallar la razón de cambio de 

f en P. 

19. f (x,y) = e 2 ’ tan x 2 , P ¡2, oj 


Rpta. u 



n 


k + 1 


1 


V/( yfir¡2. 0) 


- 2 \ .7 + 1 


20. /(x,y) = ln 




X + V 


\ 


,P = (l 2) 

Rpta. u = (3/5. 4/5), 



3 


21, / [x,y,z)~ (x + yV + (y + z) + (x + z )**,P = (2, 0,-3) 


Rpta. u - 


1 


Vio 




'( 2 . 0 . - 1 ) 


x/ 10 


22 . / ( *, y. z ) = ,v'-, P = ( e. 0, 2) 


Rpta. u ={0. I. 0), 



e. 0. 2) 


23. f(x,y,z) = (a ¿ +y ¿ +z z )ln^/ x 2 + y 2 + z 2 ,P = {\. 1,1) 

Rpta. u=-V={l. 1. 1). | V/(l, 1. 1)| = {1 + ln 3) V 3 

24. La temperatura sobre una placa metálica plana en el punto (x, y) es 

T(x,y) = 


2,2 2 
X + V + z 


a. Hallar el vector unitario u en la dirección en que la temperatura decrece ma> 
rápidamente en el punto P - ( 1, -5. 2). 

b. Hallar la razón de cambio de T en P. 


1 


Rpta. a. u= (-1, 5, -2) b 

30 ’ 


V/( 1. 1. 



*=-15 


25 


• si V/(x 0 ^ 0 i )={ 2 , -I) 


a. Hallar u, vector unitario, tal que D u f ( x 0 . ) 0 ) = 0 


































b. Hallar u, vector unitario, tal que D u f(x 0 ,y 0 ) = - 1 



v ■ v~5 

Rpta. a. u = -y (l. 2} ó u =—(-1,-2) b. u = (0, l) ó u = -(-4,-3) 

*• 2 . 5 

26. La deri\ ada direccional de z J{x, y) en el punto P 0 =(2, — 1) y en dirección 

punto P\ = i 3, -2) es 2v~2 ; y en dirección hacia el punto 


hacia 


A = (6, -1) es -2. 

a. Hallar V/(2, -I) 

b. Hallar la derivada direccional en P 0 = (2. -1) en dirección hacia el punto 


í > 3=(' 1 ’ -5)- 


Rpta. a. V/< 2. -1)= (-2, -6) b .Rpta. 6 


27. Sea \v = f tina función de tres variables y P 0 un punto de su dominio. 


Se sabe que: 


* .donde Uj = -j— (l, 3. -l) 


»• o Ui /(p 0 )=- nT ,a° n deu 1 =- n! 

2. D U; /( /> o) = T- donde u 2 = ^( _I ' Z 2 ) 

3- D U} f(P 0 ) = -¿p donde u 3 = -j=(2. 


V3 


28. 


«pto a. y/ ( P u ) = (-2. 1. 0) b. D v f(P „) = - \TÍ 

Calcular la derivada direccional de la función J (x.y.:)- xc en el punto 
(1, 1. -1) y en las direcciones de la recta tangente en el punto (1, 1, -11 a la 
curva C determinada por la intersección de las superficies 


2 X 2 + 2 v 2 - r 2 = 7, x 2 + y 2 - - 2 =3 


Rpta. 2. La otra. 


29. Calcular la derivada direccional de la función / (x.v, 
punto (-2, 0, l) y en las direcciones de la recta tangente 

curva C detenninada por la intersección de las 

(.r-l) 2 +0' + l) 2 =4, x-)’-2z = 2 Rpta. 

30. La superficie de una colina es descrita por la ecuación 


^ *% 

) = x y"z~ - xyz en el 


en el punto (-2, 0, 1) 




- 3/ v 5 . La otra, - 3/ v 5 



f\x.y) = 10" 


5x 1 2y 


. donde x, y. 7. están dados en metros. 


100 100 

El eje positivo Y señala hacia el norte y el eje positivo X, hacia el este, 
alpinista está parado en el punto ( 10 , -10, 8 . 


Un 














¡¡ d alpinista camina hacia el noroeste. ¿Está ascendiendo o descendiendo? 

u A qué razón de eambidw*^-^ ' 

l. Si el alpinista camina hacia el suroeste. ¿Está ascendiendo o descendiendo? 

¿A qué razón de cambio? 

c Si el alpinista quiere ascender siguiendo la máxima pendiente. ¿Q Ue 
’ dirección debe tomar? ¿Cuál es la razón en esta dirección? ¿Con qué ángulo 

sobre la horizontal comienza este ascenso? 

Rpta. a. sube a razón de 2,4 m. verticales por m. horizontal. 

b. sube a razón de 2,4 m. verticales por m. horizontal. 

c. En la dirección u = -—{-5, 12) a razón 2,6 m verticales por 


13 


m. horizontal, y con ángulo 0— tan (2,6) — 68,96°. 

Un rastreador de calor se encuentra en el punto (-2, 5) sobre una placa metálica 
plana cuya temperatura en el punto (x, v) es 

T ( a\ y) = 200 - .V 2 - 3y 2 , 

El rastreador se mueve continuamente en la dirección del incremento máximo 
de temperatura. 

a. Hallar las ecuaciones paramétricas de la trayectoria. 

b. Hallar la ecuación cartesiana de la trayectoria. 


31. 


- 2 ( 


Rpta. a. x~-~2e " , y - 



-6 1 


. 5 ^ 
b. y = — x 

8 


En los problemas del 32 al 36, hallar el plano tangente y la recta normal a la 
superficie en el punto P indicado. 

32. x 2 +y 2 +z 2 =6, P = (-1,-2, 3). 


x — 2 

Rpta. 2x +y 4- z ~ 6 = 0, -- = y 


=V-1=2-1 


33. x 2 +4y 2 + 2z 2 = 35, P = (2, 1, 1). 

Rpta. x + 8 y - 6z + 35=0, 

34. Ix 2 + 2 y 2 - z = 21, P = {- 2,3,5). 


-jc + 1 y + 2 z—3 


-1 


-8 


6 


Rpta . 8x - \2y + z + 47 =0, —- = z — 5 


-8 
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35. x 1/3 +y I/3 +2 1/3 =l, P - (-1, 1, 1). 


Rpta. x-y - z + 3 = 0, 


x + 1 
~ 


= >’- 1 =z- 1 


36. .v 


3 P+y 2/3 +z 2/3 = 14, P = (l, -8, 27). 


Rpta.6 .v - 3 .v + 2 z - 84 = 0. 1 = - + — = 



6 


-3 
















• I 

r^t | I,*,* 

I I f J I ! * 



1/2 ■ -Mi 


. "**(4. 1. 3). 

Rpta. x + 2 y- 4 Z 4- 6 = O 


x ~4 y -1 

^ 2 "tr 


;S. Hallar los puntos de la superficie * 2 + y 2 + z 2 
son paralelos al plano 8 a + 6 y + i q- __ 3 = q 


= ? 


donde los pianos tangentes 


Rp,a (4/5. 3/5, 1 ), (- 4 / 5 , - 3 / 5 . -i) 


39. dallar los planos tangentes a la superficie 6 a 


2 ■> 


+ 4 v + 


al plano 3x + 2v + z - 5 = 0 


- 14 que son paralelos 


Rpta 3x + 2y + z — 7 = 0. 3a + 2r 


>■ + 2 + 7 = 0 

40. Hallar los puntos de la superficie 2.v 2 + / + z 2 - JV = 7 donde los planos 
tangentes son paralelos al plano YZ. 

Rpta{ 2 . 1 , 0 ), (- 2 . - 1 , 0 ) 

41. Hallar los planos tangentes a la superficie 2.v" +3v 2 —5z = 0 que son 


X 

4 5 


perpendiculares al plano — + — = 1 y que pasan por el punto ( 4 , 0 , 2/5 ) 


Rpta 4a + 12 y -5z -14 = 0, 4 a - 12v -5z - 14 = 0. 

\ 

42, Hallar el plano tangentes a la superficie a 2 -y 1 - 4 z = 0 que es paralelo a la 


recta < 


a -y ~ 5 
x + y-z = 1 


y que pasan por el punto ( 0 . 0 , -2 ). 

Rpta 3a + v ~2z -4 = 0 


43. Hallar el plano tangentes al hiperboloide de una hoja a 2 + y 2 - r 2 = 1 que 


contiene a la recta 


x + 3 y — 3 

___ w 

-3 ~ 2 


-1 


1 


Rpta. x + 2 y —z - 2 ó x + y + z — 1. 


44. Hallar el plano tangentes a la esfera a 2 + y 2 + z“ = 8 que contiene a la recta 


L- (4. 0,0)+ /(—1, I, 1) 


Rpta. x+y = 4. 



45. Hallar el plano tangentes al paraboloide 2x“ + v 2 -16- — 0 que es 

a la recta tangente en el punto (2, 2, 1) a la curva formada por la intersección 

tte la superficie a 2 +>> 2 + z = 9 con el plano y 


= 2 . 


Rpta. 2x - 8z - 1. 

^ Hallar el plano tangentes a la superficie x~ +x>-3z = 0 que 

planos x+y- z =\, x-2y-2z = 3. 

Rpta. y + 3z = 1. 











Cap. 3 Derivadas Parcial 


47. Probar que la ce 


;uación del plano tangente al elipsoide ■ 1 2 P |2 m 


2 2 2 
X V z 

_ + ^— + — 


a 


h 


1 en el 


Vn y 2 n z 


punto (4. y 0 . z 0 ) P uede escribirse en la forma — 

K $ 


x o x , SOS , -o 

_l-1-■ 


b 2 


c 


= 1 


48. Probar que la ecuación del plano tangente al hiperboide 2 

Ü 


2 2 

x +: >L 


b 


—r = l ene! 


c 


punto (.v 0 . y 0 , z 0 ) puede escribirse en la forma -j- + 


x a x y 0 y z 0 z 


b 


c 


1 


= 1 . 


49. Probar que la ecuación de la recta tangente a la cónica Ax +Bxy + Cz =Den 

el punto (,v 0 . >' 0 1 puede escribirse en la forma 

( Ax fí )x + ~B{y 0 x + x 0 y) + (Cz 0 )z = D 

50. Probar que todos los planos tangentes al cono z 2 - a 1 x" + h“z pasan por el 
origen (0, 0, 0). 

51 Probar Que la suma de los cuadrados de las intersecciones con los ejes de 

jj * n 2/3 1/3 2 3 2/3 _ 2/3 

cualquier plano tangente a la superficie jt “ + v" * + - ' ‘ - Y “ - a es 

constante igual a a. 

52. Probar que las superficies x 2 + y 2 + z 2 = 3 y xyz = 1 son tangentes en el|$0toj 
P = {\, 1, 1). Esto es, ambas superficies tienen el mismo plano tangente en ei 
punto P- (1, 1, 1)* 

53. Hallar el valor de a para el cual las dos esferas siguientes son ortogonales: 

(x-\f +y 2 +z 2 =1, x 2 +(y-af +z 2 = 4 Rpta. a=± 2 

54. Hallar el conjunto de puntos (lugar geométrico) formado por todos los puntos» 
¿ a h , c) para los cuales las esferas siguientes son ortogonales 


2 + v 2 + z 2 =2, [x-aY +(y-by +(z-c 1 =2 


2 . ,2 =4 


Rptci. Los puntos de ¡a esfera x~ + y + z 

2 2 2 
X V z 

55. Hallar los puntos del elipsoide —+ -Hr+—= 1, en donde el vector no 


rmal 


« 2 b 2 c 2 


fonna ángulos iguales con los ejes coordinados- 


Rpta P\ = 


1 


ía 2 


+ /r + c 



2 . c 2 |, A = 


fa 


O \ 


+ D + C“ 


Sugerencia. Analizar el problema resuelto 7. 























En esta sección extenderemos las nociones de optimización de funciones de una 
variable a funciones de dos o mas variables. 


DEFINICION. 


REMOS ABSOLUTOS 

“ ~ J (-'..i) una función de dos variables definida en una 
región D de K“ que contiene a los puntos ( a.b). 


1. La función f tiene un máximo global o máximo absoluto 
sobre D en el punto (a t b) si 

f(x,y), V (x,y)eD 

En este caso, f[a,b) es el máximo absoluto de / 

2. La función / tiene un mínimo global o mínimo absoluto 
sobre D en el punto (ajt) si 

/ (a, b ) < /(.y, y), V (.y, y) eD 

En este caso, f{a,b) es el mínimo absoluto de / 

3. La función f tiene un extremo absoluto sobre D en el punto 

(í/, b) si f(a,b) es un máximo absoluto ó un mínimo absoluto. 


¿En qué casos tenernos la seguridad que una función tiene máximo absoluto o 
mínimo absoluto en una región DI Para el caso de ¡ n es de una variable 
contamos con el teorema del valor extremo, que dice que toda función continua en 
un intervalo cerrado tiene máximo y mínimo. El siguiente teoiema generaliza este 
resultado a funciones varias variables y cuya cuya demostración corresponde cursos 

más avanzados. 



Conjunto acotado. 

Un conjunto D de R n es acotada si existe una bola, cerrada o 
abierta, B que contiene a D. Esto es, D<Z.B. 


TEREMA 3.171 Teorema del valor extremo o teorema de Weicrstrass. 




Si D es un conjunto cerrado y acotado de K n 
w j una Junción continua en D¡ entonces 

/ Lm ** l 2 »./ 





1 . 


Existe por lo menos un punto (o,,o..«Jen D tal que 

f(a { .ai . a„) es el máximo absoluto de / sobre D. 






















e por lo menos un punto íh ]) b 2 ^ ■ ..h n ) en D 
f(h\Jy 2 . b r¡ ) es eí mínimo absoluto de / sobre D. 




¿SABIAS QUE ... 

KARL WEIERSTRASS (1.815-1.897), conocido como el padre 
del análisis moderno , nació en Oftenfelde, Bavaria, Alemania. Fue 
uno de los fundadores de la moderna teoría de funciones. Se dio la 
gran tarea de aritmetizar el análisis; es decir , desarrollar el análisis 
basándose en el sistema de los números reales. Hizo importantes 
contribuciones a la teoría de series, funciones periódicas, cálculo de 
variaciones, etc. 




EXTREMOS LOCALES Y PUNTOS CRITICOS 


Supongamos que el gráfico de una función de dos variables z = / (x, y ) describe 

la superficie de una cordillera, constituida por varias colinas y varios valles. Si 
tomamos una colina cualquiera, aunque no sea la más elevada, la altura de su cima, 
comparada con la altura de los puntos cercanos a ella, es máxima. Aquí estamos en 
presencia de un máximo local. Similarmente, la profundidad de cualquier valle es un 
mínimo local. Estas ideas las precisamos en la siguiente definición. 


Sea z = / (x, yj una función de dos variables definida en 
región D de R que contiene al punto (a y b). 


una 


1. La función / tiene un máximo local o máximo relativo en 
( a,b ) si existe una bola abierta B centrada en (¿ 7 ./?) tal que 

f{a,b)> f(x,y), V (x,y)sB 

En este caso, /(a,b) es el máximo local de/ 

2. La función j tiene un mínimo local o mínimo relativo en 
(a,b) si existe una bola abierta B centrada en \ a,b) tal que 

f(a,b)< f(x,y), V (x,y)eB 

En este caso, f(a,b) es un mínimo local de/ 

3. La función / tiene un extremo local en ( a,b) si f(a,b) es 

un máximo local 6 un mínimo local. Observar que el 
í í t a 'b) es un punto interno de D. 


DEFINICION. Punto Crítico 


Sea (a,b) un punto del dominio de z= f(x, v). ( a.b) es UI 
punto crítico de/ si se cumple una de las siguientes condiciones- 
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n REMA 3.18 


Demostración 


1- f x \a,b) =*0 y f y (a,b) = 0 

2. No existe f x {a,b) o no existe f v ( a ,b). 

, 7 ( ^>tai. í ■ 

entonces (a, 6) es un punto crítico. 


en una 


Sea la función de una variable *»-/(**,. Como /(,.,) estádeflnida 
bola abierta de centro en ( a , b), g(.v) está definida en intervalo abierto que contiene 

alpunto a. Como f(x,y) tiene un extremo local en (a, h) , entonces g (x) tiene un 

extremo local en a. Por el teorema de Fermat (teorema so a. 

Calculo Diferencial), a es un punto crítico de g. Esto es, g'(ct)= 0 ó g'(a) no 

existe. Pero, g\á) =f x («,*). Luego, f x ( a ,b) = 0 ó f x ( a ,b) no existe. 

Similarmente, tomando h(y) = /(a, v)se obtiene que h'{b)=f x {a,b) - 0 ó 

no existe. En consecuencia, ( ’a, 6) es un punto crítico de /. 


EJEMPLO 1. 


Hallar los puntos críticos y los extremos de cada una de las 
siguientes funciones. 


I. / ( x , y ) = 1 + x 2 + y 2 


2. g{x,y)=\-x 2 



3. h(x,y) = y¡ x 2 +y 2 

Solución 

L /(*,;>) = 1 + * 2 + v 2 

Puntos críticos: 

f{ x< >y)~ 1 + x 2 + y 2 es diferenciable en todo R“ . 

fx ( A '0 ; i = 2x — 0 y f y (x,y) = 2 y - 0 => x = 0, y = 0 
Luego, (0,0) es un punto crítico de f y es el único. 

Extremos: 



O 

e nemos que y (0,0) — 1 y / Ijc, y) — 1 + + y~- 1» V (.v, v) gM . 

^ Ue go, /(0,0) = 1 es un mínimo absoluto en de / en R . 

La gráfica de /(*, y )« I + v 2 + .y 2 es un paraboloide circular que se abre hacia 

arr ‘ba. El gráfico nos corrobora que /(0,0) - 1 es mínimo absoluto y que / no 
e ue máximos locales ni máximo absoluto. 























Puntos críticos: 

g( \\ v) * 1 - a- 2 - v 2 es difercnciable en todo R" . 

g x (.v, y) = -2x = 0 , g y (x,y) = -2y = 0 => .r = 0 . y 
Luego, (0. 0) es un punto crítico de g, y es el único. 


Extremos: 

g(0,0) = 1 y g(*,y) = 1 -.í 2 -y 2 <l,V(.Y,y)eK : . 

1 

Luego, g(0,G) - 1 es un máximo absoluto en en . 


1 


= 0 



La gráfica de g(.v,y) =1 - a 2 - y 2 es un paraboloide circular que se abre hacia 

abajo. Esta gráfica nos corrobora que g(0,0) = 1 es máximo absoluto y que g 
no tiene mínimos locales ni mínimo absoluto. 


3. /i(a*,j>)= y] x 2 + y 2 

Puntos críticos: 

h(x, v)= yj x 2 + y 2 es difercnciable R 2 -{(0,0)}. 

En (0, 0) h no tiene derivadas parciales. 

Luego, (0, 0) es un punto crítico de h, y es el único. 

Extremos: 

/?(0,0) = 0 y h (jc, y ) = yj a* 2 + .v 2 > 0, V (x, y) e R 2 . 

Luego, h (0,0) = 0 es un mínimo absoluto en R“. 

La gráfica de hix,y)= yj x 2 + y 2 es un cono circular con vértice en el origen 

y que se abre hacia arriba. Esta gráfica nos corrobora que /i(0,0) = 0 es 
mínimo absoluto y que h no tiene máximos locales ni máximo absoluto. 



DEFINICION. 


Punto Silla 


Una función diferenciable z = f (x, v) tiene un punto silla* 

un punto silla de montar o un punto de ensilladura, en un punto 
crítico (a, h) si existen puntos (x, y) en el dominio de / 

que j (x,y)> J (a y b) y existen puntos (.v, v) en dominio de,/ 

ales que f{ x >y) < f{ci>b) . En este caso, el pu^ 0 

(a, b , / (y/,/)))de la superficie z = /(.v, v) es un punto silla- 




















¡V1PL02J Hallar y analizar los puntos críticos de la 


/(*,y)= .v 2 - y 2 


función 


Solución 

f(x,y)= x 2 - y 2 


es difercnciable en todo R 2 


fx( x -y) -2.v = 0 y fy(x,y) = -2y =0=> 
x = 0 y y = o 

Luego, (0,0) es un punto crítico de f y cs el único 

Veamos que/ tiene un punto silla en (0. 0) 

Tenemos que / (0,0) = 0. 

Lospuntos (.v, 0) conx*0 son tales que /(/.())= .v 2 >0 = /(0,0) 

Los puntos (0, y) con y * 0 son tales que /(0. y) = - v 2 < q =/(o,0) 

Luego, la función f (.v,y)=.v 2 - y tiene un punto silla en (0,0). El punto silla es 

( 0 , 0 ,/( 0 , 0 )) = ( 0 , 0 , 0 ) 



OBSERVACION. 


El ejemplo anterior nos demuestra que la proposición recíproca 
al teorema anterior es falsa. Es decir, existen funciones que 
tienen puntos críticos en los cuales la función no tiene un 
extremo local. 



DETERMINACION DE EXTREMOS RELATIVOS 

El siguiente teorema nos da criterios que nos permiten determinar cuando un 
crítico da lugar a un máximo local, a un mínimo local o un punto de ensilladura. 

JEREIVi a .vi 9 ^ Criterio de las segundas derivadas parciales 

Sea z = f(x, y) de clase Ó 2 ^ en un disco abierto con centro en un 

punto crítico (a,b), y sea 

A = A (a, b) = /„ (a,b)fyy (a,b)-( ( a,h ))' 

a - Si A(í 7 . b) > 0 y f xx ( a.b ) > 0, entonces / tiene un mínimo local en(o,ó) . 

b - Si A (a, b)> 0 y / v , ( a,b) < 0, entonces / tiene un máximo local en(r/,ó). 

c - Si Air/, b) < 0, entonces / tiene un punto silla en (a,b). 

«*• Si A(a, b) = 0, no se tiene ninguna conclusión. Puede suceder que / en el 
Punto (a,ó) tenga un mínimo local, un máximo local o un punto s 





















Demostración 


Ver c! problema resuelto 12. 



EL HESSIANO 

* I jr< jr-ji 

Si / (.v, y) es de clase C ~ , se llama matriz Hessiana de/ a la matriz 


Hf(x,j) 


f xx í ■*» y ) f x\' (** y ) 

m 

f ’yx ) fyy í *3 ) 


El término A = A (a, h) introducido en el teorema anterior, es el determinante 
de la matriz hessiana de f evaluada en el punto crítico (a.b ). En efecto: 


det I It' ( a,h i det 


J xx ( ^) fxy (b ) 

f vx (aj>i fyy{a,b) 


= fxx i a ' h ) fyy ( í¡ - h )-{ fxy (<*r b ) f ** A( Q> b) 


A A(a, h) - det Hf (a,6)se le llama el hessiano de /en el punto (a.h). 


¿SABIAS QUE ... 

LUDWÍG OTTO HESS , matemático alemán (1.811-1.874} 
Nació en Konigsberg, En aquella época esta ciudad 
pertenecía a Alemania. En i.945, ai final de la Segunda 
Guerra Mundial, Konigsberg pasó a formar parte del 
territorio ruso . con el nombre de Kalmgrado. 

' K*ss estudio en ¡a Ladversidad de Konigsbetg,, donde tuvo 

como profesores a C. G. Jacobi y al astrónomo F. Bessel. En 

el siglo XIX, introdujo el estudio de la matriz que ahora lleva 

su nombre. 


EJEMPLO 3.1 Hallar los extremos locales de la funci 


ion 


./(•*<* y) — x* + v 3 - 3ary, a > 0 




Puntos críticos: 

fx fe V) * 3 jt 2 - 3 ay = 31 v 2 






Reemplazando este valor de v 


en (2 ). 


' >e (1} obtenemos 


a 
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Derivadas Pardales 


V 


ü 


= QX 


*(**-«*)« 


o 


c = 0 ó x = fl . 


Ahora, teniendo en cuenta (I): 

s ¡ .v = 0. entonces y = 0 y si , v = entonces v = „ 

m' 4 

Luego, tenemos dos puntos críticos: ((). o) y ( a a \ 

Análisis de cada punto crítico: 

Tenemos que: (x, y) = 6.v, f yy ( Y , y ) = 6y f ^ = 

A(x,y) = fxx (**.V> fyy (x,>•) -(/ v (x..p) ) 2 = (6x)(6y)-(-3a) 2 = 36w _ 9(J 2 


El punto (0,0): A(0, 0) = 36(0 )i 0)-9o 2 = - 9« 2 <o 

Luego, j tiene un punto silla en (0, 0J y el punto silla es 

(0,0./(0,0))= (o, 0. 0) 

El punto (a, a): A(a,a) = 36(a)(a)-9a 2 = 21a 1 > 0 y /„(„,*) = &, >0 

Luego, / tiene un mínimo local en (a, , el cual vale 

J( a -> a ) ~ (■? + - 3a (a)( a) = -cf* 


EJEMPLO 4. 


Hallar los extremos locales de la función 


Solución 


/(*, y) = 2a* 1 - 6a“ + 6xy 2 - 6y 2 + 1 


Puntos críticos: 

f.x (*> y) = ó.v 2 - 12v + 6 y 2 = 0 => a 2 - 2v + y 2 = 0 (1) 

/y (*» y )= 1 2x)> - 1 2y = 0 => y (a*-1) = 0 => y - 0 ó .v=l 


* y ‘ jf 

Si y = 0, reemplazando en (1). obtenemos a " - 2 a* = a(.v - 2 • = 0 => .t = tí o a* 
Luego, (0, 0) y (2, 0) son puntos críticos. 

Si a = 1 , reemplazando en {1), obtenemos y 1 = l => y ~ * ó - r 
Lue S°» (1, 1) y (l, -1) son puntos críticos. 

Ln resumen, tenemos cuatro puntos críticos: 

(o, o), (2, o), (i, i) y (l '0 

Anáfisis de cada punto crítico: 

Tenemos que: 

1XX (V, y) = 12| x — 1), / ( y, y) = 12 (V -1) * fxy ^ v ^ ' 
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híx,y)“ f x¡c ^y)fyy^~{^ X,y ^ ) t 12 ( x l )][ I2 (- v *)]-[I2yf 


= 144 




El punto (0, O): 

A(0,0) = 144[(0-l)(0-l)-0 2 J= 144 >0 y /^(O, 0) = 12(0-1) <-12 
Luego, f tiene un máximo local en (0, 0) y este es /(0, 0) = 1 


0 


El punto ( 2 , 0 ): 

A(2,0) = 144[(2-l)(0-l)-0 2 
Luego, / tiene un punto silla en (2, 0) y este es (2, 0,-7 j 


^ -144 <0 


El punto (1, l): 

A(l, 1)= 144[(1-1)(1-1)-1 2 

Luego, / tiene un punto silla en (1, 1) y este es (1, 1, — 3) 


= -144 <0 


El punto (l, -1): 


A(l,-1) = 144 




= -144 <0 


Luego, / tiene un punto silla en (1, — 1) y este es (1, -1, -3) 


EJEMPLO 5. Hallar el punto del plano x - 2y + 2z + 32 = 0 que está mas 


cercano al punto P 0 =(2, 0, 1). Determinar esta distancia fflá* 


corta. 


Solución 


Sea P = (x, y, z) un punto cualquiera del plano. 

La distancia del punto P = (x, y, z) al punto P 0 = (2, 0, l) es 

d(P,P 0 )= J (x-2f+{y-0) 2 + (z-\) 2 

P ~ (x, y, z) está en el plano, entonces x- 2y + 2 z + 32 = 0 => 2 
plazaudo este valor de z en (1 )|y simplificando: 


( 1 ) 


x 


_i<$— +>’■ 
2 




( 2 ) 


El punto del plano que está más cercano al punto P Q — i 2, 0 , l) es e ' P UIlt 

(Estancia d{P,P o } Ls > anima. Por lo tanto debemos hallar el mínimo de ( 
minimizar (2) equivale minimizar su cuadrado: 


cuy 

peu 
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(d(P,P 0 jf= f(x,y) = (x~2) 2 + y 2 +(-n-x/2 + y ? 

Hallemos el punto donde f(x,y) es mínimo (absoluto), 
puntos críticos: 


(3) 


fx( x *y) 2) + 2( 17- x/2 + y )(-1/2) = -x-v + 13 

2 

f y (*, y) = 2y + 2 (-17 - x/2 + y ) = -y + 4 y -34 


/v(v,.v) = 0 

fv (*<>') = 0 


5 

- x - y +13 = 0 
2 

-x + 4 y -34 = 0 


x —2, y = 8 


Tenemos sólo un punto crítico: (-2, 8). 


r , * 


Analicemos este punto critico: 

5 


fxx ^ ’ f IT } ) 4, fXV ('^1}) i? 


\ 


A(x,y)= /„ (x, .V) fyy (.V, y) -( f xy (x.y) ) = - (4)-(-l)- = 9 


/ 


Luego, f tiene un mínimo local en (-2, 8). 

Pero, geométricamente vemos que este mínimo local es un mínimo absoluto. 
Reemplazando las coordenadas del punto crítico (-2, 8) en z = -16-x/2 + y 

~2 

obtenemos z - -16 —— + 8 = -7. Luego, el punto del plano que esta mas cercano 

2 

al punto P 0 =( 2, 0, 1) es el punto P =(-2, 8, -7). 

La distancia más corta del punto P 0 —(2, 0, 1) al plano dado es 

d<P,P a )= J (-2-2 +(8-0) 2 +(-7-l) 2 = /Í44= 12 


ESTRATEGIA PARA HALLAR LOS EXTREMOS 

ABSOLUTOS 2 

Sea z = f( x ,y) una función de dos variables definida en una región D de K , 

** « cerrada y acotada. El teorema de Weierstrass nos asegura / *“"* 
m »¡mo absoluto y mínimo absoluto en el conjunto D. Para hallar estos extremo. 

s, 8uen los siguientes pasos: 


1* Hallar los puntos críticos de f que existan en el interior de D 
Paso Hallar todos los puntos de la frontera de D en los que puedan ocumr 



HP|É|S absolutos de f 

Evaluar f[x,y) en los puntos obtenidos en los pasos 
es tos valores es el máximo absoluto, y el menor es 


anteriores. El mayor 
el mínimo absoluto. 












en la región rectangular 

D = {(*,.)') / -2<x<5, 0< y <3 } 




Solución 


Pasol. Puntos críticos de / en el interior de D: 


C = (-2 3) 


fx~^ x ~y~^ ~ o 

f v = -x + 2y = Q 


( 1 ) 

( 2 ) 


De (1) y (2) obtenemos x - 4, y = 2. 



A = (- 2 , 


= (5.0) 


Luego. (4, 2) es un punto crítico de f y es el único. 


Paso2. Puntos en c%) en los que puedan ocurrir extremos absolutos de /. 

La frontera de D es la unión de los segmentos AB, AC, CD y BD 

En el segmento AB, y = 0 y 

/(*, 0) = x 2 - 6x + 1, -2 <x< 5 
Hallemos los puntos críticos de esta función (de una variable) 

f x (x, 0) = 2*-6 = 0 =>x = 3 

El punto crítico x = 3 y los extremos -2 y 5 del intervalo [~2, 5] nos dan 
los siguientes puntos del segmento AB : 

(3, 0), A = (-2, 0) y 5= (5,0) 

En el segmento AC , x = —2 y 

/(~ 2 > y) = y 2 + 2y + 17, 0 < v < 3 
Hallemos los puntos críticos de esta función (de una variable) 

f y (- 2 , y) = 2 y + 2 = 0 => y = - \ 

.... El punto crítico y 1 nos da el punto !— 2,-1), que no lo consideramos 

poique está lucia liel : : ■ ciento AC . Los extremos 0 y 3 del intervalo 
[0, 3] nos dan los puntos extremos del segmento AC 

A= (-2,0) y C= (-2, 3) 

En el segmento CE, y = 3 y 

/(*, 3)=.t 2 - 9x + 10, -2 < ,r <; 5 
Hallemos los puntos críticos de esta función (de una variable) 

3)= 2jf-9 = 0 =$ x = 9/2 















El punto crítico * = 9/2 y los extremos -2 


dan los siguientes puntos del segmento CE 


y 5 del intervalo [-2, 5 ] 


nos 


(9/2, 3), C=(-2, 3) y E 


Kn el segmento Bi , a* = 5 y 


(5, 31 


/(5, y)= v 2 - 5 y - 4, 0< v <3 


Hallemos los puntos críticos de esta función (de 

fy (“2, V = 2y-5 = 0 => 

El punto crítico v =5/2 y los extremos 0 


una variable) 
V = 5/2 


y 3 del intervalo [0, 3] nos 


dan los puntos extremos del segmento BE. 

(5,5/2) (3,0) y (5,3) 


Paso 3. 


(X, .>') 

(4.2) 

(3,0 

1 (-2, 0) 

(5,0) 

(-2, 3) 

(9/2, 3) 

(5, 5/2) 

(5,3) 

fix, y) 

-6 

-8 

17 

-4 

32 

-41/4 

-71/4 

20 


El mínimo absoluto es / (5, 5 / 2) = -71 /4. 
El máximo absoluto es / (-2, 3) = 32 


EJEMPLO 7. Una oficina de correos acepta solamente cajas rectangulares cuya 

suma del largo con el perímetro de una de las caras que determinan 
el ancho y la altura (la cara sombreada) no exceda 120 cm. Hallar 
las dimensiones de la caja de volumen máximo que satisface esta 
condición 


Solución 

Sea a, y\ z las dimensiones del largo, ancho y altura de la 

# 

caja rectangular que cumple la condición. 

El perímetro de la cara indicada es 2y + 2 z 

w 



Buscamos: 


Max i mi zar el volumen 


V = xyz 


de la caja sujeto a la condición 


x + 2v + 2z 



Despejando jr en esta ecuación y reemplazando este valor en la lórmula del 

v olumen, obtenemos 

V = (\20-2y-2z)yz 

Eos tres factores de esta función deben ser no negativos. Esto es, 























l O < z. O < 120 -2y - 2z 


0 < V, 0 < z, 0 < y + z < 60 


0 < v < 60, 0 < z < 60, 0 < y + z < 60 

- 

O* términos más precisos, buscamos maximizar ia función 1 °»«>) 


F*F(>,z) = 



2>’-2z) vz 


y+z = 60 


en la región 


D 


Uy,z / 0 < y < 60, 0<-<60, y + z<60} 



4 = Í 60 , 0 ) 


Hsta región es cerrada y acotada y, por lo tanto, la función V tiene extremos 
absolutos en esta región. Hallemos estos extremos 

Pasol. Puntos críticos de V en el interior de D: 

V v = (120- 2y -2z) z - 2yz = (\20-4y-2z¡z = 2(60-2j>-z)z = 0 

V z ~ (\2Q-2y-2z)y-2yz = (l20-2y~4z) v = 2 (60-y~2z)y =0 

Las soluciones de este sistema son los puntos: 

(0,0), (0,60), (60,0) y (20,20) 

De estos cuatro puntos, sólo (20, 20) está en el interior de D. Los otros tres 
puntos están en la frontera. Por tanto sólo tomamos el punto (20, 20). 

Paso 2. Puntos en cD en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f 

El valor de V en cada uno de los segmentos OA , OB y AB es 0: 


F(_v,z) = 0, V (i’,z) sdD 


Paso 3. Tenemos que 


v( 20,20)= 16.000 y K(y,z) = 0,si(y,z) e&D 

El máximo absoluto de V es F(20,20)= 16.000 cm 3 
En consecuencia, las dimensiones de la caja de máximo volumen son: 

Ancho: y = 20 cm. Alto: z = 20 cm. Largo: x = 120 - 2(20)—2(20) = 40 cm 



observación. 


Para funciones de una sola variable se cumple que un extre 

^ ll!m v lhl ' ;ii ¡hu absoluto. En términos más precis 

& x ) cs continua en un intervalo 1 cualquiera 

nesanamente cerrado y acotado) y si fie) es un extremo le 

es,, ’ ? ? CCS CS un extremo absoluto. Una prueba 

u a o esta en nuestro texto de Calculo Diferencial- 

9 P * var . iables > este resultado nc 
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PÉjEMP^O 8. 


l'na función que tiene un único punto crítico, en el cual tiene 
un mínimo local, pero la función no tiene mínimo absoluto. 


Sea la función /(.v. r)= A : (l + y ) 3 + 


1. Probar que (0, 0) un el único punto critico de f. 

2. Probar que /(0.0) = 0 es un mínimo local de f. 

IkF 


Solución 


3, Probar que / no tiene mínimo absoluto. 


1. (0. 0) es el único punto crítico. 



fy(.wy) = 3.y 2 (1 



fx (*».'*) = 0 




2.y(1+v) 3 =0 (1) 

i 

13.r~ (1 + v ) + 2y = 0 i, > 


x - 0 ó y = —1 



3.r 2 (l + vjf + 2 v = 0 (2) 


Reemplazando x = 0 en (2) obtenemos: 

0 + 2y = 0 => v = 0 => (0, 0) es un punto crítico 


Reemplazando y = — 1 en (2) obtenemos: 

3jr(l-l r +2(-l) = 0 -2 = G, lo cual no es posible. 

Luego, la f(x,y ) - x~ (I +y) + y ¿ nene único punto crítico, que es (0,0). 


2. M 0) = 0 es un mínimo local. 

f a {x, l) = 2(1 +yf , /„(0,0) = 2, /xy( x <y) = ^ x 0 + y) ’ — ® 


f„( z ,y\- 6 .r 2 (l + y) + 2 , fyy ( 0 , 0 )-2 


A(0,0l 


/„(0,0l/.,.(0.0j- (/ v (0,0)) 2 = (2)(2)-0 2 -4 0. 


/ a ( 0 , 0 )= 2>0 

Luego, /|0,0)=0 es un mínimo local. 


3. La función no tiene mínimo absoluto. 


Tomemos que: 

/ (1 +yf + y 2 = 



+ 4y 2 +3^ + 1 

mr 



4 

I 3— + 

y 

L / 




ss ^—O0^(l + 0 + 0+ 0) 00 


Luego, f{x t y} no tiene mínimo absoluto. 
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CUADRADOS 

ttV común en la* cene- exper.mcn.ales buscar una función v = 
JÜwímc o mejor se ajuste a un conjunto de datos 

entalmentc. tstos datos están dados por un conjunto de puntos 
, i ■,), (v„. v„ (donde las cooracnauas son x , distintas. En otros término 

b,,, amw una función y - fix) que mejor cumpla la condición: 

f (* 1 )* y <• fyi' - • • • /( x *)~ y'n 

lü función v - /f.v) es un modelo matemático de los datos. 

Las diferencias (/('i)' 'i) • ( i í x 2 ) — )2 ) ■ • ■ ■» {f(*n ) — .*» ) errores 


Hn líi presente discusión* buscamos una 
función lineal, o sea una recta, y - j(x) - mx + h 
que mejor se ajuste a los datos: 


( X\ * 3 I .)» ( v 2» 32 )'*••» ( •'//’ 3 m ) * 

(•1 criterio que seguiremos es determinar los 
valores m y h tales que minimicen la función que 
se obtiene sumando los cuadrados de los errores: 

■ i-1 

lista técnica es llamada método de los mínimos cuadrados y la recta obtenida 

m 

llama recta de regresión de mínimos cuadrados. 



TEOREMA 3.201 Recta de regresión de mínimos cuadrados. 

La recta de regresión de mínimos cuadrados para (*rp >i) 
( v 2 » )'i )»•♦•» ( x n , y n ) está dada por /(.v) = mx + h, donde 


« n n 

«Sw-faE* 


m - 


i=l 


i=l /=! 


n 


\ 


"I-Vf-Í II-v, 

*=t Ví=i 


) 


Demostración 


Ver el problema resuelto 13. 


I f n 
/>= - 

n 


n 


\ 


Z *¡ -*£& 

V 1=1 Í=1 


/ 


i 11 MPLO 9.1 I tallar la rec 



Solución 


ta de regresión de mínimos cuadrados para los pw® 1 
*)» (0 ' 2 )* 0,1), (2,3), (4,3) 
































Parciales 




4# 

^ x¡ - -1 + O + 1 +2 + 4 = 6 

i=l 

<¡ 

mi 

I-V/.V, = (- 1 )([ )+( 0 )( 2 ) + {l)(l)+( 2 )( 3 )+{ 4 )( 3 )= 18 


£->'/ = 1 + 2 + 1+3 + 3 = 10 
/=! 


i=l 


j^xf = 1+0+1 

M 


4 + 16 = 22 


n 


n n 


m = ——■ 


« ~ Y -V. Y y. 

" gr¿r _ 5 (ib)-(6)(io) 

5 ( 22 )-( 6) 2 


n f n 

- ¿-V, 

/=! V /=i 


L 5 

37 


b - — 

n 


1 ( n 


\ 


-iíio~ (6) ' 56 


V /=! í=l / 

Luego. la recta de regresión es 


A 




37 


J 


37 


15 56 , . 

y ~ — x + — o bien, 1 5 x - 37 v + 56 = 0 
' 37 37 


PROBLEMAS RESUELTOS 3.7 


PROBLEMA L | Hallar los extremos locales de la función 


Solución 

Puntos críticos: 


Ax,y)= [2 x 2 -y 2 )e x ' r 


f x {x,y)= 4xe x y + ( 2x 2 - j 


2 t ,Jt— v 

y le ■ 


= | 2 jc 2 - y 2 + 4 .v) <? 


V-V 


/>U3') = -2x í ' r - (2 a - 2 -y 2 )e x y =-(2 x 2 -y 2 + 2y)e x ? 
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Ahora, 


,/‘ t ( v._)’) = 0_ 



|2x 2 - y 2 + 4.vje v y =0 


{/,.(.v,v« = 0 _ 


1 

l 

: 2x 2 -y 2 + 2y)e x ~ y =0 

K 


2x 2 - y 2 + 4 .y = 0 

2x — y^ + 2y = 0 


Reemplazando y = 2x en 2x -y + 4x = 0 se obtiene: 


x(;t-2) = 0 =>x= 0 ó x = 2 

Si x ~ 0, entonces y- 0 y si x — 2, entonces >' = 4 
Tenemos dos puntos críticos: (0, 0) y (2, 4). 

Análisis de cada punto crítico: 

Tenemos que: 

fxx( x <>’)= ~y 2 + 8 .V + 4 (a-,;’) = ^ 2 jT ->’ 2 + 4 _v- 21 e x 

fxy (*,>)“ ( 2 .V 2 -y 2 + 4 .V + 2 y)e x ~ v 

El punto (0, 0): 

fxx (0,0) = 4, f yy (o,0) = -2, j xy (o,0) = 0 

A(°,°) = /„ (0,0) / ly (0,0) - ¡/ v ,(0,0) )'= 4(—2) — 0~ = - 8 < 0 

Luego, / tiene un punto silla en (0, 0). 

El punto Í2, 4 ): 


~v 


/ ” (2 ’4) = I2e " 2 - fyy( 2,4)= 6e~ 2 , 4 ,( 2> 4)= Se 

A (2,4)=/ xt (2,4)4,(2,4)-( /v (2,4)) 2 




- (I2e 2 j(óe 2 j-Í8<? 


-2 



8c -4 


>0 y / xt (2,4)=12e- 2 >0 


Luego, / tiene un mínimo local en (2, 4) que vale /(2,4)=-8e 


-2 


PROBLEMA 2 


Solución 


Hallar los extremos absolutos de la función 

/(*’ y) = x 2 -xy+y í ~2 X +5 

en la región D encerrada 

X = 0 y y = 0 , 


P 01 u !í ¡ángulo formado i)or ías recias 


* + v = 3. 


Pasol. Puntos críticos de 


/ en el interior de £>: 
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= Zv - y -2 = 0 
= -x + 2 y ~ 0 


2x~ y+ 2 

x - 2y 


B =( 0 , 3 ) 


4 ? 

De (1) y (2) obtenemos x = —, y~ ~ 

3 3 ’ 

Luego, (4/3, 2/3) es el único punto 
crítico y está en el interior de D. 


Paso2. Puntos en dD en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f. 

-La frontera de D está formada por la unión de los tres segmentos OA OB 
AB, mostrados en la figura. 



y 


En el segmento OA , y = 0 y f (x, 0) = x 2 - 2x + 5, 0 < x < 3 

Puntos críticos f[x, 0) = x 2 -2x+ 5 , 0<x<3: 

f x (x, O) = 2,v — 2 = 0 x = 1 


Este punto crítico de f (x, 0) y los extremos del intervalos [0, 
los puntos de la frontera 

(1, 0), 0 = (0, 0) y A =(3,0) 

En el segmento OB, x = 0 y /(0, y) =y 2 +$, 0 < v < 3 
Puntos críticos de /(0, y) = y*+ 5, 0 <y < 3: 


nos dan 



(0, y) = 2 y = 0 :=> y = 0, que está en la frontera. 

Los extremos del intervalo [0, 3] nos dan los puntos de la frontera 

0 =(0,0) y B =(0,3) 

En el segmento AB, y = 3 - x y 

g(x) — f(x, 3 —.v) = 3x~ — I lx+14, 0 <.t < 3 

'tos críticos de g(x) = f{x, 3-x)= 3x 2 -I l.v+14, 0<.v<3 

g'(-t)= 6 a--I1 = 0 =>a= 11/6, y = 3- 11/6= 7/6 
Este punto crítico de g(x) = f(x, 3-x) y los extremos del intervalos 

[0. 3] nos dan los puntos de la frontera 

(11/6, 3-11/6)= (11/6, 7/6), A =(3, 0) y fi=(0,3) 


(4/3,2/3) 

(1,0) 

(0, 0) 

(3,0) 

(0,3) 

(11/6, 7/6) 

41/9 a 4,6 

4 

t 5 

8 

14 

131/36 = 3,6 
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Mínimo absoluto: f(\ 1/6,7/6) = 


131 


36 


* 3,6 



áximo absoluto: /(O, 3) = 14. 


PROBLEMA 3. 


está calentando una píaca de metal plana que ocupa I a re ** 

^ -i o*W¡ 


D del plano XY encerrada por la elipse — 


v 


La temperatura en cualquier punto (jr, y 


+ -— = I 


) es 


T( x *y) = 2x^ -4x + 3r 2 


6y + 30 


•Solución 


Hallar el punto más caliente y el punto 
más frío de la placa, con sus respectivas 

temperaturas. 


Paso 1. Puntos críticos en el interior de O 



r v - 4x~ 4 = 4(.v-]) = o z>.v=l 


T y ~ 6v- 6 = 6( r~l) = 0 =>v= i 


Luego, en el interior de D T tienp un 

’ uene un tínico punto critico, que es (I. i) 


Paso 2. Puntos en dl> en los aue miarían « 

1 puedan ocurrir extremos absolutos de T. 


La frontera de D está constituida por la los puntos de la elipse £+£* 

__* . 3 1 


que, en ecuaciones paramétricas, está descrita por 

U=41 

J’ = 4~2 sen tí 

Buscamos los pomos todo „ ^ ^ ^ ^ 


= 1 . 


* 0 ^ Q ^ 2 jt 


(41 eos (K \Í2 


Hallemos los números críticos de eiff) ijc a „j„. , , 

p T ^ K\ i • sando la regla de la cadena: 

£4 cor oT d) 


g ( 





dx d0 d}’ d0 


Sí 


>s O) 


[ \Í3cos0~\ ) (~~ yfj 


+ 


4\íl 


UÍ2 


Ahora, 


4y3 sen O - 67~2 


6 v 2 eos 



«’ri7)=0 


4/7? sentí -6V: COS ^ =0 



















12 sen 2 <9 = 18 eos 2 # 


12 sen “0 — 18^1 — sen ^ ^ 


30 seir<9= 18 


sen 9- ± J 1 


3 


Si sen 0 = J — , reemplazando en (í) 



, eos 9 


y si 


sen 0=- J — , entonces eos 6 


Luego, g(0) tiene dos números críticos que dan lugar a los siguientes 
puntos de la frontera: 



/ 


9 , V2 sen#) = 








r 


\ 







Tenemos que considerar los puntos correspondientes a los extremos del 

intervalo 0 < 9 < 2n 


(73 eos 0, yj~2 sen 0 )= (71 ( 1 ), -Í2 (0))= | V 3, 0) 

(v 3cos 2n, V”2 sen 2/r) = (T^f 1 ), 72 (0)) = (7T, o) 


Paso 3. 



(i.i) 

(76/5, V6/5) 

(- 76 / 5 ,- 76 / 5 ) 

°) 


25 

a 25,0455 

« 46,95 

* 29,07 


P punto más caliente es (->/ 6/5,~</" 6/5) ' ' 1 

r(-/6/5,-/6/5) = 36+ 10/6/5 *46,95°. 


El punto más frío es (1, I), donde la temperatura es 









































































PROBLEMA 4^1 Hallar los extremos absolutos de la función 


/(x,y)=!n( 4 x 2 + y 2 + 4) + f ^ +x 


dt 


2 2 
X y 

en la región D encerrada por la elipse- 1 - 1 — 


1 


4 


= 1 


Solución 


Paso 1. Puntos críticos en el interior de Z>. 


fx ( y) = 


8 A 


+ 


2 a 


4a 2 + v 2 +4 a 4 +1 


2v 


2a (4a 4 + 4a 2 + y 2 + 8j 
(4 a 2 + y 2 +4) (a 4 + l) 


fy\ x >y) . 2 2 A 

4a + y“ + 4 


fxi x O’) = 0 




/,. (x,y) = o 


1 


2. t |4x 4 +4x 2 + y 2 +8 

2 v = 0 


= 0 


a = 0, y = 0 


Luego, en el interior de D, / tiene un único punto crítico, que es (0, 0 ). 

Paso 2. Puntos en dD en los que puedan ocurrir extremos absolutos de f. 

La frontera de D está constituida por la los puntos de la elipse 

y + y = i<=> 4x2 +y2 = 4 > 

que en ecuaciones paramétricas, está descrita por 

J A =COS 9 


y = 2 sen 0 


, 0 < 9 < 2 tc 


Buscamos los puntos donde la siguiente función alcance 


sus extremos: 


£(0)-/(cos#, 2sen6M= ln(4cos 2 0 + 4sen 2 0 + 4) + f 

V 1 Jo / 4 +l 


dt 



+ 


r cos e 2 1 

Jo / 4 +l 


dt , 


§<9<2z 


Hallemos los puntos críticos de g(Q) • 

° S ^ (-sen<9) = ~ ^ scn ^cos 9 - sen2 9 


gW) 


eos 9 +1 


eos 4 <9+1 


eos 9 +1 

g'(0) = O -2sen 2<9 = 0 ~>a ^ , # a*it 

^ iv- 0, 26~7t, 26>=2# =^> Q = 0, 9 =-, ^ /T 

Luego, tiene tres puntos rríti^^c . , «tnstie 

la frontera- P nt cos c l ue dan lugar a los siguientes puni° 



0 ’ 2 seno) = (1,0), (cos^/2,2 


sen ti j 2) - (0,2), (cos #, 2 sen# 

































Los puntos correspondientes a los extrem™ a i • 

tenemos. En efecto, extremos del intervalo 


O<0<2k 


Paso 3. 


(eos 0 , 2 senO)= (l, 0 ) y (cos 2 ;r, 2 sen 2 ;r) = (l, 


0 ) 


En primer lugar, hallemos una antiderivada de f J?L d , 
Sea u ~ r, entonces du^ltdt y ; +1 


-— dt — 1 



Ahora, 


t 4 +1 



ir +| 


- tan 


(it)= tan ! (/ 2 j 


/ ( 0 , 0 ) = ln (4(0 ) 2 + O 2 + 4 


)+i °- 

J oí 


21 


4 dt — ln(4) + 0 — ln (4) 
o/ +1 


/ (1.0) = ln (4(1) 2 +0 2 + 4 ) + 



2t 


o/^+l 


dt = 


lní8) + tan l (r) ' = In(8) 




1 0,2) = ln(4(0) 2 + 2 2 + 4 )+ f - 

' Jo t 


21 


4 - dt - ln(8) + 0 = !n (8) 

0 1 +1 


/(-l,0) = In(4(-l) 2 + 0 2 + 4 ) + 


-1 



2 / 


o r +1 


¿// = ln( 8)- f — 

J -1 / 4 +l 


dt 


1 / ? 


= ln (8)- tan / 


o 


n 


Luego, 


= ln 18) + 
n -1 w 4 


El mínimo absoluto es /(0,0) = In(4) 

E I máximo absoluto es /(l,0) = /(-1,0) = ln(8) + 


/T 


Se desea construir una caja rectangular sin tapa de 4 nr de 
volumen. Hallar las dimensiones de la caja que requiera el 
mínimo de material para su construcción. 

Sea: x = longitud de la caja. y — ancl o de la caja. 
z = altura de la caja. A = área de la caja. 

V= volumen de la caja. 

Es claro que la caía que requiera el mínimo de material 
es la que tenga área A mínima. 



PROBLEMA 5. 


ya los 


-t- ^ 
























Despejando z en el volumen y sustituyendo en la fórmula de A obtenemos: 


8 8 

A = xy 4 —+ — 

v* x 


(«) 


donde 0 < x < oo, 0 < y < 00 , 


Debemos hallar el punto (x, y) donde el área A dada en 


la fórmula (1) alcance su mínimo absoluto en la región 



R ~ (0, oo )x(0, oo). 


Hallemos los puntos críticos: 

8 



--> 


x 


4 v = x 


8 




r =° 


x 2 y = 8 

L-) 2 2 


^ 5 


=> x y = xy 

r =° 


xy - 8 

(3) 

esta igualdad en (2): 

x 3 =8 => x = y = 2 



x = v 


Luego, (2, 2) es un punto critico de A y es ei único. 


Analicemos este punto crítico: 


16 


J 4yY 5 ^ 11 ,' 


16 


xv 3 5 ~yy 3 ’ M *xy 


5 ^xv ^ ’ A(x , y) 


/ 


X 


y 


16 


\ 


/ 


V x 3 J 


16 


\ 


\y 


f 3 2 


/ 


1 

V J 


256 


x 3 V 3 


- 1 


256 


¡6 


A(2,2)=^^-l = 3>0, A vx (2,2)= ~-=2 >0 


2 J x2 


Luego, 


A(2, 2) = 2(2) + -+ - 

2 2 


= 12 


es un mínimo i ocal. 


Nuestra tarea todavía no ha concluido, porque sólo hemos hallado un mínimo local 
y no sabemos si éste es el mínimo absoluto. Para verificar esto último, tropezamos 

con una dificultad. La región R = (0, oo)x(0, °°) no es acotada y, por tanto, no 

podemos aplicai la táctica detallada anteriormente para hallar los extremos absolutos* 
Tenemos que recurrir a otros argumentos. Uno de ellos es el siguiente: La variable 


varía en el intervalo abierto (0, oo) . Si a x lo acercamos a 0, el término 8/x de la 
fórmula de A crece en tal forma que se hace mayor que A(2 2) = 12 Por otro 

SI a y ln —r* • . . ... 1 


si a x lo tomamos suficientemente grande, el término xy de la fórmula de A crece en 

TíH iorma aue se har** a/** * ■ . . . . • .« la 



de material para 



y 


v 




XV 
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Para quienes el argumento anterior, que muestra 
que el mínimo local A(2, 2) = 12 es el mínimo 
absoluto, no es tan convincente, presentamos esta 

otra demostración. 

Ei término xy de fórmula de A nos sugiere 
tomar la hipérbola xy = 16 y con ella construir la 
siguiente región cen ada y acotada: 

D ~ { ( x * y)/ 1/2 < x y 1/2 < y y xy < 16 ¡ 


C = (1/2.32) 


/ 


( 1 / 2 , 1 / 2 ) 


El punto crítico (2. 2) está en eí interior de O y 


o 



(32. 1/2) = B 


A(2. 2) = 12 


8 8 


Analicemos el valor de A = xy + — + - en la frontera de D 

y x 


En el segmento AB , y = — y A ~ 


j. y Q 

En el segmento AC, x= — y A = — + — + 

2 y 


1 

2 

1 

i 


x 8 

2 + T/2 


+ 1 = 


X 


1/2 


x , _ 8 

- + 16 + - >12 

2 x 

y 8 

= +-+ 16 > 12 

2 v 


En el segmento BC , xy = ] 6 


, 8 8 8 8 

y A = xv + — + — = 1 ó + — + — > 12 

y x y x 


Luego, el mínimo absoluto ácA en D es A(2, 2) =12 

8 8 

Analicemos el valor de A = xv + — + — fuera de £>, o sea en su complemento: 

V x 

pT 

ÍD = |(x, y)/ 1/2 > x, 1/2 > y ó xy >16 ¡ 

c- 1 , 8 8 8 8 8 

Si x < —, entonces A = xy + — + — > xy + — + — - xy + — + 16 > 12 

2 y x ‘ y 1/2 ' y 

c- 1 , 8 8 8 , 8 _ ^ 8 

Si v < —, entonces A =* xy + — + — > xy + — + — xy + 16 4- — >12 

2 * y x 1 / 2 x ’ x 

r* 8 8 ,, 8 8 , . 

Si xv> 16, entonces A = xy+ — + — > 16 t — + — >12 

y x y -v 

En consecuencia, el mínimo absoluto de A en R es A (2, 2) =12. 


PROBLEMA 6.1 Probar que entre todas las cajas rectangulares (paralelepípedos) 

cuya diagonal mayor mida d y la que tiene volumen máximo es 
un cubo. Hallar este volumen máximo. 



>can x el ancho, y el largo, z la altura de la caja, 





























Tenemos que: 



le que 0 < a < 


Sea pe\ ángulo formado por la diagonal b 


lado x. Se cumple que 0 < p < 


b~ d eos a ; x = b eos p = d eos a eos P , 


y = b sen 


y - b sen p~ d eos a sen p , z = d sen a 


Si V es el volumen de caja, entonces 


V=xyz = (d eos a eos P ) (d eos a sen p ) (d sen a ) = ¿r eos 2 a sen a sen p eos p 


Ahora, hallamos el máximo absoluto de 


T J| M 

V= d ' cos“ a sen a sen p eos p en D=Ua,P)/ 0 < a < n 2, 0 < p<n 2} 


Paso 1. Puntos críticos en el interior de D. 


y a = cos « sen 2 a sen P eos P + d 3 eos 3 a sen eos /? 


- cos a sen /? cos pulsen 2 a + eos 2 a 


— d 2 cos a sen p cos /?(l-3sen 2 # j 


Vp =d eos a sen a cos z p- d eos" a sen a sen 2 p 


= d } eos 2 a sen a (eos 2 /?-sen 2 /?) 


.3 2 

d cos" a sen a eos 2 p 


V a = 0 


a cos a sen/? cos/?íl-3sen 2 aj = 0 


eos a= 0, sen/? = 0, cos/?=0 ó sen 2 a = - = 0 

3 


n n . -( 1 x 


a ~ 2 * /? - ~ ° a ~ sin 


-i | _1 

/3 




/ 


y ft — o 


« eos" a sen a cos 2p ~Q 



- 0, sen a = 0 ó cos2/? = 0 





««0 ó 2/?= 


7T 


2 


/T 




flr«0 ó p 


n 



sólo está el punto crítico j sin 


4 


-i 



c 

4 














, w „„... e» »u» ,« P « dan *** „, rmos ^ d( * 

Es fácil ver que en la frontera de D se tiene q Ue y =Q 


paso 3 


V sin 


-i 


( 1 // 3 ), 



3 2 f . 


■“ d eos 


sin 



sen 


n n n 
~ sen- cos- 

¿4a 


c/ 3 

'2 N 

1 ) 

r £í) 

(£ 2 ] 


k3; 

l/lj 

2 

\ J 

, 2 

\ / 


d 


3 


= VL> 

y 3 9 d 


Luego, 


Ahora,para [a, p) = (sin 


el máximo 

es Fi 

ísin '(i/VI) 


zz/4 j 

tenemos que: 

l~2 -J~2 _ 

d 


V 3 2 

vi 


Í 2 JI 


z = d sen a 

V 3 2 

VI’ 


7Z 


■/4) = 




9 


d 


3 


1 


d 


/I 


v 3 


Como las tres dimensiones de la caja son iguales, la caja es un cubo de arista 


d 




y 



v= 








j 


9 


d 



PROBLEMA 


Sean las rectas 




x - 1 v - 3 z - 3 


L, 


v 


4 z-1 


_? 


1 


4 1 5 

a. Hallar el punto P¡ de L ¡ y el punto P: de L 2 tales que 

d(P \ y la distancia de P\ a P 2 > sea mínima. 

b. Hallar d(P\ 9 P 2 ). 


Solución 

3S ecuac iones paramétricas de las rectas L\ y £2 son: 


L 


1 • i 


i-3 d 


k 


— i + 4/ 

y =3+/, 
* = 3 + 5/ 


Lo: ^ 


JC = -2.9 

y = —4 + 3¿' 

z = 1 + s 


lStanc ia de un punto P de L\ a un punto Q de L 2 está dada por 


4 ■ ^1 ~ PPd-2s + \) 2 +(/-3.v + 7) 2 +(5/-s + 2) 


(D 








































Debemos minimizar esta función. Pero esto equivale a minimizar su cuadn*. 

/•(,,,)( 4 / + 2í+ 1) 2 +(/-3s + 7) +(5r-j + 2 ) 2 


y f (, <í )=8(4/+2s + l) + 2(/-3s + 7 |+ 10( 5í - í + 2 )- 84, + 42 -0=i. 

^^)= 4 ( 4 / + 2 s + l)-6(/-3s + 7)-2(5f-s + 2) = 28s-42 = 0=> s =l 
Luego, (-1/2. 3/2) es un punto crítico de f , y es el único. La geometría del 

problema nos dice que /(-1/2, 3/2) es el mínimo absoluto de/ 

Reemplazando / =-1/2 y 5 =3/2 en las ecuaciones paramétricas de L x y k 
obtenemos los puntos P\ a P 2 buscados: 

p, = (l + 4(-l/2), 3+ (-1/2), 3 + 5(-l/2) ) = (-1, 5/2, 1/2 j 


P 2 = (-2(3/2), -4 + 3(3. 2), l + (3/2) ) - ( 3, 1/2, 5/2) 
b. d(P\,P2)-'\¡ (-1 + 3) 2 +(5/2-l/2) 2 +(l/2-5/2) 2 ~y¡ 2 2 +2 2 + (-2) 2 = 2/3 


PROBLEMA 8. 


Solución 


Probar que de todos los triángulos inscritos en una 
circunferencia, el que tiene área máxima es equilátero, Si e! 
radio de la circunferencia es r, hallar esta área máxima. 


En primer lugar, hallamos la función que nos proporciona el área de un triángulo 
inscrito en una circunferencia de radio r. 


Sean a, ¡3 y y los ángulos que forman los vértices 
ccn el centro de la circunferencia. Se cumple que: 

a + /3+ y=2n (1) 

Si alguno de los tres ángulos es mayor que tc , el 
triángulo está contenido en la mitad del círculo. En este 

caso ! ! () que el a rea de este triángulo no es la 

máxima. Luego, podemos suponemos que 


0 < a <rt y 0 < /?<;r, 0 <y<jt 


( 2 ) 


, ^ úrea del triángulo inscrito es igual a la suma de las 

areas e os triángulos T u T 2 y T$ indicados en la 
figura. 


rilárea del triángulo T { es 


3 tbase)(altura)= !(,.)(,. sen ( jr _ c ,)) = 

En forma análoga se obtiene que las área- 
triángulos r 2 y f 3 son 1 ld!> area ‘ 


sen a 


los 
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r 2 

A 2 = —sen p 


y 


r 


Ai -sen A 

L 2 

Luego, si A es área del triángulo inscrito, tenemos 


A -A, +A 2 +Ai,~(sena + sen p + sen y) 


(3) 


De (1) obtenemos que y = 2 n - a - [) y 

seny = sen(2 n-a-p) = sen (-«-/?) = -sen(« + /?) 

lo cual reemplazado en (3), nos da la función buscada- 

2 


A ~ A (&*p) ~ — [sen a + sen p - sen ( a + p ¡ 


2 L ^ ;J , 
Ahora, buscamos el máximo de esta función en la región 


C~(m /r) 


D = {{a,p)l 0<a<n,Q<p<A. 


Puntos críticos en el interior de D. 


A a [eos a-cos: # + /?)], Ap- —[eos /?-cos(« + ^) J 



A a ~ 0 => eos a = eos ( a + p ) (4) 


Ap~ 0 =>cos p - cos{a^p) (5) 


De (4) y (5) obtenemos: eos a - eos p => a = p 


Reemplazando a = p en (4): 


i \ ^ ^ 

eos a - eos (2a) => eos a - 2cos“ a - 1 => 2 eos" a-eos a- 1=0 


I ±J 1+4(2) 
eos a =---- 


1 


2/r 


eos a - — ó eos a - 1 => a - — 

2 3 


ó a = 0 


2;r 


Tomamos a - *— y obtenemos el punto crítico (2ji/ 3, 2xc 3). Desechamos a =0, 


3 


porque esta solución nos el punto (0, 0), que está en la frontera de D. 


Puntos en dD en los que puedan ocurrir extremos absolutos de A. 

2 


En 0A , p- 0 y A(a,0) = — [sen a -sen a] 


2 


En OS, a = 0 y A(0,P) = — [sen /?-sen p] 


_ É “ _ n 

En BC , p~ n y A(cz,&)-- —[sen cc —sen (<z + ¿r)J— f sen ct 

2 


At («,tt ) = r 2 cos a — 0 


7t 


a = — i ¿r/2, /r)es punto crítico. 
2 


k" AC, a = x y A(/r,P)=— [sen P+^ei)fi]='-sen p 





























Tenemos que: 


A(2 #/3,2/r/3)=—^-7, A(a, 0) 0, A(/3, 0) 0, 


373 2 


4 


r y lo toma en el punto 


A(ftf2 i ft) = r 2 , yí(/r,^r) = 0 

El máximo de la función es A\2/r/3,2/r/3) - 
a = 2tt/2> , p = 2;r/3 . 

Además, estos valores, reemplazados en (1) nos dan y = 2 k¡2> . O sea. 

a - 2zr/3, /? = 2/r/3 , y = 2;r/3, 

3V3 

Luego, el triángulo inscrito es equilátero y su área es A = - -r“ 

4 


PROBLEMA 9. 


Solución 


A una lámina de metal de ancho L se la va a doblar para formar 
un canal de agua. Un corte transversal del canal es el trapecio 
isósceles que se indica en la figura. Hallar los valores de .r y & 
que permiten pasar el máximo volumen de agua por el canal. 
Esto sucederá si el área del trapecio es máxima. 


El área del trapecio es igual al área del rectángulo 
central más de los dos triángulos rectángulos de los 
costados. Esto es, 



-v eos 6 



L ~2x 


L 


Es claro que 0 < x < — y 0<<?< 

2 ~ 2 ’ 

Luego, debemos maximizar 

A (¿ A -2jr Jsen 6 + x 2 sen 0 eos 0 


B =(0, ir/2) 


C =( L/2, 


en la regió 


d = {(x,0)/O:¿x¿L/2,OZ0<x/2}' 



A = (VI ,«) X 



















s c rfticos en el interior de D, 

ix = (L- 4-v)sen 6 + 2x sen G eos 0 = (l-4* + 2* eos *) 


¿_4x+2x eos 0 = 0 


eos 0 


4x-¿ 


2x 


,¡ {} = (¿x- 2 x 2 )cos 0 + x 2 (cos 2 0-sen 2 0j = o 

|Lx-2x 2 )cos 6 + .y" ! 2cos 2 <9 — 1 


Reemplazando (1) en ( .2): 

. ?\4 x-L , 2 

Lx-2x -+ xr 

J 2x 


í 


2 


4 x-L') 2 


\ 






2.v 


-1 


j 


y 


sen 0 - o 


O) 


( 2 ) 


- 0 => x (x - L / 3) = 


, , L „ 4(¿/3)-L 1 

Reemplazando x= — en (1): eos 9- —---= — 

3 2(L/3) 2 


9 


K 

y 


X = 


r \ 


Hemos obtenido el punto crítico 


v 


L n 

y* y 


/ 


Puntos en dD en los que puedan ocurrir extremos absolutos de A 


En QA , 9~ 0 y sen 0 = 0 


A = 0 


En OZ? , x = 0 
En SC, 8 = 


A = 0 


n 

2 


A = Lx - 2x 


,4.. = L - 4x = 0 




X 


L 

4 


Aquí hemos obtenido el punto 






L n 
4’ 2 


\ 


y 


En ¿C, x = 


L 

2 


A 


L 


4 


sen G eos 9 Aq - 


L 

4 


2cos "O -1 = 



eos 9 


yy 


2 


<9 = 


;r 

4 


1 • ■ 1 ios obtenido el punto 

Ahora, 


/ 




L n_ 
2’ 4 


\ 


/ 


A U/y 


n 


A(L/4,x/2)= l -L 2 

i » 


\ 1 i- 

A(L/2, jt/4)= 


Ve ' nos que el á 


yfí 7 

área máximo es - L~ y os 

12 



L 

x = — y 

3 


6= 


K 

y 




rn 
















































X 


+ 


b 2 


+ 


-I 


a~ o c 
Hallar el valor del volumen 
máximo. 


Solución 


Sea P = (.v,y, z) el vértice de la caja que está en el 

primer octante. Las longitudes de los lados de la caja 
son 2_\-, 2y, 2 z, y el volumen es 


x 




Hallar las dimensiones de la caja rectangular íparalelepí pe< j 0í 
de volumen máximo que puede inscribir en el elipsoide ° 







V = 8 xyz (1) 

Si x = O, y = 0 ó z = 0, tenemos una caja (un rectángulo) de volumen V~ 0. En 
este caso, este volumen sería el mínimo, él cual no estamos buscando. Por tanto, 
vamos suponer que x > 0, y > 0 y 2 > 0. 


Podríamos despejar z en la ecuación del elipsoide y reemplazarla en (1). De este 
modo el volumen resultaría una función dos variables, x e y. Sin embargo, no 
procederemos así. Bastaré con aceptar que es z es función implícita de x e y. 


Tenemos que: 

Qt 

V = 8yz + 8xy— = 8 v 

' r?r 

VA 


d z ) 


í dz) 

Z + X 

(2), V - 8 xz + 8xv—= 8 jc 

z + v— 

ex ) 

} ' dy 1 

l ' ¿y) 


(3) 


Por otro lado, derivando el elipsoide respecto a x y y, tenemos: 









dy 





2 y 2 z dz 




c 


Reemplazando estas derivadas en (2) y en (3): 


/ 


K =8y 


z - 


2 2 N 
c x z 


Ahora, 




2 a 2 


( 


v v = 


/ 


z - 


2 2 A 

e y 




- /> 2 


/ 


K r = 0 y V =0=>y 


/ 


2 2 N 
c x 




z a 


/ 


0 y 




2 2 ^ 

y z 




ó 


= 0 


z — 


2 2 
c x 




Z y-,2 

^ a 


— 0 y z ~ 


Reemplazando estas igualdades 


= z — T 


o c 

en la ecuación del 


b 2 
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+ i T + 2 

2 /r <■ 


3^=1 


a = 




a 


n 


h 


Similannente, y = ^ 


C 

Tí 


es difícil ver que en el punto critico (a/J~í, b/yfl Jn \ 

t , T r *' i * C /V 3, j corresponde a 

^\im 1 volumen de la función volumen, Lueiío I k ■ 

iin n iaxim h 8 °’ 13S dlmens iones de la caja de 


a 


volumen máximo son a* , y y z 


r ^ y V(, lumen máximo es 


K= 8 


a 


c 


__ 8 abe 

73 73 73 373 


PRO BLÉM AjjH Hallar el plano que pasa por el punto P =(2, 1, 3) y que forma 

con los planos coordenados un tetraedro de mínimo volumen. 

Solución 

Sean a,byc los puntos donde el plano que pasa por 

/>= (2, ], 3) corta a los ejes coordenados. Para obtener 
un paralelepípedo, el plano no debe pasar por el origen. 

En este caso, tenemos que a > 0, b > 0 y c > 0. 


La ecuación del plano es 


a y z 
—+—+—=1 

abe 


1 


( 1 ) 



El volumen del tetraedro es V = — abe 

6 


Hallemos el mínimo de la función volumen. Para esto, consideramos a la variable 
ccomofunción dea y b: 


v 1 a 1 i fie . 

h=-bc +—ab —= —b 

ó ó da ó 


1 . ( de 


\ 


a 


\ 


da 


+ c 


= 0 


/ 


de 

da 


c 


a 


( 2 ) 


1 


Vb =~oc + ~a 


1 de 


6 6 db 


1 

— a 
6 


2 \ 
. cc ' 

h — + c 


\ 


da 


= 0 


J 


— = (3) 

db b 


p or otro lado, como P = (2, 1, 3) es un punto del plano, entonces 


Privando 


2 13. 

—+ -+- = 1 

a b c 


(4) 


esta ecuación respecto a a 
2 3 de de 

J r ~~ 


y a h: 
2 c 2 


a 


da 


1 3 de 


b 2 


db 


= 0 


da 

de 


3 a 

1 


(5) 



( 6 ) 


db 3 b 
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'ales 


De (2) y (5), y de (3) y (6) obtenemos: 


2c 


2 c 


c 


a = 


3 a 


a 


3 


3 b 


h 


b= c - 

3 


Reemplazando estos valores de a y h en (4) se tiene: 


2 , 1 . 3 _, 
-- + --h — — 1 

2c 3 c/3 c 


c - 9 


íj = 6 y b = 3 


Luego, la función volumen V tiene un único punto crítico que es el punto (6 3) 


1 


en el cual F(6.3) = -(6)(3)(9) = 27. 

6 


1 


Verificar analíticamente que V —(6)(3)(9)- 27 es el mínimo no es simple. Sin 


1 


embargo, observamos que V - —abe no es acotada superiormente y por tanto no 


1 


tiene máximo. Sin embargo, V = —abe es acotado inferiormente (0 es una cota 

o 


inferior) y (6 3) es el único punto crítico, entonces podemos afirmar que V - 


1 


alcanza su mínimo en este punto. 


—abe 

6 


Reemplazando a 6, b 3, c 9 en M) obtenemos el plano buscado: 


x v z 

-+—+—=i 

6 3 9 


PRO BLEMA 12. 


robar el teorema 3.19. Criterio de las segundas derivadas 
parciales 


f( x ‘)j de clase ^ en un disco abierto con centro en un 


punto crítico ( a , b), y sea 


A -A(a, b) = / 


XX 


M )f yy {o,b)-{f xy \a,b)) 


' ' f*yy\ . } \Jxy\""'n 

a. Si A(a, b)>0 v f ( k\ 

x\ , > , entonces / tiene un mínimo local en ( 

b. Si A („ lv ^ ^ 


-- j «Míe un mmimu íoeui cni 

b. Si A(a, b) > 0 y f { n l\ 

U , < , entonces f tiene un máximo local en( 

c * Si A(¿i, b) - ~ 


< 


0* entonces f tiene 

J ene un punto silla en (a, b). 


d.SiA- 0, no hay con • 

( a *b) tenga un mínimo t^ S *^ n ’ ^ sto es > puede suceder que / en 

i oca Un máximo local o un punto silla. 
































|0S el teorema 5.9 (criterio de concavidad) de nuestro texto de Cálculo 

5 * ' in Ín,erVal ° ‘ M SU gUnda denVada 65 P0sitiva en ,odo Punto interior de I 

■ a bien. Sea u =(/i,á) un vector unitario. La parte 1 del teorema 3.12 nos 



J|Ce la derivada direccional de/en la dirección de u =(/,,*) está dada por 

£>„/= f x h + fk 


Volviendo a calculai la misma derivada direccional a esta función: 


d d 

¡yj = í>„ (DJ) = — (Ai /) h + ~ ( D uf)k 


dx 


w 


= {fxx h + fyx k ) h + (fxyh + / vy k)k 


f xx h 2 + 2 f„hk + f w k 


/ 


= /• 


XX 


h + 


fxy 


\ 




f 


+ 


k 



XX J 


xx 


xxfyy ~ fxy ) (completando cuadrados) 


0 sea. 




D\f = f xx 


h + 


fxy 


\ 


2 


k 

+-A 




fxx) fxx 


(1) 


Por hipótesis, A(a,6)>0 y f xx (a,b)>0 y como A = f xx f yy -f x} 


son 


continuas en 


el punto ( a , b). existe una bola abierta B - £((«,/>). r) , de centro en 


(a, b) y radio r > 0. en donde 


Ai x,y) > 0 y / vv (.v,.v)>°. V(.v.y) e 


( 2 ) 


De (1) y (2) obtenemos: 


D 2 n /(.v, r)>0, V(.v,y)eB 


(3) 


Ahora, si Ces la curva que se obtiene intersectando la gratica de _ f{ 


el plano vertical que pasa por el punto («A/M) V en el dire ^ dón del vector ^ u ' 


entonces la desigualdad (3) nos dice que la poiciou ^u^lauier^direccicaá 

bola es cóncava hacia arriba. Este resultado se cump e pa , , I 

, Luego. la porción de gráfica de ,./M l.boUS^sU,» el 

É 


plano horizontal que pasa por el punto (a,b,f{a*b))- En consecuencia 


fíx,y)>f(a,b), V(A-,v)e«. 


lo 


t l u c nos dice que / ( a , h ) es un mínimo local 






















Probar el teorema 3.20 


La recta de regresión de mínimos cuadrados para íz 
(.V,, >2 ( x,r y„ ) eslá dada P or Ax) = mx + b , donde 


M , 


n 


n ti 


m 


«Z x¡y¡ - 1 x¡ Z y¡ 

i=\ _ j=\ /=1 

/ \2 

n ^ f n x 

Z X¡ 

U=1 J 


n I x- 

i-\ 


n 




t) 

Z V, 
/=! 





N 


y 


Solución 


Tenemos que 5= ¿ [/(*,.)- v .] 2 = ¿[(,^+6)-^] 

Í=1 í=l 


W 


s m - 2 Z-V; I mx¡ +b-y¡) = 

i -1 



n ;¡ 


íí 


X- + 2b X .y, - 2 X 

Í =1 1=1 Í =1 


n 


n 


n 


n 


n 


$b -Z ( fnx¡ + b-y ¡ ) - 2 m X x¡ + 2X6- 2X V,' = 2/?/X + 2nh -2T y 

Í=1 7=1 i=i ,=i /=i 

Ahora, 


í=i 


S m =0 

1^=0 


w -> n n 


2 m X xf +2 b X a-,- - 2 X x¡y¡ = 0 

M 7=1 /=] 


/í 


/í ^ /7 


// 


i» Z Jtj" + b Z x¡ = X -v, v, 

í=l í=i i=i 


( 1 ) 




2/?/ X -*7 + 2//Ó — 2 X } ; ; — 0 
/=1 /=! 


/í 


/í 


w X A/ + nb - X V/ 
í=i /=] 



Despejando b en la ecuación (2); 


n 


n 


b= - 


1 f /i 


w 


\ 


Z v, - «í Z v, 

' ' i=l 


nb= = X v, - m X a,. 

Reemplazando este valor de b en (1) y despejando m: 


ii n 


m — 


" Z x¡y¡ - X x¡ Z y, 

-Jgl 1=1 /=1 


/í 


.2 




« Z -v; 

1 = 1 


/I 


\ 


X a; 

V/=l 


as ’***** 

dp r« T1/ >u„ « u v ' ñauado. 1 ara esto, recurriremos a 

de Cauchy-Schwartz presentado en el teorema 1 6 Este teorema 
cualquier par de vectores a y x se cumple 


inn S 



a • x < 


a 


Y que ! a • x I < 



■ 

S1 3 > x no son nulos o no son paralelos. 


S 


n 


m m 


21 4 . 

mi 


$bb * 2/7, 


n 


S mb = 2 X -Y; , 

7=1 

















































} k 2 ")- 21JC, 


A 


= 4 


v m ; 


n 




n I xf - 
1=1 


n A 

Ix, 

Ví=l 


/ 


Consideremos los vectores de n componentes: 

a 0»* ’ ’) y x= (*u x 2 ,... iJC 

I’stos vectores son no nulos y no paralelos. Luego. 


n) 


a * x 





a x 


a * x 


(1 


.V, +1*2 + • • • + lv„ ) 2 < (l 2 +l 2 +. . . + 1 



I x i 

K¡~] J 


\ 2 


n 


< n I x¡ 

í=i 


» t n A 


«I X¡ ~ I JC ( - 

í=l V /=! 


>0 


/ 


(3) 


21/2 2 . 

x, + * 2 +. . x n ) 


Con esta desigualdad, reemplazada en (3), obtenemos que A > 0. 


n 
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Como A > 0 y S mm — 2£ x¡ > 0, concluimos que S(¿í, m ) es un mínimo local. La 

i=l 

naturaleza del problema nos indica que S {a, m) es un mínimo absoluto. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3.7 


En los problemas del 1 a 14 hallar los extremos locales y los pimíos donde la 
función tiene un punto silla. 


1. /(.v, y ) = xy—x~ — y^ — .y — y 4- 1 Rpta. f (—L— 1) — 2, máx. local 

2. /U,v) = .t 3 +y 3 -3.v 2 -3v : -9v Rpta. /(0,-l) = 5 máx. local. f(2, 3) = -31 

' mín. local. Puntosilla en (0,3) y en (2,-1) 


3-./ (x.y i = x' + 3xy~ 



-3v 2 +3 

w' 


Rpta. /(O, 0) = 3 máx. local. /(4, 0) - 32 

min. local. Punto Silla en (1 





e A sen y 



Rpta. /(1.0 = 3 máx. local. f(-l 0 3 

máx. local. Punto silla en (0.0). 
Rpta. /(0,2) = -l máx. local. 

Rpta. Pumo silla en (0,0). 

Rpta. A 'o tiene punios críticos. 

Rpta. Punto silla en (0.0). 



























9. / (-«, >’) = ( * 2 ~ 2 v 2 ) e * ~ y 

10. /(.v,j) = - v + (. l ' 2-5 ) ,nx 




4, — 21 — 8 máx. local. 


Punto silla en (0, 0). 

Rpia. f( 5, O) = 5 - 5 In 5 máx. local 

Punto silla en (1, 2) y en (1 , 

' 9 ^*4 M i 


11. /(jc, 3 ?) = -tan l íV N * 


2 ) + | tan l ( 


v 


Rpia. /(O, 0) = 0 mín. local. 


12. /( a,v I = eos x + eos y + cos( a + y ), — <x<n, y < y < ¡i 


Rpta. f (l/r13, 2^/3) = -3/2 mín. local 


71 


13. / (a*, y ) = sen a + sen y + sen ( x + y ), 0 < a < 


0 < y < 


7t 

2 


Rpta. f(7T /3, 7T/3) = 3V 3/2 máx. local 


14. /(A,jy| = 3tan 


1 


'v' 


x J 


+ — In I a“ + y 2 j + a — 2 y + í 


Rpta. Punto silla en (1, 1) 


En los problemas del 15 al 19 hallar los extremos absolutos de la función en la 
región indicada . 

15. f (a - , y) = xy — 2x — 2y , En la región del primer cuadrante encerrada por las recta 
A = 0, y- 0, x+y = 4. 

Rpia. Mín absoluto: f (4, 0) = /(0, 4) = -8 . Máx absoluto: f (0. 0 =0. 


I6 - f{x,y) = 2x 2 +y 2 


17. 


por el rectángulo: 


2 y . En la región del primer cuadrante encerrada por Ifc 
rectas x — 0, y - 0, a + y - 2. Rpta. Mín absoluto: / (l, 1) = -3 . 

Máx absoluto: f (0, 0! = / ( 2, 0) = / (0, 2) = 0. 
f j tan a . En la región encerrada 

“ Tí/4 < A < 71 ¡4 , 1 <y<2 

b. Rp, °' Minabsoluto: f(*/*’ 2) = -4. Máx absoluto: 2 )-4. 

18. f{x,y) = 4.x 2 + j. 2 En región Dm ^ Xt y)¡ 4 V 2 + y 2 < 4, ,>ü[ 

RE M,nabsolu,0 'f( 4 /5, 6/5) = /(i/ 2 , 0) =-l. Máx absoluto: f (-1 


19 - /(^.v)=ln(l + .v 2 + v 2 j + rjt_ dt 

Jo 1 + r 


en el círculo D: a 2 + y 2 ^ 1- 
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Rpta. Mui absoluto: f (0,0) = 0. Máx absoluto • /*(0 ]) = |n (2) + — 

h 4 

2(1. Sea J(a>b)- I (2-.\-* Jc¿v . Hallar a y h tales que a<b y f{a,b) es un 

J a 


máximo local. 


Rpta .a = -2, b = I 


Í l , 

(a + bx -x 2 ) dx . Hallar a y b tales f (a.b)e 


c> un mínimo local. 


rtp/a .a =--1/6, b = 1 

22. Una función que tiene un único punto critico, en el cual tiene un máximo local, 
pero la función no tiene máximo absoluto. 

Sea la función f (x\ y ) = 3xe y - x* - e 3y . 

a. Probar que / tiene sólo un punto crítico, que es el punto í 1.0j. 

b. Probar que / ( 1,0) = I es un máximo local. 

c. Probar que f no tiene máximo absoluto. 


23. Dos montañas sin un valle. 


e 4 - 1 '. 


Sea la función f(x,y) = 4x 1 e v - 2x 4 • 

a. Probar que / tiene sólo dos puntos críticos, que son (-1,0) y (1.0 

b. Probar que /(-1,0) = 1 y / (1,0) = 1 son máximos locales. 

24. Se está calentando una placa de metal plana que ocupa la región D del plano \\ 
encerrada por la región D = -J(.v, y)j x~ + y~ ^4, y > —1 

La temperatura en cualquier punto ( x, y 1 es T (x. v ) = x~ + 3y" -2x- 2y +1 . 
Hallar el punto más frío y el punto más caliente y sus respectivas temperatuias. 

, donde T'Uf 2.V 2)- 5 -4yJ 2 



Rpta El punto más frío es 

El punto más caliente es lj, donde l) - > -\ _ 

25. Hallar tres números positivos x, y, z tales que x + y + z “ 36 > -V- máximo. 

Rpta x = 12, y =12, z=12 

26. Hallar tres números positivos .v, y, z tales que xyz - 125 yx + \ + - es mínimo 

Rpta x =5, y =5, c =5 


27. Hallar el punto P del plano .v + 3 y- z+ 1 = 0 que está más cercano al 
" =(-1,2, I). Determinar esta distancia más corta. 

Rpta P = (--V2. I. 3/2), d(P a , P) = 47>/2 

X— 2 V —8 Z-H / . - Y-1 - 


Rpta . 

= 0 que está más cercano 


2*L Sean las rectas: L \: ——~ — 

-4 


" h : 

1 


.v-1 z -5 

y L*-“ y ) 3 ^ 

‘ 2 -1 
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a 


. Hallar el punto/ 5 


de ¿, y el punto P 2 de ¿2 tales que d(P i ,P 1 ), l a d i stanc) 


cía 


de P\ a P> sea mínima, 
b. Hallar 

Rpta a. P t = (3, 3,4), Pi = (6* 5,10) b. é/(Pi,P 2 )=*7 


29. Sean las rectas: L \: x 


v 


2 2 


Lj : x - v - 1 ~ z 


a 


. Hallar el punto P ] de U y el punto P 2 de i 2 tales que d(P l ,P 2 ). la distancia 


de P\ a P 2 , sea mínima, 
b. Hallar d{P\,Pi)> 


Rpta a. P\ = (4, 4, 2), P 2 -(3, 4. 3) b, £/(P b P 2 )- 


30. Hallar los puntos de la superficie z 2 -4 xy = 4 que están más cerca del origen. 


Rpta (0, 0, -2) y (0. 0,2) 


31. Hallar los puntos de la superficie y 2 - xz = 9 que están más cerca del origen. 


Rpta i 0, -3,0) y (0, 3,0) 


32. Probar que de entre las cajas rectangulares inscritas en una esfera de radio r. la que 

_ J 

tiene volumen máximo es un cubo. Hallar su volumen. Rpta í 


9 


Sugerencia: I er el problema resuelto 9. 


33. Probar que de entre los paralelogramos de perímetro P. el que b 
tiene área máxima es un cuadrado de lado P/4, 


Sugerencia: A = ab sen a y 2a + 2b —P 



34. Probar que de entre los triángulos de perímetro P. el que tiene 
área máxima es un triángulo equilátero. 


Sugerencia: x + y + z = P. Si P - 2s, la fórmula de Herón £ 



dice: A = yjs\(s - x j.( s - y) [s - z). Maxim izar A * 


Herón . Matemático y físico de Alejandría. Siglo / D. de C. 


35. Hallar las dimensiones del palelepípedo rectangular de 
volumen máximo que tiene tres de sus caras en los planos 
coordenados. Uno de sus vértices es el origen y el vértice 
opuesto esta en el plano 4x + 6 y + z= 12 

Rpta a= 1, b = 2/3, c = 4 




36. Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto P =(2, 1, 1) y que forma 


a cOH 


m 

los planos coordenados un tetraedro de mínimo volumen. Rpta 
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37* (Generalización del ejemplo 6). IJm n f¡m„a a 

rectangulares cuya suma del lareo mn i C correo J ace P ta solamente cajas 

toman el ancho y la altura no exceda L cm. Hallar las dimensiones de! caia 
de volumen máximo que satisface esta condición es dC la caja 

Sugerencia: Ver el ejemplo 6 de esta sección 


Rpta. Largo = 


ancho = altura = — 

6 


38. 


Sade volumel,[“T" 0 5) ' Se desea c “r caja rectangular 
material para su constnicrióm “ ' menS,0nes de la ca -> a «J“ e re( l uiera el mínim o de 


Rpta. Largo - ancho = 1¡~2V . altura = l¡ 2V¡2 


39. Se desea construir una caja rectangular con tapa de volumen V. El material que se 
para construir el fondo de la caja es tres veces más caro por unidad de área que 
material que se usa para hacer la tapa y las caras laterales. Hallar las 
dimensiones de la de la caja para que el costo de los materiales sea mínimo 


Rpta. Largo = ancho = \T 4V /2, altura — l¡ 4V 


40. Se tiene un pentágono de perímetro P, conformado por un 
triángulo isósceles sobrepuesto sobre un rectángulo, como 
lo muestra la figura. Hallar los valores de x, y, y 9 para 
ío> cuales el área del pentágono es máxima. 

Rpta. x = P , y = ~ P , 0= — 



41. El siguiente cuadro nos muestra la esperanza de vida por año de nacimiento de 
la población venezolana. 


Afio de 
nacimiento 

1950 

1960 

1970 

1980 

1990 

2000 

2010 

Esperanza 
de vida ¡ 

55.2 

58,1 

63.9 

67,7 

7J,2 

73.3 

73,8 


a. Hallar la recta de regresión correspondiente a los datos dados en la tabla. 

b. Usar la recta de regresión hallada para conjeturar la esperanza de vida de los 
venezolanos que nacerán el año 2.020. 


Sugerencia. Tomar ¡os puntos a*,, y,), U 2 , y 2 ), . . . (.v 7 , y 7 ), donde 
-v¡ = 0 representa 1 950, x 2 =10 representa 1960, . . 

x 7 = 60 representa 2010 y y¡ = 55,2, y 2 = 58,1, . . . , y 7 = 73,8 

Rpta. a. y — 0,334.v + 56, 1 5 b. 79,53 

























En esta sección buscamos optimizar funciones cuyas variables no son 
completamente independientes, sino que éstas deben satisfacer restricciones 
expresadas en una o más ecuaciones. Así, por ejemplo, buscamos. 

1, Los extremos de / (x, y) sujeta a g (x, y ) = c 

2, Los extremos de / (x,y, z ) sujeta a g ( x, y,z)- c 

3, Los extremos de /(.v,y, z ) sujeta a gI x, y, z)~ c\ y h(x,y\z)- c 2 

En casos simples, estos problemas se pueden resolver recurriendo a las técnicas 
expuestas en la sección anterior. Así, en el caso 2, si en la restricción g(.v,j, z) = e 

se puede despejar z = ^?(x, y), entonces remplazamos este valor en /( A.r,„j \ 

obtenemos una función de dos variables f{x,y 9 (p(x,y)) de la cual se buscan sus 


extremos libres (sin restricciones). 

Cuando el despeje es difícil o tiene un resultado muy complicado, contamos con 
otra técnica, llamada el método de los multiplicadores de Lagrange. Este método 
lleva el nombre del matemático Joseph L. Lagrange, quien lo creó cuando apenas 
contaba con 19 años. El basamento de este método está en el siguiente teorema, cuya 
demostración la presentamos en el problema resuelto 4. 


TEOREMA 3.21 


Teorema de Lagrange 

Sean/ (.y. y) y g(x,y) funciones de clase C^. Si el valor 
máximo o mínimo de /(.y, y) sujeta a la condición g(.v,v)-¿ 
ocurre en un punto u* 0 ,y 0 ) donde Vg(.v o ,y o )*0, entonces 
existe un número real A tal que 

V/(Wo) = AVgiW 0 ) 


Al escalar A se le llama multiplicador de Lagrange. 



INTERPRETACION GEOMETRICA 


icciófl 



Sea f(x a ,y 0 ) = m un extremo de la función /(.y, y) sujeta a la restnc 
y) = c. Bl teorema 3.16 nos dice que V/'(.v 0 , v 0 )es normal a la curva 




Je 











Esto significa que estas curvas se cortan 

tangencialmente en ei punto (x oi y 0 ). 


METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 

El teorema anterior nos sugiere que para obtener candidatos de puntos de la cun a 
gt.\V.v) = c donde /(.\\ y) alcance su máximo o su mínimo, debemos buscarlos en 

entre los puntos que satisfacen la ecuación V/(jc, y) = ¿Vg{x,y) y la ecuación 

g(.v. y) ~ c. En términos más precisos, estos puntos deben ser soluciones de siguiente 
sistema de tres ecuaciones: 



(1) 


Debemos hacer notar que el teorema no nos proporciona criterios para saber 
cuando estamos frente a un mínimo o cuantío estamos frente a un máximo. Estos 
resultados se obtienen analizando la geometría del problema. 



caso. 



+ 


2 8 


Elución. 
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2 2 
X V . 

--p “— — 1 que es acotada 


Aquí, la curva de restricción es la elipse £Íx, y) ? 

cerrada. Por lanío, /(*, >’)“ 6xv tiene máximo y mínimo sobre esta cuna. 
1 tallemos los puntos críticos a panir del sistema de ecuaciones (1 >. 


fy (x,y) = A.g f {x,y) 

lt(x,y) = c 


6 v = Xx 

6.x = X — 

4 

x 2 /2 + y 2 / 8 = 1 

Desechamos x 0, ya que si .v = 0, por (2), también y 
Pcror estos dos valores no satisfacen (4). 

6 y 

Despejando i en (2): X = — y reemplazando en (3): 

X 


( 2 ) 

(3) 

(4) 

0. 


(- 1.21 


6.y - 


6 y v 

~4 


y = 4x 4 . 


Reemplazando este valor en (2): 


2 2 
x y , 
— + — = 1 

2 8 


x* = 1 x =±f y 

leñemos cuatro puntos críticos: (-1, -2), (-1, 2), (1, -2) y (1. 2) 

Como la curva (la elipse) no tiene puntos extremos, sólo tenemos que evaluar la 
función /(.y, y) = 6xv en estos cuatro puntos críticos: 


2 . 2 
x 4,v , 

— +-= 1 

2 8 


4 


y = ±2 



(*. y) 

(-1,-2) 

(-1. 2) 

¡ 

(1. -2) 

(1.2) j 

A*> y) 

12 

-12 

-12 

12 


El máximo es 12 y es alcanzado en los puntos ( -1, - 2) y (-1,-2). 
El mínimo es -12 y es alcanzado en los puntos (-1, 2) y (1,-2 ). 



EJEMPLO 2. 


Función de producción de Cobb-Douglas 


Se llama función de producción de Cobb-Douglas a la función 


^=/(*..v) = kx a y fi y a> 0, fi> 0, <* + /? = 1, 

donde a es la cantidad de unidades de mano de obra y y ^ 
cantidad de unidades de capital (maquinaria, equipos, etc.). 






























Solución 


El costo de la unidad de mano obra es a dólares y el costo de la 
unidad de capital es h dólares y se dispone de c dólares para 
invertirlos en la producción, Maximizando la producción P sujeta a 
la condición ax + by - c, probar que la producción es máxima 
cuando 

ac 
x = — 

a 



Buscamos maximizar 


p=f [*•>’)“ k x a y 11 


sujeta a g{x, y) = ax + by = c 


[ a curva ax + bv = c es una recta, la cual no es acotada. Sin embargo, en nuestro 
problema, los números x, y representan unidades de mano de obra y unidades de 

capital, por tanto, se debe cumplir que x > 0, y > 0. 


Esto significa que la parte de recta donde debemos evaluar a 
la función de producción es el segmento de la recta 
comprendido en el primer cuadrante. Este segmento es 
cerrado y acotado. Por lo tanto, para identificar el máximo y 
el mínimo, podemos aplicar el teorema del valor extremo. 


Tenemos que: 


fx (•'•'•>') 

fv (-''O') 


Xg x {*,y) 
x g r {x,y) 


g(x,y) =c 


kax“ *y^ = Xa 

«r 

k :/?/'/"' = 

ax + bv = c 



(3) 


De(l): kctx a -'y ? = Xa=> k<xx a y 1 * = Xax=> aP = Xax (4) 
De (2): */?*“/'' = Xb => */*“/ = Xby => fiP = Xby (5) 
Sumando (4) y (5): 

aP+PP = X ax + Xby=> (a + fi)P = X(ax + by) =>P = te=> 


P 

%=- (6) 
c 


ac 


De (4) y (6): aP = — ax 

c 


Hemos obtenido el punto 


jc = 


1. De (5) y (6 )\ pp = -by 


V — 


(Se 


a 


a 




ac pe 

h 


a 


\ 


J 


> la función de producción tiene su máximo en 


Para concluir, debemos probar que 
este punto. . . ,v / /_ m 

Los extremos del segmento de la recta son ( - c 5 ) 

Ahora, 


f(Q,c/b)= k(0 )%c/b) 




= 0 . 


f(c/a,0)=k(c/af(0) 


/?_ 


0 
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/ (ac/a, pe/b)= k 


\ 

’ ac 

a 

fie j 

a J 


b ) 


, <* a p p „ 

= fe-> 0 




Luego, 


El mínimo es / (O, c b) = /(c o. 0) = 0, 


El máximo es J'(ac a. pe h)= kc 


a a b p 


Por lo tanto, la producción es máxima cuando x — 


ac 


a 


fíe 

y y ~ ~— 

a 


¿SABIAS QlIE ... 

En Economía, lo función de producción de Cobb—Douglas es, seguramente la 
función de producción más utilizada. Su popularidad se debe a que su formulación 
es matemáticamente simple e incorpora las propiedades básicas exigidas por l a 
economía . Esta función fue propuesta, a comienzos del siglo pasado, por el 
economista y matemático sueco Knut fVicksell (1851-1926). En 1928. el 
economista y político Paul Douglas y el matemático Charles Cobb. ambos 
estadounidenses, investigaron su validez estadística modelando el crecimiento de la 
economía de Estados Unidos durante el periodo 1899-1922. 


En el siguiente ejemplo, la curva de restricción no es acotada y, por lo tanto, no 
podemos aplicar el teorema del valor extremo para asegurar la existencia del máximo 
y mínimo. De hecho, veremos que. en este ejemplo, el máximo no existe. 


Hallar los puntos de la curva x y = 54 que están más cerca de! 
origen. 

Solución 


EJEMPLO 3. 


La distancia de un punto (a\ r) al origen 



2 2 
.Y + V" 


Para hallar los puntos de la curva — 54 que están más cerca del origen.. 


debemos minimizar la función d(x, y) ^x 2 + y 2 
minimizar el cuadrado de la función: 

f(x,y) = x 2 + y 2 sujeta a g(x, y) = x 2 y = 54 

Graficamos la curva x 2 y = 54 y algunas curvas de 
nivel de f(x,y=x 2 +y 2 . 

El gráfico nos dice que la íunción / no tiene 

máximo; pero sí tiene mínimo, el cual es alcanzado 
en dos puntos de la curva. 


sujeta a 



= 54; o bien, 
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Apliquemos el método de Lagrange: 


f x (■'•’')= Á Sx (*<y) 


2a‘ = 2 Axy 

(1) 

■ f r (x.y< = ¿g y {x,y) =¡ 

r *¡ 

2 v = Ax 2 

V 

(2) 

g(v,3’) = c 

V 


{x 2 y = 54 

(3) 

Tomamos la ecuación {1): 




2 v = 2 A ay => a {Xv - 1) 

= 0 

=i> x = 0 ó 

Xy = 1. 


Desechamos la solución .v = 0 por inconsistente con 
quedamos con Xy = l. Como v tampoco puede ser 0, 

Reemplazando esta igualdad en la ecuación (2). obtenemos: 

_. — 1 “> -J -J 

2y = Ax~ => 2 y = —x~ => jr=2 y~ 

V 

m 


la ecuación (3) y nos 

tenemos que: X = —. 

y 

(4) 


Reemplazando en (3): 

x~ v = 54 2 v 3 ”54 => v 3 = 21 —> v = 3 

** * 

Reemplazando en (4): 

a- 2 = 2y 2 => a- 2 =18 x ~ ±3/2 
Luego, los puntos de la curva más cercanos al origen son 


P = ( 3v 2. 3) y (-3/2, 3) 


MULTIPLICADORES DE LAGRANGE EN TRES 

DIMENSIONES 


Buscárnoslos extremos de f{x,y,z) sujeta a g(x,y,z) — c 

El teorema 3.21, enunciado para funciones de dos variables, también se cumple 
para funciones de tres variables. Kl enunciado y la demostración siguen el mismo 
esquema. 

Sean /(a\ e.r ) y g (a. y, z ) dos funciones de clase C^. Si el valor máximo o 
mínimo de f (jr, y t z ) sujeta a la condición g(x f )\z)~ c ocurre en un punió 
(x o , y 0y z 0 ) donde Vg ( x of y 0 ,z 0 )*<h entonces existe un número real A tal que 


vy( wo**o)= Mg(*o*yo’*o ) 

Para hallar los posibles puntos críticos de /(.v, y,r) en la curva g (a:, y,z'j = c se 
resuelve el sistema de cuatro ecuaciones: 
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x,y,z) = Ág x (x y )\z) 


< 




f.,(x,y,z) = Ag y (x,y,z) 
f.íx,y,z) = Ag.(x,y,z) 

g(x,y,z) = c 


El gráfico de g(.v, v t z)= c es una superficie, la cual es un conjunto cerrado. Si 

esta superficie en acotada, para determinar los extremos se aplica el teorema del 
valor extremo, como lo hacemos en el siguiente ejemplo. 


Hallar los puntos de la esfera .v 2 + y 2 + r 2 =81 que estén más 

cerca y más lejos del punto (2, 1. 2). Hallar las respectivas 
distancias. 


EJEMPLO 4. 


Solución 


Buscamos los extremos de 


/ ( a\ y. r) = (.v - 2 ) 2 +( y> -1)“ + (z - 2 ' sujeta a 

g(x,y\z)=x 2 + y 2 + r 2 =81 


Como la esfera es una superficie cerrada y 
acotada, el teorema del valor extremo nos asegura 
que ía función anterior restringida a la esfera, tiene 
máximo y mínimo. Para encontrar los puntos 
donde se alcanza estos extremos resolvemos el 
sistema: 


f x (x,y.z) = Ág x (x,y,z) 
f y (x,y,z) = Ag y (x,)\z) 

f.x,y,z = Ag : (x,y,z) 

. g(x,y,z) = c 


2(x-2) = 2Ax 
2{y~l) = 2Ay 

2(z-2) = 2Az 


1 J 1 

x" + y~ + :T = 81 



Desechamos x - 0, y - 0 y z = 0 ya que x — 0 no satisface la ecuación (1K v ' ® 
no satisface la ecuación (2) y z = 0 no satisface la ecuación (3). 


Despejando X en (I). (2) y (3): 



x 








1 



a — 2\\ z — 2 y 

Reemplazando estas igualdades en ecuación (4): 

x +y -4-2 =81 => 4>^ 2 + + 4jp 2 =81 => 9 \> 2 =81 v 2 = 9 

y = 3 => * = 6. r = 6. Obtenemos el punto /> =(6. 3. 6) 
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y = -3 => -v - -6, z = -6. Obtenemos el punto P 2 = (-6, - 3. - 6 j 
Como la esfera es una superficie acotada, aplicamos el teorema del valor extremo: 
/(/]) = /(6, 3, 6) = (6-2) 2 +(3-l) 2 +(6-2) 2 = 36 

/( /> 2) = /( -6 - -6)= (-6-2) 2 +(-3-l) 2 +(-6-2) 2 = 144 

El punto de la esleta más cercano al punto (2, 1. 2) es =(6. 3. 6) y la 
distancia entre ellos es %/36 = 6. 

El punto de la estera más lejano al punto (2, 1. 2) es P 2 = (-6, -3, -6) y la 
distancia entre ellos es V 144 = 12. 


PROBLEMAS CON DOS RESTRICCIONES 

Buscamos hallar los extremos de una función de tres variables sujeta a dos 
restricciones. Esto es, buscamos: 

Optimizar f (.v, y. z ) su j eta a g ( x, y, z) = c y h (.v, y, z) = k , 

donde las mes funciones son de clase C* 1 * . 

Aquí tenemos dos superficies, g (a\ i\ z) = c y h(x, v, z) = k , que al intersecarse 

fomian una curva C. Buscamos optimizar la función / (.v, r,r) restringida a C. 

Sea P = (_v 0 y 0 z a ) un punto en C en el cual /(.v 0 ,y 0 .z 0 ) es un máximo o un 

mínimo, los vectores Vg(x 0 , y o ,z 0 ) y V h (a* 0 ,y 0 , z Q ) son no nulos y no paralelos. 

Sabemos que Vg( x 0 , y 0 , z c ) y V/? [x Q ,y 0 , z 0 ) son, ambos, ortogonales a C Con un 

argumento similar al usado en la demostración del teorema, 3.21, se prueba que 
V/( x Q ,y 0 ,z o ) también es ortogonal C.\ Luego, el vector V/ (.t 0 ,y o ,z o ) está en el 

plano determinado por Vg {x Q , y 0 , z 0 ) y V h (x 0 ,y 0 , z 0 ). En consecuencia, 

V/l Wo ,z 0 ) una combinación de estos dos vectores y, poi tanto, existen dos 

números reales. Ay //. llamados multiplicadores de Lagrange, tales que. 


V/ [ x 0 , y 0 , r G ) = A Vg ( x 0 , y ’ 0 , z 0 ) + // V // ( x 0 , \ 0 , - 0 ) 


1 método de ! ,agrange para este caso, consiste en resolver el siguiente sistema. 
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f fx = Á Sx + Mr 

fv = Ag V +Mc 

■ w r » 


< 





g{x>y,z) = c 
h(x\\\z)~k 


Encontrar los puntos más cercanos y más alejados del origen, de ] a 
curva que se obtiene al intersecar el plano x + y + z = 6 con el 

cilindro a 2 + y 2 = 8 . 

Solución 


EJEMPLO 5. 

nuBsírr í 


La curva que se obtiene al intersecar el plano y el 

cilindro especificados es una elipse. !a cual es cerrada y 

acotada. Luego, podemos aplicar el teorema del valor 
extremo. 

Debemos optimizar f(x,y.z) = x 2 + y 2 + r 2 sujeta a 
gÍA', y t z) = a* + y + z - 6 y h(x, y, z) = x 2 + v 2 = S 


fx = Á Sx + Ph x 
fv = %V 

* r / 

/- = 

g(x,y,z) = c 
h(.x,y,z) = k 






2x = A+ 2jux 
2 y = A.+ 2/¿y 
2 z = A. 

x+y+z -6 
a 2 + v 2 =8 


(1) 

( 2 ) 

( 3 ) 

(4) 

(5) 


Restando (2) de (1): 2x~2y = 2jux~2juy => x ~y = ju( x -y ) 
(l-p)(x-y) = 0 => 1 -^=0 ó x-y = 0 =>//=! ó .v=.v 



Caso 1 . ¡j = 1. Reemplazando este valor en {I): 


= 0 => z — 0 
= 6 - x 


2x - A + 2x A ~0. Reemplazando en (3); 2z 

Reemplazando z = 0 en (4): x + y = 6 => y = 

* 

Reemplazando p = 6 - * en (5): x 2 + (6 - .v) 2 = 8 

a 6 A' + 14 = 0 

Pero, esta ecuación no tiene soluciones reales. 

Caso 2. x ~y. Reemplazando este valor en (5): 

A* 2 + A 2 - 8 =^> a 2 = 4 => A= ±2 

Si x - 2, entonces y = 2 y, reemplazando en (5), z = 2 
Obtenemos el punto = (2, 2, 2) 

Si a -2, entonces y = -2 y, reemplazando en (5), - = 10 




















Obtenemos el punto A = (-2, -2,10) 

Ahora, 


f{P y ) = 2 2 +2 2 +2 2 =12 y +(-2 ) 2 


+ 10 " = 108 

Luego, el pumo más cercano al origen es /] = (2. 2.2) y el más alejado 
es P 2 = (- 2 , - 2 , 10 ). 


PROBLEMAS RESUELTOS 3, 8 




Hallar los vértices y las longitudes de los ejes de la siguiente 
elipse (girada) que tiene su centro en e! origen. 


x~ +xy + y 2 =12 


Solución 

(- 2 ^. 2 ^ 

Los vértices son los extremos del eje mayor y 
son los puntos de la elipse más lejanos del origen. 

En cambio los extremos del eje menor son los 
puntos de la elipse más cercanos al origen. Luego, 
debemos optimizar la sunción: 

/ (x, r) = ,v 2 + y 2 sujeta a g ( x, y ) = .v 2 + xy + y 2 =12 



(2J5.-2v3) 


La elipse es una curva cerrada y acotada. El teorema del valor extremo nos 
garantiza la existencia del máximo y el mínimo de la función / ( v. y ) = .v 2 + r 2 
restringida a la elipse. 


Bien, 


/* (• v ’->’) = (*, v) 


fy(x,y) = XgJx.y) 


% 


g(,t,_y) = c 


Despejando X en ( 1 ) y ( 2 ) 

2 y I 


¿ = -=X-, A = 


2.v 


2 .v + y 


2 v + x 


,v = /l( 2 .v+r) 

(O 


)> = 2 ( 2 y+.v) 

( 2 ) 


+ vy + v 2 = 12 

: (3) 


2 v 

. 1 

9 


4xy + 2 y“ = 4.v 

y + 2 .v” 


2x + y 2 y + .v 


..2 2 
V = x 


(x— y)(x+y) = 0 =>x-y - 0 ó .v + y — 0 


.v = y o x = -\ 


Si x- y, entonces, reemplazando en (3), 3.v“ = 12 


x ¿ = 4 => .V — ± 2 


Obtenemos dos puntos: ( 2 , 2 ) y (- 2 ,- 2 ). 


Si x = - 


■y, entonces, reemplazando en (3), .v 2 = 12 => .v - ±2v3 


Obtenemos dos puntos: ( 2 JI- 2 J 3 ) y (-2/3,2/3) 
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Ahora. 


/ ( 2 . 2 ) = 2 + 


2 ■ 2 2 = 8. 


= 24 


/(— 2 .— 2 ) = (— 2 ) +(- 2 ) =8 

/(2/3. -2/3)=(2/3) 2 +(-2^f 
/(- 2 /I 2/I)=(-2/3) 2 +(2^f 


= 24 


Luego, los vértices de la elipse son (2^3, 2\T$) y ( ’) * 

extremos del eje menor son ( 2 , 2 ) y (- 2 , - 2 ). 


La longitud del eje mayor: 2 ^/( 2 / 3 .- 2 >/~ 3 ) - 2>/~24 4\Í6 

La longitud del eje menor: 2^/(2, 2) = 2%F$ = 4V 2 


PROBL EMA 27 ] Sea P 0 = (r, s\ donde r > 0 y s > 0, un punto de la elipse 

||a m Mil ■ 1 ' —~TÍ—BL ■- 


2 2 
^+4=1 

fl 2 b 2 


1. Probar que el área del triángulo formado por los ejes coordenados 
y la recta tangente a la elipse en punto P 0 = 0% s) es 


A = ¿(r.s)- 


aV 

2rs 


2. Hallar el punto P 0 sobre la elipse 

tal que el triángulo antes indicado 
tenga área mínima. Hallar esta área 
mínima. 


Solución 


2 2 
JC V 


\ V 

Consideramos la función / ( x, v) - ^ 

a~ Ir 



, X l 2r lí 

Esta elipse es la curva de nivel f(x,y) = 1. Luego, V/(r,s)- { 


es 


normal a la elipse en el punto / J 0 
elipse en el punto P 0 = (r, j) es 


= (/% s). En consecuencia, la recta tangente ¿ ' a 


^ (-v-/-) +—(y-.v) = 0 


o 


b 2 


r s 
— x+— y = l 

¿r £r 


1 


Hallemos los puntos donde la recta tangente corta a los ejes: 


Eje X: y = 0 


r 


a 


x — 1 


a 


x = 


Punto de intersección 


in: la 2 /r. o) 


r 


















Eje Y: Jt-OO ~—ya\ 

/r 

El área del triángulo es 


1 


v - 


s 


Punto de intersección: jo, b 2 /s) 


2. Buscamos el mínimo de 


A= ^(/\.v) = ^(base)(altura) = I 


2 \ 

{ f i \ 

a 

h ¿ 

r ) 

L S i 

V J 


2 , ** 

a~h~ 

2 rs 


A ~ 4(/\.s') = - 


•>. ■> 
í/“/r 


2 rs 


, r 2 s 2 
3ta a £(/\.y) = —+—= 1 

a b~ 


\ r ' s ) = ¿gr(r,s) ( 1 ) 
( r ’* ? ) = ¿g s (r.s) (2) 

r 2 /a 2 +s 2 /b 2 = 1 ( 3 ) 


4 ; 2 
a o 

4 r 2 s 


2» 4 

£7 o 

4 rs 2 ' 


2,2 

a b , r 

-= 24 — 

2r s a~ 

2,2 

°-L=2A.-L 

lyfJ 2 .2 


A = - 


Á = - 


4/ 2 
a b 

4 r 2 s 

a 2 b* 

4r.v 


2 2 
r 5 

— = — . Reemplazando en ( 1 ): 
a~ b~ 


r 

2 — = 1 
1 

¿r 


a b 

r = -=r , 5 = 


71 


-j=~ y 4 (£i/ -J~2 , hj V 2 ) = 


Si hacemos tender r a 0 ó s a 0 . el valor del área A = 


2,2 

£7 /? 

2r.v 


crece ilimitadamente. 


Esto nos indica que la función A = 


2,2 
a h 

2 rs 


no tiene máximo y que A = ab es su 


mínimo, que es alcanzado en el punto P 0 = 


a 


\ 


\ 


ri' \f~2 


/ 


Dadas la parábola y = — y la recta L: y - x + 4 = 0. 

M 

a. Hallar el punto P Q de la parábola que está a una distancia 
mínima de la recta L. 

b. Hallar el punto Q de la recta L que está más cerca del punto P 0 
de la parábola. 

c. Hallar la distancia mínima entre la parábola y la recta. 

Solución 

a * Sabemos que distancia de un punto P - (a, .y) a la 
recta L:x-y + 4 = 0 está dada por 


PROBLEMA 3. 




































358 


Capitulo 3 Derivadas p ar 


diales 


d(P, L) = 


v - .v + 4 


x + 4 


4 


1“+l 


ri 


Para nuestro caso, tomando el cuadrado de esta 
distancia y el punto P - (x 9 y) en la parábola, nos 
planteamos el problema de minimizar 


/'(.Y.r) 


0-.r+4) 



a g(A% y) = y —— = 0 

«■§ 


fx { x 

■yí-^Sx( x -y) 


r 

-(y-x + 4) = 

Áx ( 1 ) 

fv ( * 

m- 

•- v |= % v (*,.VÍ 


y-x + 4 ~ A 

(2) 

g{* 

■>.v)=o 


y- x 2 ¡2 = 0 

(3) 


0) y (2) =; 

> Ax- 

= A :=> x — 1. 




Reemplazando x— 1 en (3) obtenemos y = 1/2. 

Luego, el punto buscado es P 0 = ( I, 1/2 ) 

b. La recta ortogonal a y ~x + 4 = 0 y que pasa por P 0 = (1, 1/2) es y + y =- 
Intersecando estas dos rectas hallamos que 0 = (11/4. -5/4) 

c. La distancia mínima entre la elipse y la recta es 


d(P 0 , L) = 


1/2 - 1 + 4 7/2 


Vi 2 + i 2 


PROBLEMA 4 


Solución 


Pata almacenar agua, se está diseñando un tanque de metal 
ISO;: m de volumen, conformado por un cilindro circular reí 
e m de radio y por dos tapas cónicas iguales, una en t 
extremo. Hallar la altura x del cilindro y la altura r de de 
conos de modo que se utilice la mínima cantidad de metal en 

construcción. 


El área de la superficie del tanque es 
A = área del cilindro + 2(área dei cono) 


= 2x(5)x + 2(,(5)^7) = lOxx+lOtJ 


25+y 


El volumen del tanque es 
V= volumen del cilindro + 2(volum 


V = 




x + 2 




r( 52 ) 


\ 


/ 


en del cono)=150rc 


I SOtt 


























































25tlv + — k y ~ 1 50ti 

3 

En resumen, buscamos: 


2 

x + — v = 6 
3 


Minimizar A(.x, y) = 10/r.v +10 nsj 25 + y 2 sujeta a g(x, y) = 


A x (x,y) = Ag x (x,y) 
A y (*, v) = Ág }l (x, v í 

g(x,y) = 0 


Reemplazando (1) en (2): 


10/T = A 


2 

x + — v 
3* 

( 1 ) 


= 6 


\0ny/ \f~ 25 Ty* = 22/3 (2) 


.v + 2 v/3 = 6 


(3) 


l OZT V 


yl 25 + V" 


= = ~(\0 /r)=> 3y = 2y¡25 + y 2 => 5/=4(25) =>>■ = 2^5 


Reemplazando y -2yí~5 en (3) tenemos: x = 6~~J~5 

3 

Tenemos un único punió crítico, ( 6 -4>/~5/3, lyfs ), y el valor de A en este punto 


A 


4 — —> 


V 


6 — Jl.lxfs 

3 


= I0;r 


J 


/ 


\ 


ó-jnT? | + 10jr^ 25 + ^lsl 5)' = 10/T 


( 5 ¡— 

6 - - v 5 


\ 






= 97,2tt 


Como .t e v representan longitudes, debemos tener que x > 0. 
y > 0. Esto significa que el área A debe ser evaluada sólo en 

2 

segmento de la recta a* +—y = 6 que está en el primer cuadrante, el 

3 

cual es cerrado y acotado. Los extremos de este segmento son 
(0, 9) y (6, 0 i, y, en estos puntos, 


A (0, 9) = loW 25+ 9 2 = lO^TTÓó * I02,96 ji 
A(6. 0) = I0^(6) + 1025 +0 2 = 1 Ozr(11) = I iOrr 



f 


El mínimo es A 


6--/5.2V! 

3 


x / 

= 1 Orr 

y v 


6 4- — n/~5 

3 


97,2tt 


/ 


Luego, la altura del cilindro y la altura de los conos buscadas son 

4 rr ... -,= 2/5* 4,47 



PR OBLEMAS?! Media Geométrica es menor o igual que la Media Aritmética. 

1. Si la suma de 3 números no negativos a, y, z tiene un valor fijo 5, 

S 3 

probar que el máximo del pioducto xvz es ~ ■ 
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S 


2. Aplicando la parte 1, probar que la media geométrica de t res 
números no negativos es menor o igual que su media 
aritmética. Esto es. 


í™ < 


x + v + r 
3 


Solución 

1. Buscamos el máximo de 


/ (.v. v. ■) = xyz sujeto a g(x,y , z ) = x+y + z = S , donde x > 0, y > 0. z > 0. 

La región D - | (x,y,z)/ x > 0, y > 0. z > 0, x + y + z = S }, 

que es la parte del plano .v+ y + z = S que está en el 

primer ociante. es cerrada y acolada. Luego, el 
teorema del valor extremo nos garantiza la existencia Z A 

del máximo de f(x,y t z) = xyz en esta región. 


b =ÍO.O S) 


Puntos críticos en el interior de D. Aquí: x > 0. v > 0, z > 0 


f y (x,y,z) = Ag v (x,y,;) 

f z (x,y,z) = Xg,(x,y,z) 
g{x,y,z) = c 


yz = A 
xz =Á 


0 ) 

( 2 ) 


xy =A (3) 
x+y + z = S (4) 



x 


= <05,0) 


De (1) y (2 ): yz = xz=> z ( y - x) = 0 


De íl)y (3): yz = xy y(z-x) = 0 


x = y 


X 


(5) 

( 6 ) 


De (5)y í6): x-y-z. Esto valores, reemplazados en (4): 


x + x + x = S 


= S 


x-y-z- 


S 


Hemos obtenido el punto critico (S /$,S/ 3, S /3), en el cual 


/(S73,S/3,S/3)= — 

Para muchos es evidente que el valor anterior es el máximo. Para quicio 
ven evidente, a continuación mostramos que f(x, y,z) = 0 en la frontera dD. Esto 

nos diría que el mínimo de / ■. x t y,z) es 0. 

Valor de/ en la frontera dD. 

jg|& ftontera áoD está conformada por los segmentos ~AB, IbC y AC 
En AB , tenemos que y = 0 y, por tanto, /( jc.O. z) = jc(0)z = 0 
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l' n BC, tenemos que x = 0 y, por tanto, f(0,y,z) = (0)yz = 0 
F.n AC , tenemos que z = 0 y, por tanto, /(.v,y,0) = xWO) = 0 

o3 

Así, liemos mostrado que el máximo de/ es — y el mínimo, 0. 


2. De acuerdo a la parte 1, 


0 < xyz < — . De donde, }[xy c < - = 


X + V + z 


PROBLEMA 6. 


Usando el método de los multiplicadores de Lagrange y la 

iormula de Herón, probar que de entre todos los triángulos de 

perímetro Z 5 , el que tiene área máxima es un triángulo equilátero. 
Hallar esta área máxima. 


La fórmula de Herón dice que el área de un triangulo de 
perímetro P - 2s y lados x, y, z está dada por 

A = y] s(s~x)fs-y)(s-z) 

Solución 

Buscamos maximizar la función 

j (a. y,z) - A~—s (s - .y ) (5 - y )($ - z ) sujeta a 

la condición: 

P = g ( -y, y,z) = x + y + z = 2s 

Los números .y, y, z representan longitudes y, por 
tanto, se debe cumplir que x >0, y > 0, z > 0 y 

s > a*, s > y, s > z. 

La región D donde debemos evaluar / es la 
siguiente parte del plano x+y+z — 2.y: 

O = |(.y ,y,z)/ x + y + z~ 2.s\ 0 < x < s, 0 á y < s, 0 < z < 5 }, 




la cual es cerrada y acolada. El teorema del valor extremo nos garantiza que la 
función / tiene máximo y mínimo en D. 

Puntos críticos en el interior de D. 


f x (x.y,z) = Ág x (x.y,z) 

fv(x,y,z) = Ag y (x,y,z) 

w 

fz{^y,2) = Xg z (x $ y,z) 

g(x,y,z) = c 


-s(s-y%s-z) = ¿ 

—s (s ~ x ) (.v “ z \ =A 
-s(s-x)(s-y)=A 
x + y +2 = 2$ 


(i) 

p) 

(?) 

(4) 
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c »ale$ 


1 ) 0 ( 1 } > ( 2 ): 


j(i-y)(s-z)=-í(i-*)(í-s) => (s-r)(s-z)=(í-x)(j- z ) 


s-y-s—x 


x — y 


(5) 


De 0)y (3) 


s(í-.v)(j -z) = -v (v -x)(í -y) => ( s -y)(.r-z)=(s-x)(s-y) 


S — Z — S - A* 


X 


( 6 ) 


De (5) y (6) obtenemos: y = y 


*— • 


2.v 


Reemplazando estas igualdades en (4): x - . y 


2 s 


3 3 

2s 2 s 2s 


2s 

3 


3 3 3 


J 


Luego, tenemos un nicu punto crítico: 

Valor de/ en la frontera dü . 

La frontera de la región D está constituida por los segmentos L\, L : y L h que 
son los lados del triángulo sombreado. 

El L i, z — s , Luego, en este segmento, / ( .y, y, s) = j (5 - x) (s - y)(s -s ) = 0 
En v = s. S uiego, en este segmento, /( x,s,z\ = s (5 - jc ) (5 - s ) (s - r) = O 

En £ 3 , x = s. Luego, en este segmento, / (5, y, z) = s (s - s ) (s - y ) (s - z ) = O 

Por otro lado. 


f(2s/3,2s/3,2s/3) = s (s — 



s ~2s/3 ) (s - 2s! 3 i = s 


£ n3 
V3y 


s 

27 


En consecuencia, el máximo es — y es alcanzado en 


27 






2 s 2.v 2 s 


\ 


3 ' 3 ’ 3 J 


2 s 


Como .y y z . el triángulo es equilátero de área A = 



27 3n/3 


¿SABIAS QUE ... 

HERON DE ALEJANDRÍA (10-70 d.c.) conocido con el 
sobrenombre de el Viejo, fue un ingeniero v matemático griego 
nacido en Alejandría. Es considerado como uno de los 

C Trn°s e ‘ m ’T°7l ^ des L tacados & ¡a antigüedad. En el 

Z a T'r Z , emm - ? d0Ude esmdiü '« de 

halla, el enea de polígonos, elipses; y volúmenes de cilindros 

esferas. Aquí aparece la fórmula del área de un triángulo 
descrita anteriormente y que ahora lleva su nombre ^ 



Herán 
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PROBLEMA 7. 


i obar el teorema 3.2 3. Multiplicadores de Lagrange 

Sean j (x, y ) y g(x, y \ dos funciones de dase C (,J tales que 
J tiene un extremo en el punto ( x 0 , v 0 ) que está sobre la curva 
g(x,y) = c. 

Si Vg ( ,v 0 . v H ) * 0, entonces existe un real X tal que 


V/(w 0 ) = AVg(x 0 ,j/ 0 ) 

Solución 

El hecho de que de que g(x,y) sea de clase C (1) y que Vg( x 0 , y 0 ) * 0, el 

teorema de la función implícita, presentado y demostrado en textos de cálculo 
avanzado, nos asegura que en una vecindad de [ x 0 , y Q ), la curva g(x,y) = c puede 

ser parametrizada mediante una función vectorial r(0 = (x(/), v(/)), de clase C 
definida en un intervalo abierto í que contiene 0 y tal que 


Sea 


r(0) = {.y( 0), v(0)) -(.v 0 , v 0 ), r'(t) * 0. 

/?(/) = /(r(0)” /(40»yW). 


Como f(x,y) tiene un extremo en (.v 0 , v 0 ), entonces h(0)~ f(x(0),y(0)) 
f\x 0 ,y 0 ) es un extremo de /?(/). Por lo tanto, h (0)— 0. 

Por otra parte, aplicando la regla de la cadena, 

0 = h ’(0) = f x ( x( 0), y(0 )) x ’(0) + f y (x(0), v(0)) y (0) 

= {/ i .(.r( 0 ),,v( 0 )),y r (.-r( 0 ),j'( 0 ))} • (x'(P), y'(0)) 

=V/(40),y(0» • <x , (0).^ , (0))= v/(x 0 ,y 0 ) • r’(0) 

Estoes. Vf(x 0 ,y 0 )• r'(0) = 0. Luego, V/(x 0 ,.v 0 ) es perpendicular a r'(0) 

Por el teorema 3.16, Vg(x 0 ,y 0 ) es normal a la curva gfc v) = c en el punto 

/ ,•„!«_« r <f()) En consecuencia, Y/(x 0 ,v 0 )es 

(.* 0 , y o ) y, por tanto, es perpendicular ar(ü).cn 

paralelo a Vg i. Luego, existe X tal que 

V/ (-v 0 ,3’o ) = Wg ( A o • >'o ) 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3, 8 



En los problemas siguientes usar los multiplicadores de Lagrange. 

1. Hallar los extremos de /i x. v) = xy su jeta a x 2 + y 2 = 8 

Rpta. Max. f (2,2) = /(-2,-2) = 4, Min. /(2,-2) = /( 

2. Hallar los extremos de f(x.y) - xy sujeta a x 2 + y 2 - 2x = 0 

Rpta Max. /(3/2.V3/2) = 3/3/4 , Min. /(3/2.- 

3. Hallar los extremos de f(x, v) = 4.v 2 + 2 v" +1 


2 . 2 ) = -4 



= -3/J/4 


sujeta a x 2 + y 2 - 4 y = o 


Rpta Max. /(0,4) = 33, Min. /(0,0) = 1 

4. Hallar los extremos de / (.v, y) = 8.v — 2y sujeta a 2x 2 +3y 2 = 75 

Rpta Ma.x. f( 6,-l) = 50. Min. /(-6, l) = -50 

5. Hallar el punto sobre la recta 2x + 3v = 6 que está más cercano al oriaen 

Rpta (12/13, 18/13) 

6 . Hallar los vértices del rectángulo de á 

2 


area maxima y lados paralelos a los ejes. 


inscrito en la elipse — + = \ 

9 1 


Rpta(3j 2/2.J2/2). (-3/5/2,/3/ 2 ). (-3/2/2. -42/2). (3/2/2.-/2/2) 

ar los puntos extremos del eje mayor y del eje menor de la elipse (girada) 


2 •> 
x 4- xy + y =4 


Rpta. Eje mayor:{2.-2),(-2, 2). JW: ( 3 / 2 / 3 . 3 / 2 / 3 ) .i - 3 / 2 / 3 .-S/T/s) 

8. Hallar los puntos extremos del eje mayor y del eje menor de la elipse (girada) 


5x" -6 at 4 5y 2 - 32 




Eje mayor (2 // ,2 // ],(-2/2. - 2 / I), toar; i /2,-/2).i -/l^) 


9- Hallarlos extremos de /'¡ x v -1 - r j. „j. • , , , 

7 + y + z sujeta a x 2 + v 2 + : 2 

Rpta. Max: f\2 2 1\-6 . m n 

Jy ' • Mtx: j{-2, -2, -2) = -6. 

10 . Hallar el máximo de f(x 

J y 9 Z J — A + y* + ^ 


= 12 


y 2 2 2 
sujeta a —+ Z_ + £_ 

a 2 ¿> 2 c 2 


= 1 









/ 


Rpta. f 


a 


b 2 




\l a 2 +/r +c 2 Va 2 +é 2 +c 2 J a 2 • l2 7 


+ 6 z +c z 


= 7 


flT + ¿T + c 


/ 


II. Hallar los extremos de ./ ( v, v) = 


sujeta a jt + v 2 + z 2 = 27 


R P< a - Max: A 3 ’ 3 ) = /(-3. -3. 3)=/(-3, 3. -3) = /(3,-3.-3) = 27 

Aí«: /(-3,-3,-3) = /(-3, 3. 3)= /(3,-3, 3)= /(3, 3,-3) = -27 


12 . Hallar los exiremos de /'(.y. v) = .yi~ sujeta a— + —+— = ] 

3 12 27 

Mar; /(l, 2, 3) = /(-], -2. 3)= /(-1, 2, -3)= /(l.-2-3) = 6 
Min: /(-1.-2.-3) = /(-l, 2. 3)= /(I-2, 3)= /(1, 2.-3) =-6 

13. Hallar los extremos de f(x.y) = xyz sujeta a ,v : + .v 2 + z‘ = 6 y x +y + z = 0 
Rpta. Max: /l-l.-l, 2) = /(-l, 2,-1)= /(2,—1,-1) = 2 

Min: /(1. 1.-2) = /(l,-2, l)= /(-2, I, l) = -2 

14. Hallar los extremos de f(x.y) = xyz sujeta a xy + xz+yz = 1 y ,r + y + z = 2 
fyto. Max; /(1/3.1/3, 4/3) = /(4/3. 1/3. 1/3)= /(1/3, 4/3, 1/3)= 

Min: /(1, 1, 0)= /(O, 1, 1)= /(l, 0, 1)=0 

15. Hallar los extremos de f(x,y,z) = 4x+y + 4z en la elipse formada por la 

intersección del cilindro x~ + y" =1 con el plano y - 2 z =1 . 

Rpta. Max f{ 4/5,3/5. -l/5; = 3. Maxf (-4/5,-3/5, -4/5) = -7. 

1 1 
X y~ 

16. Se tiene la elipse ■— + -— = 1 y la recta L\ y + .v - 5 = 0. 

6 3 

a. Hallar el punto P 0 de la elipse que está a una distancia mínima de la recta L. 

b. Hallar el punto O de la recta L que está más cerca del punto P Q de la elipse. 

c. Hallar la distancia mínima entre la elipse y la recta 
Rpta .a. P Q { 2, 1J b. £? = (3, 2) c. %/~2 

.2 ; 2 

17. Se tiene la elipse — + — = 1 y la recta L\ 3 y + x - 9 - 0. 

9 4 

a. Hallar el punto P 0 de la elipse que está a una distancia mínima de la rectal. 

b. Hallar la distancia mínima entre la elipse y la recta. 

Rpta .a. P 0 = ^3/V~5,4/V~5 ) b. “7=" 


























19. 


. Hallar esta distancia mínima. 

Rpta (2, 2), (-2,-2). Dist. nnn= 2yfl 

Hallar los puntos /¡y P 2 de la esfera x 1 + y 2 + z 1 = í que están a la dista 
mínima y máxima del punto 1 1 ,—3,/6 j . Hallar estas distancias. 


ncia 


Rpta P ] - 


1 - 3/6 1 


\ 


4 4 4 


/ 


, Pi = 


j 




i 2 33 . 

4 4' 4 




y 


.Disi. min = 3, Dist. niax = 5 


mLm 

20. El elipsoide tL + -L + K = 1 


7,7 2 

a h c 


pasa por el punto ( 1 . 2 . 1 ). Hallar los valores de 


4 7t 


a, hy c para los cuales e ; volumen de! elipsoide, V - — abe, sea mínimo 
Rpta a = /~3, b = 2/2 , c = /2 


3 


2 2 2, 

21. Hallar los puntos del cono z" =x + v que están a la distancia mínima del 


punto (2, 1 . 0 ). Hallar esta distancia mínima. 


Rpta 


I 

H ^ » 

t 

fl i 

1» r 

2 9 

V ~ ~ J 


9 9 

^ ¿ ~ J 


. Dist mín = 


/7o 


2 


22 . 


1 7 ") 

Y“ y*' 

Se tiene el elipsoide —*+—+— = 1 y el plano y + .v -5 = 0 . 

96 1 1 

a. Hallar el punto P 0 del elipsoide que está a una distancia mínima del plano. 

b. Hallar la distancia mínima entre el elipsoide y el plano. 

1 3^1 

b. Dist. min — 4 


Rpta .a. P 0 


9, - 

8 8 / 


23. 


Hallar las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo de perímetro 
mínimo y area constante A. 


Rpta x = y = y¡~2A 


2/7 


24 ‘ dlírím", l0ngÍtUdeS dC l0S lad0S de un rectángulo de área máxima y 

de perímetro constante P. 


Rpta x = v = —~ 


V2 


2 + -J1' 


P 


25. Funjión de producción de Cobb-Douglas. 

f{x 7:; 0nd ? r ; d “ de C obb-Douglas de tres entradas es la siguiente: 

1 y ' ■ «> °-/» »• V > 0 y u*..» 

condición de costos ax +by+cz = d P 3¡1 


Probar que l a producción es máxima cuando v = 


yá 


a 


pd _ 

v = -—, Z - 

b c 
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26. Probar que el paralelepípedo de volumen máximo y cuya suma de sus 12 arista 
es 12 a es un cubo de volumen V ~a~ 

27. Probar que el paralelepípedo de volumen máximo y cuya suma de de las áreas de 
sus caras es 6 a~ es un cubo de volumen V-c? 


28. Hallar el radio t y la allura h del cilindro de máximo volumen que puede 
inscribirse en una esfera de radio R. 


Rpta r - 





Un tanque de agua de 36 ji m 2 de superficie está conformado 
por un cilindro de 2 m de radio y coronado por un cono. 
Hallar .v y y, las alturas del cilindro y del cono, 
respectivamente; de manera que el volumen sea máximo. 


Rpta x = 8 - 




30. Se está diseñando un tanque de metal para almacenar 
agua de 36 tt m de volumen. El tanque debe estar 
conformado por un cilindro y una semiesfera en cada 
lado. Hallar el radio r de las semiesferas y la altura h de 
del cilindro de tal forma que el material para la 
construcción sea mínimo. 

Rpta r — 3. h = 0 




31. Hallar el plano tangente al hiperboloide z — 4 — x~ — y* tal que el volumen del 

tetraedro, en el primer ociante, que determina este plano con los planos 
coordenados es mínimo, 

Rpta 2x + 2 y + z = 6 


32. i ¡aliar el plano que pasando por la recta 


,v + y + z = 4 
{.y + y - z = -2 


forma con los planos 


coordenados, en el primer ociante, un tetraedro de volumen mínimo. 

Rpta 6.v + 6 y + z = 9 

33. Media Geométrica y la Media Aritmética. 

a. Si la suma de /; números no negativos .y p x 2 , ■ -.. x n tiene un valor tijo 5, 

q I n 

probar que el máximo del producto Y t .v 2 . ■ * x n es L / 

b. Aplicando la parte 1, probar que la media geométrica de n números no 
negativos no es mayor que su media aritmética. Esto es, 
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En esta sección presentamos la fórmula de Taylor para funciones de dos variables 
E! partir de este resultado, la fórmula puede ser generalizado para funciones demás 
de variables. Empezamos recordando este teorema para funciones de una variable. 


Sea 1 un intervalo abierto de R. Si F : 1 -> R es derivable hasta de orden n +1 
en el intervalo I y jc 0 es un punto de I, entonces, para cada x en I existe un c entre .r 

y x tal que 

F(x) = F(x 0 ) -*„) f + • - 7 ; Aa) (x-xJ+R, 


1! 


2! 


( c ) . . N+ i 

•( x-a) 


d ° nde ^ = 7^l)! 

En el caso particular en el que x 0 = 0 y x = 1, tenemos que 


F" (O) F 

F(11 = F(0j + F'(0) +-—- + . . . +— 


i") 


( 0 ) 


2 ! 

F (k) (0) F 

y ——— + /? n , donde R 

k =0 


n ! 


+ K 


(»+i) 


W 




n 


(w + 1)! 


, para algún c entre 0 y 1 (1) 


Ahora, consideramos una función /: R 2 —> R de clase Ó n ' 11 en un abierto Ci 

de R 2 . Es decir, / tiene derivadas parciales continuas hasta de orden n + 1 en el 
abierto U c: R~. 


Si x 0 = (, y 0 ) es un punto de de U y x = (x 9 y) otro punto de U tales que el 

segmento rectilíneo [x„, x], que une los puntos x„ y x está contenido en l* 
entonces podemos definir la función de una variable: 

F:[ 0, 1]->R 
^(0 = /(x 0 +/(x —x 0 )) 

La función F{t) tiene derivadas hasta de orden n + 1. Buscamos relacionar estas 
derivadas con las derivadas parciales de /(.v, y). 

Si x x 0 h (h\i hj ), entonces F(t) —j (x 0 + / h ) y tenemos: 


F(0) =/(x 0 ), 


) /(x 0 + h) —f(x) 


Usando la regla de la cadena, 

F'(/) = ^,Dj/(x 0 +/h) + h 2 Ü 2 f (\ 0 + 


rti) 
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Ot [ *i D,/(x„ + ?h) + /; 2 D 2 /(x„ + ,h)I 
+ I12D2 [ ¡h D/(x„ + íh) + h 2 D, f(x„ + rh )] 

= h¡ Dn/(x.+ Ih) + A,AjD 2 ,Xx 0 + /h)+ MiD, 2 /(x 0 + ,h)+ h¡ D 22 /(x„+ /h) 

Si n S 1, entonces j es de dase C* 2 ' y tenemos que D : , / - D n /: Luego. 

F’(i) = D,|/(x„+ íh) + 2k, lhO t2 f(x„+ (h) + h; D 22 /(x 0 + /h) 

Similarmente, si n > 2, entonces / es de clase C* 3 * y 
F (0 = /í| Di i l /(\ í} +;h)^3 h¡ h 2 D\ i 2 ./(x u +/h)+3/?, fc D, 22 ,/( x o+ /h)+ D 2 >/(x 0 +/h) 


En general, para i = 1,2. 3.n +1, tenemos 


F 




/(,*-'/;ÍDf- f D^/(x 0 + th), 


( 2 ) 


J = 1 


donde 


k\ 


J 


k ! 


/ 


! (k — i )! 


es el codicíenle del binomio de Newton, 


La forma de la igualdad (2) nos sugiere que esta igualdad puede expresarse, 
usando el formulismo del binomio de Newton, de la forma siguiente 


F [k ' (l)~ [AD| +/? 2 D 2 ] , /(x 0 + íh) 
En particular, para f = 0, tenemos: 


(3>; 


F 


(*) 



= [/t,D, +/7 2 D,]V'(x„) 


(4) 


Ahora, ya podemos enunciar el teorema de Taylor para funciones de dos variables. 


TEOREMA 3,22, Teorema de Taylor para funciones de dos variables. 

Sea U <= R 2 abierto y f:U -•> R una función de clase C (n . 
Si x 0 = (x,, y Q ) g U, entonces, para cualquier x g U tal que x * 


x 0 y [x 0 , x] C U, se cumple que: 


n 


A *) f ! x -. x 0 ) í>i + ( y - y * ) d 2] /( x *) + R 

~ f* * 

A=0 

donde 

1 


(5) 


‘ r(x--t„)D| +(r-y 0 )D 2 ]" + '/(c), para algún ce(x„. x) 

(w + t ]! L 







Sea F: [O, I i ->R FU) =f(x ü + t(x -x 0 )) =/(x„ + /h), donde h = 

^0 


Como / es de clase C (n H ', F tiene derivadas hasta de orden n + i 


De acuerdo a (1): 


n 


] 


^(1) = (0)^ /? n , donde 


i 0 


A'! 


( 6 ) 


/?„ = 


(« + ])! 


F 


ífl+i) 


(c ), para algún c entre 0 y 


Pero, F (1) = /(x) y si hacemos c = x 0 + di, entonces 
acuerdo a (3), 


c está entre x„ y x y, <] e 


F (í ' (c) = [/;, Dj + h 2 D, ]7(*o + ch) = [h, D, + h : D, ]*/(c) 
Ahora, reemplazando estos valores en (6) y considerando (4>. tenernos 


n 


j{\) [(v-.vjD, +{y-y„)D 1 ]*/(*„) 


+ R n , donde 


k -0 




I 


(n + ]) 


[(x A 0 )D, + (y-y 0 } 0 2 J + [f(ch 




A la igualdad (5) dada en el teorema se la llama fórmula de 
Taylor de la función f en el punto ( x 0 , v 0 ). En esta fórmula 
se distinguen dos partes: 


1. El polinomio de Taylor, de orden o de erado 


n 


n 



1 


P¿ X ,y)= > -[(x-xjD, +(.v-y 0 )D 2 ]*/(*„ ) 


k-Q 


' polinomio nos proporciona una aproximación a fix, y) en 

^ A o » 3' 0 )• En el caso de n = i, la aproximación^ 

mediante el plano tangente: 

Áx.y) ~f(x 0 ,y 0 ) + L\f(x 0 ,y o )(x~x 0 ) + D 2 f(x 0 .y 0 )(.v- v„) 

2. El residuo: 




nos da el error 


(// + ! )! X a o ) D, + (y _ ) £> 2 J M 1 /(c) 


que CUando aproximamos /(.v, r) 














: 7,/ vZfim *3 TI -r . ' 'm-t'Z .. ? - 
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EJEMPLO 1. 


Desarrollar la fórmula de Taylor en i 0 = (0, 0) para n = 3 de la 
función f{x,y) = e x ln(l + _y) 


Solución 

Tenemos que: 

= 0 



D ] f(x,y)=e x ln(1 + y) 


D 2 f(x. y) = 


X 


1 + v 


D nf( x >y)= <?' In(l + y) 


Dnf (*■)') = 


X 


1 + v 



DJ{ 0,0) = 1 
D|,/(0,0) = 0 
D| 2 /(0,0) = 1 


°22/('•..I’)= - 


(1+ v) 


Au/(*. v)= e' ln(!+>-) 


A i2 / ( v % y) 


X 


1 + \ 


A 22 /(-'%>•) 


-V 


( 1 + t) 


D 222./'('V, V) = 


2e> v 




Ai \\f{x*y)= e* ln (1 +y) 


Ai i2/(- v ’ t) — 


€ 


I -f Y 


X 


D \mf(x*y) 


0 + v) 


A 222 / 0 *» 7 ) = 


2e 


X 


(l+.v) 


D 2222 .f(x,y)= - 


6e 


X 


Ahora, 


(* + y ) 


D 22 f{ 0 , 0 ) = -] 


D 


111. 



= 0 


D 


112- 



= 1 


D 


122. 



= -l 


D 





= 2 


Am/( c i- c 2) = l? ‘ 


All2/( c l-‘'2) = 



,0 


1 + c -> 


+ C'2 ) 


A 122./ ( r l a 2 ) “ 


A 222 f ( ^ 1 ’ c 2 ) 


(I + e : y 


2e q 


(i+^y 


(Ci* c 2 ) — 


6e q 


^ 1 + es ) 


La fórmula de Taylor en x 0 = (0, 0) para n = 3 es 

h Í.Sb1í,I i- * , 'JV'í k . ,:j 




























lih 

k-0 


+ yD- 



+ /?3, 


f{x, v) = -J í [.vA + yD 2 f / (O. 0)+[.vD, +yD 2 ] /(O, 0) + 

U i 

+ 7 :!-vD, +yD 2 f /(o, 0 ) + /?3 

3! 

= /0,0)+[jcZ) 1 /(0, 0) + r £) 2 /(0, 0)] 



1 

+ - 
2 L 

1 

+ — 
61 


v 2 D n /(0, 0)+2 xyD i2 f(0, 0) + y 2 D 22 f{0, 0) 


.v 3 O m /(0. 0) + 3 a--.vD 112 /(0, 0) + 3.vv-D i22 /(0, O ) + y i D m 



1 


0+ ,v(0)+ v(l) ¡ + — x 2 (0) + 2xp-(l) + yr (-1) 


+ i 

6L 


r (0) + 3.v z y (1) + 3xy l (-1)+/ (2) 


mí 2 ( — 


Esto es. 


r , \ 1 1 í 9 

f( x *y)=y+xy~y + y 


— jcv 2 +2v 3 + /?i donde 
2 


1 


A -— f ví)| + yDl ] ;! C] ’ ¿ 2 ) 


I 


4'L 


X 4 A ! í 1 / ( C 1' c 2 ) + 3 ;í A 112-/ ! C 1 * c 2 ) + 6- v ~ V“ A 122/( c l* c 2 ) 


+ 4at 3 D ] 222 f{c u c 2 ) + y 4 z> 2222 / (q, c 2 ) 


r, 


24 


X a In(1 + c 2 )+-^—x i y 

1 +c 2 


6 


0 + c 2 ) 


2 2 

x y + 


8 


(1 + 6*2 ) 


3 


XV 


3 


6 


v 


(l+r 2 ) 


para un cierto punto (q, 



y (x, y) 



EJEMPLO 1. I. Hallar Pz(x y), el de Taylor de segundo grado, en x u - (2,D 


J (*>y) = J~x 


+ v 


2 . 


Solución 


1 . 


Utilice P 2 (x, v) para aproximar f ( 2,02) + (0,97) 





































/>,/(•'% y)“ 


3a 


D 1 f(x,y) = 


Ai/(v,y) = 


D nf( x -y) = 


N*, v) 


2 xi 

A 3 + y 2 

1“ 

y 

V 

y 

3 2 

X + v 

wf 

y w ; 

Ja 4 + 1 2av 2 

) 

4 

( i y 1 ' 2 

[x + r ) 

>) = 

-3x 2 y 

) 

2 

(a 3 Vf 

vW - 

X 3 

)) 

( 

3 n 3/2 

a +r) 


A - A 0 ) D, + ( 


A/(2, l) = 2 


D 2 /(2, 1)= i 

3 


Ai/(2, i 


I 


A 2 /( 2, 1) — 


9 


a> 2 / O _ 


8 


27 


; ; «)A] a /(Xü) 


A=0 


A2,l)+ 2 [(a- 2)D, + (y-y 0 )D 2 ]' /(2. 1) 

[(.A-2)A+(y-y.)A] 2 /(2, i) 


1 


1 1 


/2,1)+[(a-2)£>,/(2, \) + (y-y ú )D l f(2, 1)] 


l 

+ - 
1 


(x-2) 2 D n f(2, \)+2(x-2)(y-\)D l2 f{2, l) + (^-l) 2 O 


-3 + 


1 


t(x-2) + -(y-y 0 ) 


1 

+ — 
2 


1 


( x - 2) 2 +2 


7 \.v-2)(y-l) + A ( v_,) 




27 


3+2 .r-2)+ \{y-y 0 >+ ~(a-2) 2 -—(a - 

3 6 


9 



> ,_|s+ —(.y-1) 


Esto es, 


1 


= 3+2(A-2)+i(y-3'J+¿(.v-2) 2 - ? (A-2)(y-l)+^ 

2. Para (a, y) = (2,02, 0,97) y x„ = (2, 1), tenemos x - 2 = 0.02. y - 1 = - 0,03 y 

P2Í2,02,0,97)=3 +2(0,02) + i(-o,03) + T( 0 - 02 ) 2_ f( 0 ’ 02 ^ _0 ' 03 ^ + 27 ^ -0 ’ 03 ^ 



(y -1 1 


6 



3,0304 


2,02)' +(0,97) 2 » PA 2,02, 0,97) 3,0304 

































\ 7 ¡ Usando el teorema de Taylor, probar el criterio d 
segundas derivadas parciales pata extremos locales (t eo ^ 

1 IOl ni ta clirp íict* 


3.19), que dice así: 

Sea z = f(x f y) de clase C í “ ) en un disco abierto con 

centro en un punto crítico (a,b) , y sea 

A = A(ct, b) - fn ( a,b) f yy {a,b )-{/ lT (a r b)\ 

a. Si A(cr, A) > 0 y /^(a.b) > 0, entonces f tiene un mínimo 
local en ( ajy ). 

b. Si A(a, b) > 0 y /^(a.b) < 0, entonces f tiene un máximo 
local en (o,A|. 

c. Si A(¿?, b) < 0, entonces f tiene un pumo silla en ( a,b). 

d. Si A/>) = 0, no se tiene ninguna conclusión. 


Solución 


= 1 . 


Como - f{x>} ) es de C ^ , podemos aplicar el teorema de con n = 

x ° - (a, b), h = (A, k) y x = x 0 + h = (a + /?, jfc) : 

/( A. .V) A IA 0 . .)■ 0 ) + D, / (,y 0 . y 0 ) ( .V - .V„ ) + D 2 f ( ,Y 0 , v„ ) ( y - y g ) 

Aa + h. b + k) =/( a,b) + hf x ( a.b) + kf v (a,b) + R x , donde (1) 

' dT 

__ 1 r 2 

_ 2 L /vv (“'i ’^ + ZItkfxy (í’j.í'2 ) + k 2 f }y (r,,£‘ 2 ) 

Por ser (o, /,) un punto critico de/ tenemos que /, (a,*) = /; = 0. Luego, a 

(1) lo podemos escribir así; 


Aa + h.b + k)-fUb) = í¡h 2 f ir r lo,,, , , ’ J 

4V ■« 


(2) 


Sea £)( í7,/> ) 


] 

2 


( a ' b ) +2h W xy (a,b)+k 2 f n . (a,b) 


^ V”’*'/ 1 n Jyy \U.O) . 

Como f . f \i s 

xx xy son contmuas, para valores pequeños de h y A'. 

Irf xx (c u c 2 ) + 2hkf xy (c t ,c 2 ) + k 2 f n , ( c „c : ) 


6 (a» A) 


2 


Luego, de (2), obtenemos que: 


•Aa + A,6 + *)_/( 0>é ) - 


(?» 













leterminación de un extremo relativo de f{x , y) en (a, b ) depende del si 



¡{a + b + k) j ( £í »^) • Pero este signo, de acuerdo a la expresión anterior, es 


¡gual al signo de Q{a,b }. 

Pero, multiplicando y dividiendo entre j^ («,/> ) y completando cuadrados. 


flM = 2 77M)[ /r /« í "• ; ’) + 2 Wxx f xy (a,b) +k 2 f a f„ (a, b) 

2 

(«cr a ' h ) + k f\y ( a ' b )) [fxx { a > b )fyy( a i b )-fw ( a - b 


Q(a,b) - 


Ahora, 


2 fxx i a ' b ) 

(/i/ x * (a,ó) + A/ AJ (a,/>))“ +k 2 A(a,b) 

2 Jxx i a ’ h ) 


a. Si A (a, b)> 0 y / YV ) > 0, entonces g(í7,ó) > 0 y de (3), 

f{a + h, b + k) > /( a , 6) => /(a, ó) es un mínimo local. 

b. Si A(o, />) > 0 y fxx( a ’ b ) <0, entonces O (a, b) <0 y de (3), 

f[a + h.b + k)<f(a,h\ => /( a, b) es un máximo local. 

c. Si A(tJ, b) < 0, entonces existen h y k para los cuales Q(a,b) > 0 , y existen h 

y k para los cuales Q(a,b) <0 => (a, b, f(a, *$) es un punto silla. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3J) 

1. Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 en el punto (0, 0) de la función 

f(x 9 y) = e x eos y 


2 . 


Rpta. P$(*,y) = 1+x+ f 2 ~y yl r ’ 2 ^ 

Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 en el punto (0,0) de la función 

X+V“ 


/ ( y ) 


= e 


Rpta. /j(jr,y) as l + * + ^* 2+> ’ 2 + 6* 3 

M 1 | 

. . r /-/vvV-r 4 + xv -2 y en el 

3* Hallar la fórmula de Taylor de la función ./ v A L } 

(0* 0) y para n = 2 y 

Rpta. x 4 + .vv 2 -2r 2 = - 2y- + Ri, donde Ri~ 4c,.r + n" 
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es 


4 . Hallar la fórmula de Taylor de la función f{x,y) = x 4 +X 2 / +J ? e n e l 


Punto 


(-U 1) y paran = 2 

, x * + v 2 v 2 + v 3 = 3 -(x+l)+5(H)+ 7(x+l) 2 -4(.t+1) (y 


Rpta. 



3 




donde /?,=-4 í-,(.v+ 1) 3 + 2c 2 (.v+l f (H)+ 2c,(.v+l )0’-l ) 2 + (>-])J 


2 


5. 



>n / f x, y ) = —— e n el punto 






n 

2 


\ 


,1 


j 


y para n 
sen x 


= i 


1 


Rpta. 


= 1+0’- 1) —:.v-/r/2) + 0’- 1) donde 
v 2 

r 

1 cosq , , , 1 cosq 


R,=-~ - '-(x-x/2) J +-^±{x-x/2Y{y-\) 

6 ci 2 c-> 


+ CQS , Cl (x -7ü /2) (jv — l) 2 - 





4 

c 2 


(v-i) 
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< -UIDO FUBINI 

( 1 . 879 - 1 . 943 ) 


*- a p. 4 Inte 


gr ‘‘ lt ' s Múltipla 



GUIDO FUBINI, nació en Venecia, Italia, el 19 de enero de I 879 Tenh, ,/ 

T Peq ? eR0 GÍga, ' te " PO '' m ' all “ PeqUeña ' m Srm " ,m,e Tgraí 

p tsonahdad Su padre jue un profesor de matemáticas en Venecia. Ejerció eran 

influencia en la formación educativa de su hijo, quien mostró, desde temprana Lcl 
ser mi brillante matemático. ' 


„Il L8 t 96 , F “ blni mgreSÓ a la Escuela Normal superior de Pisa, donde fue 
e. nuhante de dos matemáticos italianos sobresaliente, Utisse Dini f1.845-1.918) v 

Bíanchl (¡-856-1.928). Este último condujo a Fubini a la geometría 
J encía!, campo en que desarrolla su tesis doctoral. Paralelismo de Clifford en 

fun ’ WS l l P ílcos ^ás tai de abordó, con mucho éxito, otros campos como 

j . ° n \ S amónicas, análisis complejo, ecuaciones diferenciales, ecuaciones 

n )(j ^ . eS ] {e fj* 1la C L grupos, geometría no euclidiana, cálculo de variaciones. 

hn ,r ‘ Q . nme,a (cierra Mundial su trabajo se orientó a asistir al ejército 

cimiifn et )' ÜS • areas a P^ cac ^ as a precisión de la artillería, la acústica v los 
cu cultos eléctricos . 


En 1.901, Fubini entró como profesor en la ui 
e aquí se mudó a la Universidad de Genova. 

permaneció tres décadas como profesor del 

Tarín . 







de Catania, en 
En 1.908, pasó a Turin donde 

mico y de la Universidad de 


Siglo XX qi ¿n mentes más brillantes de la primera mitad de* 

„ *«£ 7tZr'" h ‘"'“7 « ?•«V m** A •» «■—f 

iteradas. petmitc calcular integrales dobles mediante integré 

(juido Fubini fue judio Fn / o?v /./• 

renunció su posición en la \mi¿ ° bU } a ?° ? or ¥ política fachista de Musso!mi 

Í*2**Mm de T '" in - ** aceptando * 

ís "'d‘os A vanzados de Princeton Anuí , j° S Unidos a " abajar en el Instituto P“ rí 
™ Nueva York en ,.943. ^ los 5 últimos años de su vida V" en 











Este capítulo está dedicado al estudio de las integrales múltiples, que son las 
integrales de funcones de dos tres o más variables Estas integrales ¡¿liarán las 
aplicaciones de la integral de funciones de una variable. La más simple de las 
integrales múltiples es la integral doble sobre rectángulos. 

Consideremos el siguiente rectángulo en el plano XY 
R = [a,b\x.[c,d\= { (.v, y) / a < x < b, c<x<d\ 


Dada una función real / : R -> K, buscamos definir la integral I f(x, v)dA. 



R 


Procedemos en forma similar al caso de una variable. Tomamos una partición de 

[a, b] formado por m subintervalos [% _,, x¡ ] y una partición de [c, d] formado por n 

subintervalos [>’j _ i, vj. Con estas dos particiones construimos la siguiente partición 
del rectángulo R. 

{ R\, Rii R}, . • ., /?.v 

formado por los siguientes N ~ mn subrectángulos de la forma 

[x t _ h X\ ] x [v¡ _,, v t ] 

a los que numeramos en algún orden. 


Y 

* 


Definimos la norma de esta partición ’P " T n ■ 
como el número 


P || - La máxima longitud de las 



e=y\ 


( x l > )i ) 


i 



i-1-r 


--1-!“► X 


a = .v 


b — x 


diagonales de los subrectángulos 

En cada uno de estos subrectángulo Rk 
tomamos un punto cualquiera , y* k j. 

El área de este subrectángulo es A A¡¡ = Ay* x Ay*. 

N 

Con estos elementos formamos la suma de Riemann ¿^J » )’k ) 

*=i 

OplÑÍCION. I Dada la función /:/?—> R. Se llama integral doble de / sobre el 


rectángulo R al número 



/V 


f(x, y)dA = L im £ / (- v t - X* ) M» 

■ ■ II P H° t, 


en el supuesto de que el límite exista, en cuyo caso se 
función f es integra! de sobre R. 


dice que la 


























Í8fl 



Ca P4 Int 




e Mes n. 

Mu| e^ 


n qu e 

que 


Se prueba que si /: R -> R es continua, entonces /es integrable sobren A 

hay funciones no continuas que son integrables, la gran mayoría de eje 
aquí veremos caen dentro del caso continuo. P' 1 

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DOBLES 

El siguiente teorema nos dice que las propiedades importantes de la int 
son las mismas que las de las integrales simples. La demostración h 
proposición sigue fácilmente de las propiedades de las sumas de Rj em C esta 
límites, por esta razón, esta tarea la dejamos como ejercicio para el lector 3011 


T EOREMA 4.1 Propiedades de las integrales dobles. 


Sean j[x, y) y g(x, y) dos funciones integrales sobre el rectán 
R y sean a y h dos constantes, ^ 0 


1. Propiedad de linealidad 


j^[qf'{x,y) + bg(x,v)]dA = ajjf(x,y)dA 


+ b 


R 


R 



g(x, yU { 


2. Propiedad dominante 


My)>g(x< y) 


R R 

3. Propiedad de subdivisión del dominio 


R 



f(x, y)dA > \ g(x,y)dA 



Si R es unión de de los dos subrectángulos y fleque no se 
sobreponen, entonces 



f{\\y)dA 


R 



/(.v, y)c/A + /(x, y)dA 





Rj 


VOLUMEN Y LA INTEGRAL DOBLE 

Así como la integral de una variable está relacionada con el área, veremos a 
continuación que la integral doble está relacionada con el volumen. 


Supongamos que la función/: R -> R es no 

negativa. Esto cs,/x', y) > 0 en todo punto del 
rectángulo R, 

En este caso, J(x k , y k ) es e { volumen 

del P-lelepípedo (la caja) de base el 
rectángulo R* y altura f ( x ¡, y ¡ ). La suma dc 










/. 


z -fix.y) 


¿ / (**. yl ) 

/r=I 

nos proporciona una aproximación del volumen V 
del sólido bajo la superficie z = J[: v, y) y sobre el 
rectángulo R. Si/es integrable, un refinamiento de 

la partición formada por subrectángulos de 

menor norma, nos dará una mejor aproximación. 

Tomando límites obtendremos: 


N 


v = ¿im X /(**> >í )Mt = 



f{x,y)dA 


R 



INTEGRALES ITERADAS 


La tarea de calcular una integral doble mediante la definición es complicada. Para 
salvar esta dificultad contamos con el método llamado de integración iterada o 
integración repetida. Supongamos que /(x, y) está definida y es continua en el 

rectángulo R = [a, b ] x [c, <fl. Consideramos la integral simple 


que llamaremos integral parcial de J{x, y) respecto a y en el intervalo [c. d\ 
manteniendo a la variable x constante. El resultado es una función de x en el 

intervalo [ a , b], 

d 

f(x,y)dy , 

k 

Integramos esta función I (x) en el intervalo [íí, b) obtenemos la integral iterada. 



c b c h 

r d 

F(x)dx = 1 

f (-v, y)dy 

J a J a 

Je 


dx 



Similarmente, integrando /(x, y) respecto a x en [a, b] manteniendo a y constante, 
y luego integrando el resultado respecto a y en [t\ d ], obtenemos la integral iterada 



Para calcular una integral iterada se procede de adentro hacia fuera. Esto es. 
Primer lugar se halla la integral que está dentro del corchete, y luego se halla la 

ln 'cgral exterior. 
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Con ánimo de simplificar, en ' 
los corchetes, del modo siguiente: 


lo sucesivo en las integrales (1) y (2) omitiremos 


J J ftx, y)dy dx, 


d ñ b 


f(x,y)dx cly 


c * a 


Con este caso 
primero. 


el orden dy dx ó dx dy indican cual integración se lleva a cabo 




1 M 3 


1.1 I (4xp + 3y )dydx 
\ 0 


2. f J (4j<y+3 y 2 )dxd}' 


Solución 


1. 


n: 


(4.vv + 3y 2 )dy dx = 


4x- 


y 


2 


+ 3— I dx 
3 ’ o 


[ 2 xv 2 + y 3 1 dx = 
L • ■'Jo 


2jc(3) 2 + 3 


]-[2x(°) 2 


ll 


“ + 0 ' }dx 


[18x+27]ííc = [9jc 2 +27x]‘ = [36 + 54 ]- [9 + 27]-54 


3-2 


2 . 


{4xy + 3 y 2 )dx dy = 


o 




X 


4—y + 3 y\x 


2 


dx 


J i 


o i 

3 r 

3v 2 a*J ^ dy = I ^8y + 6y 2 J~^2y + 3y 


o 


2x"v + 


dx 


o 


o 


(ó y + 3y 2 ) dy = [3y 2 + y 3 ] o - [27 + 27] - [0 + 0] - 54 


Vemos que ambas integrales dan el mismo resultado. Esto, como 
continuación, no es casualidad. 


veremos 



E' siguiente teorema, demostrado por Guido Fubini en 1.907, nos dice Q üe ^ 
integral doble se puede calcular mediante integrales iteradas. 


¡TEORE MA 4,2 Teorema de Fubini para rectágulos 



Si ./{-v, y) es continua en el rectángulo R = 

H ñ h i» d 

f{x,y)dA = 


.s 


/(*, y)dy dx = 


[a,b 1 x [c, di, entona 

dñb -édy 


a •> c 




ux,)¥* ■ 


c * n 
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Demostración 

I a demostración de este teorema está fuera del nivel de este texto. Sin embargo, 
en el problema resuelto 6, presentamos la prueba para el caso particular J(x , y) > 0. 


EJEMPI.02. 


Evaluar la integral 



R 

donde R es el rectángulo [-2, 1 ] x [-1, 3], 


Solución 


De acuerdo aí teorema de Fubini, para evaluar esta integral doble, podemos tomar 
una de las dos integrales iteradas: 


f l r 3 

f 3 r 1 

1 1 6xy 2 dy dx ó 

I 1 6 xy~dx dy 

J -2 J -1 

J -iJ -2 


Escogemos la segunda: 





EJEMPLO 3. 


Hallar el volumen del sólido acotado por arriba por el paraboloide 
= x~ + v“ y por abajo por el rectángulo R — [~2, 1 ] x [ — 2.2]. 


Solución 
































PROBLEMAS RESUELTOS 4.1 



PROBLEMA L| El orden de integración es importante. 


Evaluar jj .v eos (xv)dA , donde /? = [0,7t]x[],2] 


R 


Solución 


El teorema de Fu: i ni nos da dos alternativas: 


I 



•V eos Ixy )dA = 


R 



7T 

[x eos [xy] dx] dy 
o 


o 


2 



X eos (xy)dA = 


R 


m 


■V eos (xy) dy] dx 




v en el 


2 



x eos (xv)dA = 


x eos xy dy] dx = 


R 



f'fi 

n 

[sen 2x - sen x j dx — í— 


n 


-i o 


sen xy 


o 


dx 



1 

— eos 2.v + eos x 
2 


1 


o 


| eos 2n -feos# 


1 


--cosO + cosO 


1 

—1 
2 


—+ 1 
2 


= -2 



IBOBLEMaTI Evaluar 


Solución 


a> 


•V eos 


-y' ¿r] dy 


Procedemos a integrar 


Sea u = x 


por partes: 


y dv — 


wsxydx. Luego, du = dx 


dXy = 



v c °s xy dx = 


sen ai 

*• 

V 


y 


x sen .vy 

y 


o 



n 


sen .vy 


dx 


o y 

























eos 


7t sen 7ty i 
=- c. + 



eos XV 


n _ tv sen k y 


j o 


4 * 


Esto es. 


1 


re 


x eos xy dx 


_ tt sen ti v 


+ 


eos ny 


o 


V 


Integrando respecto a y la expresión anterior: 


I 


V 


ffV 

J [ J o 


eos xy dx\ dy = 


71 sen tt\ 


~ dv + 


1 


V 


eos 


1 y 


í ’i 


Calculemos la última integral: 


-V dy= -- 

1 y 2 I 


-1 1 


1 


_ 1 . 1 

h | = — 
2 l 



ti sen ttv 


1 


1 


dy . Lo hacemos ntegrando por partes 


1 


Sea // = — y dv 

V 


7 t sen 71 y dy. Luego, du~~~ 


v = -eos n r, 


v 


ti sen ti 1 


dv - 


eos 71 y 

V 


1 


eos 71 v 

m 

1 y 


dy 


eos 2 71 eos tu 
--- + -- 


1 



eos ti v 


dx 


i y 


Esto es. 


eos ttv . 3 

- r— — dv = - 

.1 * 

1 y 2 



eos tv 


1 y 


7T sen tv y 


d\ 



eos TTV , 3 

- dv - 

V 2 ' 2 

) 



e, reemplazando (2) y (3) en (I), obtenemos: 





¡HobTí 


3. Evaluar 


^oluci6n 














































a. Si / es continua en R = [a, b] x [c, </) y ./í-v, y) = g(.v)Mv), 
entonces 




/(*, = I I g(x)h(y)dA = 


R 


R 




m V IVI- 


a 


1 



i i/fi< 


b. Evaluar 



ln Jy 


xy 


t!A , 7? es el rectángulo 1 <.v < e\ 1 <y<e 


R 


Solución 


Aplicando el teorema de Fubini tenemos: 



f(x, y)dA = 


R 



g(x)h(y) dxdy = 


a 


ni 



£/ 





í 1 


h 

Ky) i g(x) dx 

a 



dy , 


/?(v) no depende de x 




a 






c 



g(x) dx es una constante 


a 


parte a: 


Aplic «Jo e | resu | tado de | a 
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ln 2 e ln 2 1 _ l 2 O 2 1 

2 2 2 ~ 2 ~ 2 



a. Probar que 


f TV 

Jo Jo (X 


V ~ x dxdy = — 


(.v + y) 


b. Probar que 



y-x , , i 

a ve ix ~ — 


o 


íx + y) 


3 


c. ¿Por qué los resultados distintos obtenidos en a) y b) no 
contradicen el teorema de Fubini? 


Solución 


a. Sea u - x + y, donde consideramos a v como constante. Luego, 


du - dx. x = u- v. 


V ~ X 


(*+>’) 


dx 



y-(u-y) , 

-— v . du = 


u 



2v ~ u -du = I lldu 


u 


u 


3 


u 


3 


du 


u 


= 2 y I u 3 du - I U "du - 2y 


-2 -l 

It U 


-1 


+—i 


(-V+>') 


.Y + V 


En consecuencia. 


f 

'our+j») 3 

— 

y . 1 

1 

V 

_ i— 

1 

h 


y 1 

—-— -f--— 

(x+y) x +y j 

0 

. 0 +yf 

1 + 2’ 


7 *" 

V" .v 

w _ — 


y 


1 


( 1 ) 


p 0 +yf l+y 

e, ° r ^componiendo en fracciones parciales. 


y 


i 


Re 


em Pl a5? aodo (2) en (1); 


(l+y) 


(i+ y) 


1 + V 


(2) 


































































I 


I 


V-.Y 


O 


(*+ y) 


\ 


dx - 


1 


(!+>') 


! + v 


+ 


1 


! + y 


0 + v) 


i n consecuencia, 



V - -Y 


o (*+;’) 


dxdy = 


0 


(•+;’) 


ch “ 


-i 


1 4 - V 


n 


1 1 

-+ 1=1 

2 9 


b, Procedemos en forma análoga al caso anterior: 


Sea u = x + v, donde consideramos a x como constante. Luego, 

du = dy , v — u — x y 


v - x 


(x + y) 


3 


dv = 




— 2.v 


u 


da = 



~du-2x I u 'du 


1 x 

— + - 


x + y 


(-Y + V I 


Luego. 


f 1 — x 

1 — : - ¿¡y = 

1 X 

-j- 

1 

1 X 


1 A' 

) 0 (y+ v) 

_ x + y ' (x+y)\ 

0 

(.Y + l) 2 


1 

r i 

H 

f 

1 H 

1 

__i 


x +1 


+ 


X 


1 


(.Y+l) 2 


.Y + l 


+ 


En consecuencia, 


(.Y+l) 


1 1 

+ 


.Y + l 


(■Y + l) 



y - x 


0 (x + y j 


dvdx = 


1 


o (x+1) 2 


dx — 


1 


-i 


■Y+l 


0 


1 1 


c. La función j[x, y) - 


v - X 


( x+ y) 

hipótesis del teorema de Fubini no se cumplen. 


3 no es continua en el punto (0, 0) y. por tanto 


. las 




Probar el Teoi una de Fubini para el siguiente caso particular* 
Si j es continua y J(x, y) > 0 en R = [ a ,b]x [c, i{\ entonces 



demostración 


f (*»>’)dy dx = J f f(x,y)dx dy 



















































' 


umen del sólido bajo la superficie z = /(.v, y) 
v sobre el rectángulo R. Esto es, 


V 



f(x,y)dA 


(l) 


R 


en forma 



Por otro lado, cortamos al sólido 
pendieular al eje Y. 

Si A(y) es el árta de la sección de corte a la altura de punto y entonces 

b * ’ 


A (y) 



/* : -v. y)dx 


Í2) 


a 


Pero, de acuerdo al método de las rebanadas (sección 4.1 de nuestro texto de 
Calculo Integral), el volumen del sólido es 

* d 

V= 



A(y)dy 


(3) 


Reemplazando (2) en (3): 


V = 




J'(\\ y)dx 


a 


dx 


(4) 


De (i) y (4) obtenemos: 



f(.\\y)dA = 


R 



/(.v, y)dx 


a 


dx 


En forma análoga se obtiene la otra igualdad: 

r b r d 

/(.v, y)dA = 

a 



R 




/(.v, y)dy dx 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.1 


i 


Dj 


x + xy> + y 



y 


til 3 


ln 2 


e 




0 



0 


; evaluar la i 

ntegral iterada dada , 


m m 1 

Rpía. 20 

2. 1 1 .v eos y dxdy Rpta 0 


J o J 0 

Rpía 2 4 

f f - l — T livdx Rpta ln 16 

' JJ, (.v + O 2 ' 15 























Cap. 4 Integral 


eS Mu| tipi*. 


I 




f ) y + 1 y 


ixdy Rpta ln 4 6. 



n 


(xy+l) 


2 dyd* Rpta U; ? 

- 4 


7. 



21 

/?/7/a — Jn2 
2 


8 


O L I 

o 


j 

% 0 izlíL 2 


*■ 

O 


+ scn y eos y dxdy Rpta (e r ~ i )(e - I ) 


10 . 



xy 


ojo x + v 2 +1 


í/pt/v 


1 ?7 

Rpta - ln — 

4 16 


En los problemas del 11 ai 18, evaluar la integral doble dada. 


íí 


* = [0, l]x[0, 2] 


Rpta. (e - I)( e : - <? + 2) 


/? 


12. 4a7^ + '- 2 „/ : 


/í 




[o, VI ] 


Rpta. (e- 1) (e - l) 2 


íí 


R 


R [O, \¡ ir / 2 ] x [0, 1 ] Rpta — 

4 


14, 



+ 2x y+yyfx^dA R = [ O, i] x [0, Ij 



7 


R 


15. 



2. xv 
^~dA 


AT~ + 1 


*-[0,l]x[l,3] 


R 


Rpta 4 ln 2 


íí 


R 


w/4]x[0, jr/2] 


Rpta 1 


I 


/? 


R [O, tt/6]x[0, jt/3] 


Rpta 


V~3(;r-6) 1 



12 


18, 



t/j 


X 


a 


1 + y 


jclA 


R [0» Vln 2 ]x[0, 1] 


1 


Rpta — ln 2 

4 


i n i “f 

Hallar el volumen del sól'r! 

y sobre el rectángulo R~ [q 2]x[0°3] e ^° ^ ^^Qloide elíptico z — 4x~ 


20 H i. ’ 1 ’ J R P ta 50 

20- Hallar el volumen del «ai.h • 

s “bre el rectángulo /? = [,' deba J° * superficie z = 4.v’ 

Rpta 116 


1 

+ 3.0 





















rectángulo R - [0, 1 |x[0, 9] 


Rpta 12 


22. Hallar el volurr del sólino situado debajo de superficie z — x In (xy) y sobre 


el rectángulo R = [ 1,2]x[ l, e] 


3, , 

Rpta (e -1 )21n 2- (e - 3) 

“"í - 


23.11 al lar el volumen del sólido situado debajo de superficie r = 


ln x 


v 


y sobre el 


rectángulo R = [ l, e]x[ 1,2] 


Rpta ln 2 


24. Hallar el volumen del sólido situado debajo de superficie r = y\¡ x + y 2 


y 


sobre el rectángulo R ” [0, l]x[0, 1] 


Rpta — (2*s/"2-lj 


25. Hallar el volumen del sólido situado en el primer octante encerrado por el 

cilindro z = 16 - y 2 y el plano x - 3. Rpta 128 

26. Sea el rectángulo R = [x*i, yi]x[ yi\, donde X) < x 2 y y\ < y 2 - Sea / una 
función con dominio R y que tiene sus segundas derivadas continuas. Probar. 

p\2. /■ 

—— dA = /f*i,yi) -f{x^y\) +J[x 2 ,y 2 ) ~A X u}'i) 

cvdx 

R 

Sugerencia: Usar el Segundo Teorema Fundamental del Cálculo. 

27. Si/(x, v) es continua en el rectángulo R = ¿>]x[c, d] y 



A 


V 


g(x, y) = 


/(i-, t)dtds 


a 


L 


Probar que g xy = g yx -fix, v) . , . n _ 

Sugerencia: Usar el Primer Teorema Fundamenta c a cu 







j¡t 








. , • , rQ i f \ n hic de una función r - ,/t-v. y) u 

Buscamos extender el concepto de mteg regiones acotadas. Una 

piones más generales que los rectángulos, como R que | 0 contiene. Esto 

región D del plano XY es acotada si existe un re g 

es, D<zR 
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Cap. 4 Integrales Múltiples 


A la función f : D -* E la extendemos a 

flpT 


todo el rectángulo R, mediante la siguiente 
función F: R -> E 


Fía-, v) = < 


/(v, y), si (a\ y) b D 
0, si (a\ v)e R-D 



x 


Diremos que la función / es integrable sobre Z) si F es integrable sobre R y que 
la integral de/sobre D está dada por la integral de F sobre R. Esto es. 



/(a\ y)d4 



F(x, y)c¡A 


D 


R 


PROPIEDADES DE LAS INTEGRABLES DOBLES 

Las siguientes propiedades de las integrables dobles sobre regiones D acotadas 
generalizan las propiedades de las integrales sobre rectángulos, dado en teorema 4 . 1 . 
Las demostraciones siguen inmediatamente de este teorema 4.1. 


TEOREMA 4.31 Propiedades de las integrales dobles. 


Sean /{.y, y) y g(x> y) dos funciones integrales sobre la región D 
y sean a y b dos constantes. 

L Propiedad de linealidad 


a f( x y , v ) + b g (a% y )] cí4 - a jj/(x, v)dA + ¿JT gi .y, y)dA 



D 


2. Propiedad dominante 


fi x > y) ^ g(x, y) 


R 


R 



f(x,y)dA > I g(x. y)dA 


D 



D 


3. Propiedad de subdivisión del dominio 

Si D = D\ ü D 2> donde las regiones D ] y 

D 2 que no se intersecan excepto quizás en 
sus fronteras, entonces 


/(*, y)dA = I | /(v , 







■ ./ (v, y)dA 


se concentrará en dos fm«c a . 

■le estos dos tipos se nnLi ** ' eglones - Sl / es continua en una 

p c a en cursos más avanzados que / es 
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Cap. 4 Integrales Múltiplos 


REGION DE TIPO I 

Una región D es de tipo l o es vcrticalmente 
simple si existen dos funciones continuas 

ghgi ' [o, b] tales que 
D= {(x%v)/ g ] {x)<y<g 2 {x), a < x < b } 

REGION DE TIPO II 

Una región D es de tipo II o es horizontal mente 
simple si existen dos funciones continuas 

h\. I 12 : [c, í/] > tales que 
D = { (.t, y) / h](y) < x < //:(v), c < y < d } 



y =ftw 







El siguiente teorema nos permite calcular las integrales sobre esta clase de 
regiones. La demostración la omitimos, por estar fuera de nuestro alcance. 


TEOREMA 4.4 Teorema de Fubini para 




1. Si D es de tipo I y / es continua en D, entonces 

f f C h C g 2 ív) 

I /í-v, y)dA = I I f(x, y)dydx 

J J Ja J g, (.v) 

D 


2 . Si D es de tipo II y / es continua en D, entonces 



HEAjELOTI Evaluar f Í 4 xdA , donde De te región encerrada por la parábola 



D 


Elución 


y - x 2 y la recta y - x + 2 


Hall 


i 


em °s los puntos de intersección de las curvas: 

y=x+2 


la 


re gión D está dada por 

cual ev ° = I (v ’ y) ' * £ y ■ x + 
una región de tipo I. 































Luego, de acuerdo a la parte 1 del teorema anterior. 



4a dA ~ 



x+2 


4.y dvdx = 


-i 


X 



4 xv 


-.v+2 


J.r 




-i 


4jc(jc + 2) - 4jc(x 2 ) 


Cap. 4 




-4a 3 + ¿ 

2 c 


II 

> 

\X + l 

\x 

J -\ 





dx 







Algunas regiones poseen la propiedad de ser tanto de tipo 1 como de tipo II. 
Cualquier integral sobre estas regiones puede resolverse de las dos maneras que 
indica el teorema anterior. El siguiente ejemplo nos ilustra esta situación. 


EJEMPLO 2. 


Solución 


Sea D la región encerrada por la parábola y — x“ y la recta y 
Evaluar la siguiente integral ÍJ 3xy 2 dA de dos maneras: 


n 


1. Considerando a D como una región de tipo I. 

2. Considerando a D corno una región de tipo II. 



Hallemos los puntos de intersección de las curvas: 


^ x~ = 2x =í> x~ - 2x= 0 => a* — 0 ó a* = 2 

y = 2 a 


Las curvas se intersecan en los puntos (0, 0) y (2, 4) 


1. La región D está dada por 

D= {(.v, y)l .r < .v<lv,0<.v<2 }, 

la cual es una región de tipo I. 


Luego, de acuerdo a la parte 1 del teorema 
anterior. 
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96 

5 




la cual es tipo II. 



en la recta tenernos: 




Luego, de acuerdo a la parte 2 del teorema anterior. 





[EJEMPLO 3~ 



Sea D la región encerrada por las gráficas de y = 



v = 0. Evaluar 

mr 



de dos maneras: 


1. usando la parte 1 del teorema de í 'ubini. 

2. usando la parte 2 del teorema de Fubini. 

Solución 





!■ La región D no es del tipo I. Sin embargo, a D lo podemos expresar como la 
unión de dos regiones. D\ y £)i, de tipo I. En términos más precisos, tenemo* 
que: 


D — f)\ U Di 


donde 



(8.4) 


A ~ {(v, y) / 0 < y < JJx , 0 < x < 4 } 

^2 = {(x, y) / 2yJ X- 4 < v<\Í2x , 0<x<4 
Luego, 




,vv dA 

































xv dvdx + 
» ■* 


o 



xv dycíx 


2 yfx - 4 



V 


X 


2 


*1 -f2x * 8 

r 2 1 
"I ! “ 

dx + 1 

x— 

Jo J 4 

2 J 


yflx 


dx 


2 J X - 4 



O 


x 2 - O 




8 


x 2 ~x(2(x-4) 


dx 




o 





r „ 3 1 

4 

“3 I 

i— i 

i 

to 

+ 

OO 

* 

L_i 

II 

X 

3 

+ 

X t 2 

f* 4x 

3 




0 

i 


= 64 



2. La región D es 

En las ecuaciones que definen la región D despejamos x en función de y: 


v 


= yf 2X 


X = 


y 


2 


v 


= 2V*-4 


y 

x= -— +4 
4 


Luego. 


D= {(*, y) / 


2 2 

y y 

— < x< —+ 4 . 
2 4 


<y<4 } 



y 



xy ¿¿4 = 


D 



i'”/4 + 4 


r” 2 


xv c/.vt/y 



4| 9 
X“ 


-| 4 + 4 


o 


2 


V 


A 


V 1 : 2 


2 



3 


“77 y + 2 y + 16v 
16 


¿/v 


J 


1 lt 6 I 4 o 2 
2| + 2 ^ 


= 64 


o 





Evaluar 



y-x 


2 


dA, D es el rectángulo D = [—1, ljjxM» ^ 


Solución 


b 



cuales la función üx el rectan gulo D como unión de regiones en 

^ ^ * X se exprese sin el valor absoluto. Bien, 
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7 


r 7 * 7 

v - A* , si v - JC > 0 

IV 

y ' x 

ii j 

i 

7 ' • 7 

X - v, si y - x < 0 

K * * 


v-* 2 , si v>„r 2 

m 

2 * 7 

x - v, si v < x 


Este resultado nos penrtite definir las dos siguientes subregiones de D de tipo I. 


D 


{(.r,j’)e D / y>x 2 }, D 2 - {(, v ,y) e D / v<x 2 }. 0=0,00; 



INVETIR EL ORDEN DE INTEGRACION 

Algunas veces, para facilitar los cálculos, es conveniente invertir el orden de 
integración. Ilustramos este proceso en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 5. 


Evaluar 


Polución 



- p* 1 esta integral nos indican que, en primer lugar, integremos icspecto a 

-■’* Tenemos dificultad. El integrando e y no tiene una antidenvada 
Salvamos esta dificultad cambiando es orden de integración. 


la va na ble 


elemental. 










































La integral 



o 




XI 


e y dydx nos dice que estamos integrando ia f\ Int -. 


f{x f v) = e y sobre la región 

D~ {(x, y) / xíl < y < 1, 0 < x < 2 ¡, 

la cual es considerada como región de tipo I. A esta 
misma región la consideramos como de tipo II: 



Tenemos que: y = 


A' 


x = 2 y, entonces 


D- {(■*■, y) / 0 < .y < 2 v, 0 < y < 1 } 


Luego, 




e y dydx = 


0 v/2 



I /• 2 y 



e y dxdv 


o • o 



o 


I — 1 2 v 

xe i dv — 
o 



2 ye- dv = 


o 


e 


1' 


2 X 



2 X 


- e~\ 


o 





\j X 4 m 4x 4 


0 



tan í x 



Solución 


int^ar!n f en P^ nier lugar, nos piden integrar respecto a la variable x f pero el 

carnbtnnHn ? n ^ a° tiene una antiderivada elemental. Salvamos esta dificultad 
cambiando el orden de integración 


La integral 



4x14 i» 4x14 


o 



V 


tan(jc 2 jdre/v nos dice que 


estamos integrando sobre la región 


1) 


\ ^ ** y ) 


/; ; ^a'<V 774, o<v<v r 774 }, 

la cual es considerada como región de tipo II. 

En^efecio n ' lí>nia re8 ‘ Ón la expresar como de tipo I. 


Tenemos que: j 


y 


y *r, entonces 



y) ¡ 0 y < v- . fi ^ ¡ -- \ 

' a ^ A, U <x < V tt/ 4 \ 


V -T 4 



Yí 4 X 


yjj r 4 



vi 4 X 


































+ 



, donde D = {(.*. v) /1 .v 


v < I 


* 

.1 


D 


Solución 


A la región D la dividimos en cuatro regiones de tipo l: Di \ /) 4 . que no 

se sobrepones y 

D = D,U D-> U O 3 U D 4 , 


1. í 

Si x > 0 , 

y > 0 , tenemos 

w 


Y 


x | +1 y | 

<1 r=> a* + y < 1 = 

m 

y < 1 - x 

■r 

1 


t 


Di = { (jc, y) / 0 < v < 1 - x, 0 < x < 1 / 
2. Si x <0, y > 0, tenemos 


X + V < 1 


-V + v < 1 v ^ 1 + x 


D¿ - {( r, y) f 0 < y < 1 + x, -1 ^ x ^ 0 } 


y 


**• Si x < 0 t v < 0 , tenemos 



x 


x + V < 1 


-x 


v ^ I 


V ¿ 


>-l 


^3 - {(x, y) / y> -1 - x, -1 ^ x < 0 } 

Si x > 0, y < 0, 


tenemos 


v I £ 1 


v _ v < 1 Z=> y > -1 + X 


l> 4 = {(.v, r) / i’ > - I +.v,0< v< I } 



























Cap. 4 



Por otro lado, /(.y, y) = 


A* 


+ 


x 


.v + v, si (x, y) € Z), 






Ahora. 


x + y, si (x, y 


■x - y, si (x, y) eZ) : 


x-j, si (x, y) e A 




+ i 


f l)^= 





+ 


)dA 


+ 


A 



x 


+ 


y 


)dA 


°1 




En forma análoga. 





En consecuencia, 



(I 


+ 


y 


)dA = -+ J.+ l + l _ 4 
3 3 3 3 ~ J 



4 c In x 


JJ 


y 


cambiar < 


íM,-' : 






































/( a\ y)dydx 


D - { (x, v) / O < y < ln x, 1 < x < 4 }, 
la cual es vista cono de tipo I. 



Ahora queremos ver a D como de tipo II. 

Como v = ln x C^> x ~ e\ tenemos que; 

D = { (a\ y) / e v < ,v < 4, 0 < v < ln 4 } 

Luego, 

<• 4 j. \nx m lu 4 

f U\ y)dydx = 

J t J o Jo 


I /(x, y)dxdv 

J c >' 





PROBLEMA 3. 


La integral doble sobre la región D es igual 
integrales iteradas: 


a la suma de dos 



/(-V, y)dA = 


I - 

I /(X, + 

o J o 



v)dxdv 

W V 


Solución 


Bosquejar la región D. Expresar esta doble integral como una 
integral iterada con orden de integración invertido. 


La región de integración de la primera integral iterada es 

D¡ = { (x,y) / 0 < x < 3 v, 0 < v < l} 

La región de integración de la segunda integral iterada es 

£> 2 = { (.V, y) / 0 <x < 4-y, 1 < v < 4} 

Ambas regiones son vistas como del tipo II. Además 


D ~ D] U D 2 . 


A liora queremos ver a D como una región de tipo I 
Tenemos que: 


v = 3 y -o 


y = — , x = 4 -y 
3 


v = 4 - x. 


O = { (a , y) ¡ — < y < 4 — x, 1 í x 


: < 3} 



3 


X 



























/ (V. \ )dÁ 



f ( x, Y)dvdx 


a 



PROBLEMA 4. 1 Evaluar la siguiente integral invirtiendo el orden de inte 


\Qn. 



4 -1 
ñ eos \ 


f 


sen xs 1 + sen^.r dxd\ 


o 


Solución 


La región de integración para la integral 




¡ 


cu\ ) 


sen xxj 1 4 sen“.v dxdv es 


jr — eos V 


0 


/) 


{ ( v, y) i 0 < a < eos 1 y, 0 < y < 1 L 

» w' 


la cual es vista como de tipo II. 


\ 


Pero, a = eos V <=> v = 


v — eos A' 


Ahora, esta misma región, para cambiar el orden 
integración, la vemos como de tipo 1: 


Y t 


v * cm t 


& ~ { (*i JÓ / 0 £ y < eos x, 0 < .v < tt/2 1 


Luego, 



X 



t *" 1 

I i* cas v 


‘n vJ 


sen a v 1 + sen “.v dxdv - 


o 



V 2 m eos i 


0 



J 


sen v\ 1 + sen “ x dvdx 


o 



f T ‘ ^ 


y sen x V 1 + sen'.v 


1 eos V 


o 


dx = 


0 



— ^ 


sen a eos 


x V 1 + sen 'a dx 


Ü 




[l + sen\vj 


3 2 




,T J 


0 


(haciendo u = 1 + sen 2 *) 


0 + 0-1 


;(2/2 - l) 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 4.2 



r„ los problemas del I al 14 calcular la integral iterada dada. 


I. 



V * 


dvdx 


Rpía. 18 


o 




a 


3 


3 


x 2 — y" civclx 


7 


o; 


y sen y dydx Rpía. 


K 


-1 


2 


9 



V 


y 


—seclr 
v 


\ 
x 


dxd\ ’ 




y) 


10 



sen x 


e cosx dvdx 


o 


!n 8 /* ln.v 


p m s p 

"1. J 

11 f'f H 

J -! J - 2 l v 


B x+y dxdv 


e x+y dvdx 


n 1 


13. 



sen x 


\ 


1 


0 



+ 1 



/ 


14. 



3 


. v i 


e ' •’ dxdy 


o 


2 . 


2v 

Ixydxdv Rpta - 11 
-) J r+i 12 




( xy-x)dvdx Rpta- — 

3 


a 


Rpta. —k 
6 


7 

Rpía. — ^5 - 4 yfa^ 


8 



5 

7tl 2 <• 1 + sen x 


0 W 0 



y “eos .y dydx Rpta. — 

4 


cosh 2 

Rpta. ln-— - tanh í 1) 

cosh I 



1 

. e - 

e 


Rpta. 8 ln 8 - 14 


n * 5 ^ 1 ^ 1 

Rpía. -— + - + —7 

2 6 e 3e 3 


7l~ . 

Rpta —- +1 
1 8 



-1 


En ios problemas de 115 al 24 evaluar la integral doble dada 

15 jI lxl y dA . D = {(*,>■)/1 -x<y<sfx . 1 ává2 } 


Rpta. 


163 

o0 


D 


16 í| lv <lA ' D * {(*, y) / o <X < \[4~y , -2 < v < 2 } 


Rpta. 16 
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Cap. 4 Integrales MúlH ples 


17. 



+ 2y)dA , D es la región limitada por y 


= X,x =V 


Rpta 


27 

70 


D 


18. |f (x + y)dA 9 Des el triángulo de vértices (0, 0), (0,1) y (1,1) Rpt a l 


D 


19. f J (x - y)dA , D = | (x, y) / _y 2 < x < 4 - v 2 , 0 < v ^ 


Rpta~4 2_2 


7) 


20 



D 


\/ 4 + + y 2 


í£4 , D = 



< y< — 1 <.v< 2 } 

' 4 } 


Rpta 21n 2 


21. ffr \¡ a 2 -y 2 dA, D = { (.v, y) / x 2 +y L < a 2 f 


D 


22 . 



x~e } dA , D es la región limitada por y = x, y = x 


_3 


D 


23. 



Y ~ X 


dA . D = [0, l]x[0, 1 ] 


D 


24. 



^ + x|í¿ 4, D — [-1, l]x[-l, 1] 


D 


n 32 c 
Rpta — a 5 

45 


/?/?/£/ -(e-2) 
6 7 


- 

3 


D 8 
3 


En los problemas del 25 al 29, bosquejando la región de integración, cambie el 
orden de integración . 


25. 



77 


f (x, y)dydx 


o 


Rpta 



, f{x,y)d 


* 



26. 



X 




f (x, y)dydx 


Rpta 





f (x, y)dxdv 


Y 


27. 



■\ 4-y 


f(x,y)dxdy 


Rpta 



V 4-.t 2 


/ (x, 


o 


28. 



o 


p/7í - 5 

f(x,y)dxdy Rpta J I f( x ,y)cfydx + 


O 


u 


16- v 


f(.\\y)d) ílx 


29. 




eos y 


/(x, y)dxd\ 


n cos.t 

f(x*yW 



o 














Ca p t 4 Integrales Múltiples 
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l f¡ ¡os problemas del 30 al 32, cambiando el orden de integración , expresar la 
um de las integrales dadas en una sola integral iterada. 


30. 



¿X 


f ( y)dydx 


+ 


o 



3 


f(x,y)dydx 


Rpta 


o 


o: 


f(x, V 



V l 


X 


V 4~x 


\ £. 


3). I I /(*. 
O o 



+ 


yflJ O 



>y 



f (X. V 



32 



y 


f(x, y)dxdy 


+ 


r/4 



f(x,y)dxdy Rpta 


v-'/4 



-V x 


f{x,y)dydx 


En los problemas del 33 al 44, evaluar la integral doble dada inviniendo el 
orden de integración . 


Í tí p ÍJ 

I , dvdx 

. oJx J7+ -V 2 


34 



-rH 


/i 


yfiril 


sen(.v 2 )dxdy 


o 


Y 


35. 



rseníx 2 )dxdy 


V 


36. 


37. 



3 2/3 

x sec {v 

' *■ 



h 


sen ,v 


4-sen “y 



1 m n¡2 _ 

38. I cosxV l+cos 2 x dxdy 



sen v 


39, 



i 


e yi x dvdx 



Y 


40 



J 

ve dxd] 


V' 


■ o 


-1 

COS A 


sen v 



O 


42. 



ni4 



Rpta ^-(v 2-l ) 


Rpta — 


Rpta — [l — eos (16)] 


1 


Rpta —-tan(l) 


1 



— In3 
4 


Rpta —i 2v 2 -1) 



1 


I 

Rpta -(e-1) 


Rpta e 


l 


Rpta d 2 - 1 












G * P ' 4 * n,e 8 r *Ies Múltipla 





y i * $ * 

(a* + y 2 )dxdy + 
o 




(,V + V r )£T/> cA 






MAS SOBRE VOLUMEN 


Si /es continua y jfx, y) > 0 sobre una región D, entonces el volumen del 
sólido bajo la superficie z =J[x, y) y sobre la región D está dado por 




/ (x, y) dA 


EJEMPLO 1. 


Hallar el volumen del sólido en forma de cuña encerrado por el 
plano z = y, el plano XY y el cilindro r +y~ = 4. 


Solución 

La región D de la base es un semicírculo encerrado 

por la semicircunferencia y = \¡ 4- x 2 . La superficie 
que forma el techo del sólido es el plano z = y. 


Luego, 


























VOLUMEN ENTRE DOS SUPERFICIES 

Sean r "fix, v) y z = gfo v) dos Superficies tales que 


g(x,y) ^ TU, y) 

Supongamos que tenemos un sólido sobre una región 
n del plano XY y es tal que está limitado por arriba por 

la superficie r = ./(.v, y) y por abajo por la superficie 
-_ jT(.v, v). El volumen de este sólido está dado por 

v= JJ[/(^,.v)-g(.v,^)] dA 

o 

En efecto. Si V\ es el volumen del sólido bajo la 
s ;;ierficic r = f[x. y) y la región D y V 2 es el volumen 
del sólido bajo la superficie z = g{x, y) y la región U, 
entonces 



y= Ki - V 2 



/(x.y)dA - ff g(x,y) dA = j f [/(v.y)-g(.r.y)] dA 


D D 

Con el ánimo de ayudar a la memoria, la fórmula del volumen la escribimos así: 




D 


FIEMPLO 2 ~1 Hallar el volumen del sólido encerrado superiormente por el 

EJEMPLO z „„ _ ¿ f po, d 


" = JT + \ r . 


Solución 


Los paraboloides se intersecan en la curva: 


^ 2 i o 2 t 

x~ + v =18- x - y 


x 2 + r = 9 . 


la cual, proyectada sobre el plano XY es la circunferencia 


x 2 +v 2 =9 

h# 


El sólido indicado está sobre la región (circulo) 


D: x + v 


2 < 9 , 


y por aiTiba esta limitado por la superficie (Techo) 


z =J(x t y) = 18 - x 


2 - v 2 . 


y por abajo (Piso), por la supe? Ílcie 


2 = g(x, y) = x + )’ 


Luego, el volumen de este sólido es 







- = V 2 + ri 



.Y 2 + V* = 9 


X 



X 


.Y 2 + .V 2 < ^ 























integrales Muli 


F = 



(18 - .v 2 - V 2 ) - (x 2 + y 



x 


-y 1 ) cía 


D & 

Por simetría, este volumen es 4 veces el volumen de la 
parte de! sólido que está el primer ociante. Esta parte se 
proyecta sobre Dj, la parte del círculo D que está en el 
primer cuadrante del plano X \. 


Luego, 


V- 


sff(s^-^) «a - sí 


r~ 

3 /• V 9-x‘ 



(9 - ar 2 - 


V 



X 


o y o 




3r n V 9-.v~ 

= 8 I ^9j>-y 2 v-“J> 3 

3 



dx 


0 



0 


W 9 - Y“ — X“ \l 9 — Y“ - J^9 - Y 2 y 


¿/y = 


16 


3 



Haciendo el cambio de variable: x = 3 sen 0 tenemos: 


o 


( 9 -.r) 


t \3 : 


dx 


dx = 3 eos 9d6. y = 0 => &=Q y y = 3 => 6= 


K 


v- 


16 


3 


tV-^i 

J o 


3/2 16 

dx ~ — 


3 



n!2 


(9-9 scn 2 (9)' '(3 eos 0d6) 


0 


= —x 81 

3 



n / 2 


eos 4 6W0 = — x 81 




o 


3 


3/T 


\ 


16 


I v / 


= 81 n. 


AREA DE REGIONES PLANAS 


La integral doble nos permite calcular el área de una región D situada en el 
p riño coordenado XY. Para esto, desplazamos verticalmente a la región D hasta 

? '." J? 6 plano ¿ — L De este modo, hemos obtenido un cilindro recto de altura 

emos que el volumen de este cilindro es igual área de la base por la altura: 


V - A(D) x h - A(D) x I = A(D) 
donde A(Ú) es el área de D. 


( 1 ) 


Por otro lado, sabemos que 


V = 


obtenemos que 




l.dA ~ 


D 



dA 


( 2 ) 



D 


**<£) = i \dA 



D 































por la recta y = x 



3 


Mallai el áfea de la región O encerrada 
parábola y = x 2 - l. 


Solución 

I n primer lugar, hallemos los puntos de intersección de las 

v 2_l= jc+ 1 ^r-jf-2 = 0o (.v +1 )(.r-2) = 0 
Las curvas se intersecan en los puntos 

(-1,0) y (2,3). 

Mirando la figura observamos que D es 
una región de tipo I. 


curvas: 


Luego, 



X +1 


A{D) = || dA = | J ^ dydx 

o 



v 


-i 


X’f 1 

i dx = 

J .v“-l 


-1 



xr + l)-(-V 2 -11 dx 


-i 


7 

—x + x + 2 


dx= ! -- 


3 2 

-V X 

-H-b 2 a 


9 

i 


j -i 


El siguiente teorema nos permite estimar el valot de una integral. 
TEOREMA 4.51 Si m < /(x, v) < M para todo (a\ v) en D. entonces 


wA{D) < 


fj f(x, v) dA MA(D) 


D 


Demostración 


Aplicando la propiedad dominante del teorema 4—, tenem 


m < J(x, y) < M 




m dA < 




< I I M di 


D 


m 


D 


P 



dA < 


IT f(.x.y)dÁ <M 



dA 


D 


D 


D 


tnA(D) ¿ íí f( x >y) dA - MA(D) 















Mediante la desigualdad del teorema anterior, estimar la integra] 



l 


D 


yj 1 + x 4 + y 4 


— el A , 


donde D es el círculo de radio I y centro en el origen. 





Como (x, y) es un punto del círculo de radio 1 y centro en el origen, se tiene: 


l <x < 1 y -1 <y < 1 


4 


G <x < 1 y 0 <y < 1 


1 


< 


1 


< 


1 


V í + i + i ^ i +* 4 +/ V i +o+o 


1 


1 


^3 * 


< 1 


4 4 

+y 


i 


i 

n 


A(D) < 



1 


D 


y] 1 + x 4 -f y 4 


¿¿4 < 1 



/T < 



1 


D 


yj 1 + A' 4 4- y 4 


< K 


PROBLEMAS RESUELTOS 4.3 



Probar que el volumen del tetraedro formado por los planos 
coordenados y el plano 


-+ t + - = 1, a > 0, > 0, c>0. 

abe 


V 


Solución 


abe 


La cara superior del tetraedro (techo) está 


por el plano - + L + £ = ,, cuya 

& be J 



ecuación la escribimos despejando c: 


es 











































La proyección del tetraedro sobre el plano XY es el 
triángulo formado por los ejes X e Y y | a recta de 


- + 7 = 1, la cual la escribimos así* i-= h( i x 1 

n h ’ * U 1 


a 


I 


a 


Luego, el volumen del tetraedro es 


y = MI -x/'a) 



V=\lz el A 



l>( I '» a | 




í) 


u 


X v 


a b 


ch dx 



J 


i/ 


y *1 />( 1 t a ) 


C 


(I 


x y 

v — y- — 

' a 2 h 


a 


(¿X 


c 


n 


o 


/ 


a y 


V 1 / »^ 

b~\ I-i 


a 


b 2 ( 

— 1 
2h\ 


i L\ 


iJ 


fh 


ti 


ti 


a 


o 


(«-*)<&--|f x(a-x)dx~ — 

"Jo 


a 


2 a 


(a - y ) Jx 


o 


/>(■ 


</ 


í/.V - 


X 


iJ 


be 


o 


a 


2 i 

X A- J 


a 


a 


he 


J o 


2a 2 


2 "> X 

a x - ax + — 


3 


a 


0 


_ abe abe abe abe 


6 


PROBLEMA 2. Hallar el volumen del sólido encerrado por el cilindro r - v : = 4. 

el plano jc + 2 -4 y el plano XY. 


Solución 


z 



V 


r arriba por el plano 2 4 - .v 

ajo por el círculo D: x 2 + r' < 4. Luego, 



1--* 

\ 


F= 



D 



V 4 


n 

■s 


| 4 v) í h 1 Ix 


V 4 v 




r 

i/l - j 
x* + r - 4 



(4- x) y 


-iV 4-v" 


r 


\ 4 1 



r í¿v * 2 I (4-.\jv4-r (¿v 


= 8 



- x~ í/v - 2 


jr\/ 4 - v 


81 i 



4 


\ 


5 


-1 x 

x + — sen — 

2 Uau 


4-.v : ) (-2 a*£¿\ 1 



_■> 


»' - - N 4 - 































































Hallar el volumen del sólido encerrado por el plano XY. plano 

-v = 3, plano x = 1 y el paraboloide hiperbólico z = a' 2 - r. 

_ ’ ____ 



D = { (a-, y) f 1 < x < 3, -A < < x } y 


PROBLEMA 3. 




PROBLEMA 4. ¡ Hallar el volumen solido encerrado por los cilindros 


Solución 


x 2 + v 2 = a 2 , x 2 + z 2 = a 2 


(a > 0 ) 


zt 


Tomemos la parte del sólido que está en el 
primer octante, como se indica en la figura. Este 
sólido tiene por techo el gráfico de la función 

z ) ) - V a 2 ~ x 2 y por piso la región D que 
es la pinte del círculo de radio a y centro en el 
origen que está en el primer cuadrante del plano 



Si K, es el 


volumen de esta parte y i es el 


volumen del sólido total, tenemos que 


















































PROBLEMAS PROPUESTOS 4.3 


1. Hallar el volumen del sólido bajo el plano 2.v + 7v — z ~ 0 y sobre la región del 

14 

plano XY encerrada por las curvas y - x, y = x Rpta. 


15 


2. Hallar el volumen del sólido encerrado por el plano x + y + z - 2. el cilindro 

T r _ 81 

parabólico y - x“ circular y el plano XY. Rpta. 


20 


3. Hallar el volumen del sólido encerrado por el plano x + y + z - 3. el cilindro 
circular x 2 + y 2 = 1 y el plano XY, Rpta. 3/r 


4. Hallar el volumen del sólido encerrado por el paraboloide r x + 6> . los planos 

7 

coordenados y el plano x + y - 1. Rpta. 


12 


5. Hallar el volumen del sólido encerrado por el paraboloide ¿ a + y , ol cilindro 

Rpta. 8 n 


* +y=4 y el plano XY. 



6. Hallar el volumen del sólido en el primer ociante encerrado por el paraboloide 

50 

z = 4 - x 2 — y 2 y el cilindro y — 1 ~ ^ 21 


Hallar el volumen del sólido en el primer ociante encerrado por el cilindro 

z “ 16 -x 2 y el plano 3x + 4 y — 12. 


Hallar el volumen de la cuña formada por el cilindro tlípticc ig /?r 


plano r = —y + 3 y el p año c — 0 


Hallar el volumen del sólido encerrado poi la superfic 


v + y*2, 2 = 0 . 




































Í Hallar el volumen del sólido encerrado por la superficie z = xy, el cil‘ a 
circular recto (v - 1 f + (y - 1 ) 2 = 1 y el plano 2 = 0 . Rp ta n n 0 

. Hallar el volumen del sólido encerrado por el cilindro (techo) z - 4 - y 2 e j p] ano 

y + z = 2 (piso) y los planos x = 0 y x = 2 (caras laterales). Rpta. 9 


12. Hallar el volumen del sólido encerrado por el plano (techo) x + v + z = p e j 
plano x 4* y + 2=3 (piso) y los cilindros caras laterales )y - 2 r 4 . y = 2 >fx 


Rpta, 42/5 

13. Hallar el volumen del sólido encerrado por el paraboloide z = 3v 2 + v 2 v 

cilindro z = 4 -x 2 . Rpía _ 4jr ' y ‘ 

14. Hallar el volumen del sólido encerrado por arriba (techo) por el paraboloide 
2 = 8 “ A " ~y Z y P or ahajo (piso) por la superficie 2 = x 2 + y 2 . Rpta. 1 6x 


15. Hallar el volumen del sólido encerrado por el paraboloide ( techo) 2 = 1——— y 2 

2 

y por el paraboloide (piso) z = 2r + 4y 2 - 4. Rpta. 5 k t jl 


En los problemas del 16 al 19, usando integrales dobles , hallar el área de la 
región del plano XY encerrada por las curvas dadas . 



4a\\ a* + y = 3a y > 0. 


Rpta 1 0a 2 /3 



X + y = a 


18. y - a\x\, 4y = 4x 2 + a\ a > 0 
1 9. xy = a\ x + y = 5a 12, a >() 


Rpta a 2 (2 

Rpta a Vi 2 

Rpta (15/8 — 2 In 2)a 2 


20 . Mediante la desigualdad del valor medio, probar 


que: 


1 

- < 



,C0S( n) 


dA < e , donde D — [—x 


i y 


21. Mediante la desigualdad del teorema 4 . 5 , probar 


que: 


I < 



[ 

1 + x 2 + 


o 


y 


jdA < 9, donde D = [- 1 , 2] x ! - K 2] 




Algunas integrales dobles son más fáciles de cilmlar 
coordenadas polares. Este es el caso cuando la región D de inte™ CXpresadas en 
frontera a circunferencias, cardioides, rosas con pétafos etc egracion t,ene P or 


Recordemos que si las coordenadas rectangulares de 
un punto P son (.v, y), y las coordenadas polares del 
punto son (r, 0). entonces se cumple que: 

.y = r eos 0 , \ y = r sen 0. 

r‘ = x~ + v 2 , 0 = tan -1 — 



ir, 0 ) - (,v. v) 



Llamaremos rectángulo polar a una región R del 
plano que es de la forma: 


R - {(r, 0) (a<r< b, a<6<p } 


donde u>0 y p- a <lx. 


- 1 


Si r es el radio medio. Esto es, si r = — (a + h ), 



el área de R es 


A(r) = r{b — a){p—a) 

En efecto, si S a y S h y son ios sectores circulares de radios a y 

respectivamente, entonces 

A(R)=A(s h )-A(S a ) = ~b 2 (p-a)- ~a 2 (P-a)= U^b 1 - a 2 )( p - a) 

= ~(b + a)(b-a)(P~a)= r(h-a)(p-a). 



Supongamos que tenemos una función z —fix^y) definida sobre el rectángulo polar 
R' A esta función también Ja podemos escribir así: 

z = J[x, y) - /(reos 0 , /*sen 0) 

Buscamos calcular la siguiente integral doble en términos de coordenadas polares. 

I \ f(x,y)dA 















Construimos una partición del ratangulo R. 


p= { /?,, Ri.Rj, ■ • -’Rh } 


me 


odiante uflft polar, como indios, ls figura. Tomemos un subrectangulo típica 


/?. El centro de R k es el punto (/;, 0¡ ), n i<: 


n = '¡-i +r ¡) y 0 ¡~ 1 + 0 ¡ ) • 

2 


2 


El área de este rectángulo polar es 


A(tf¡) = ¡) A/; Aé¿ , 


donde, Ar, = t \- /vi y Afy- & y -\ , 


Tenemos que 




v 


/(.v, y)dA = Lim £./ (i) eos 6>, /;■ sen 0¡ ) r ¡ Ar í A0¡ 


x 




R 


Por lo tanto 



fi f b 

f{x,y)dA = I I /(reos(9, rsen<9 )rdrdO 

a J a 


* 


En resumen: 


TEOREMA 4.6 Cambio de una integral doble a coordenadas polares 

Si / es continua sobre un rectángulo polar R determinado por 
0 < a < r < b> a< 9 < /?, donde p - a < 2n y entonces 



f(x,y)dA = 



/? 



/(reos 0, rsen# ) rdrdO 


R 


ce i a 


EJEMPLO 


Evaluar 


« (* 2 + r) 


7 dA , donde 7? es la región en el plano 


encerrado por las circunferencias 


x 2 + y 2 = 1, x 2 + y 2 = 9. 


Solución 



La región /? encerrado por las circunferencias dadas 


É 1 ra igul ° polar defir >ido del modo siguiente: 


R ~ í /1 < r ¿ 3, O<0 <2 A 


-8<>, aplicando el teorema anterior. 


























- sen" O drdO 


sen"# 


o 


Irr 


-r 
mL n 



sen " O dO = ln(3) 

O J|) 


1 -cos2# 


\ 


= ln(3)| - - — sen 2# 

2 4 


-i ^ 


n 


- n ln 3 


o 


dO 


Las regiones de tipo ! y de tipo II vistas en la sección 
anterior, tienen sus equivalentes en el plano polar. 

Una región polar D es / -simple si D es de la forma r 
Z)= {(r, 0)1 a< 0 </?, g\(0) < r <g 2 (#)} 

Una región polar D es #-sinipIe si D es de la forma 


9-p 




r = g,{9 ) 



0 a 


D = {(r, 0) / a < r< b, h]{r) < #< /? 2 (r) ¡ 
Fubini. para este tipo de regiones polares, dice: 


A l 



0 


íi 


Í EOREMA 4.7 i Forma polar del teorema de Fubini 


Sea f continua en la región polar plana D. 

1. Si D es la región /-simple 
D= ■{(/•, 0)1 a< 0 <fi. 



< r <g 


;(£)}, 


donde g\ y gi son continuas en [f>r, /?]' entonces 



p r 


f{x,y)dA 


/’(r eos 0, rsen 6 ) rdrd0 


o 


a J £|(0) 


2. Si D es la región #-simple 


\ 


¡) = {(/•, 0) i a<r<b 9 h\(r) < # < h{r) i , 
donde g\ y gz son continuas en [#> entonces 





Í(x,v)d4 - 



h -» < 0 ) 


/(reos#, rsen#) rdOdr 



1 00 





























Sea D 







Calcular 



en el primer c 
2 e interior a la ci 



x dA 


D 


Solución 


Hallemos la intersección de las circunferencias 


^ 1 

4 sen 0 = 2 => sen 0 = - 
D es la región r ~simple 


0 = 


K 


D-{ (r. O) I n /6 < 0 < tc/2, 2 < r < 4 sen ó' } 



Ahora, 



/r 2 /• 4 sen <9 


,7 2 /• 4 sen # 


X 



reos0 rdrdO = 


~ 6 


n' 6 



r~ cos0 drdO 


D 


n 21 3 


/ 


-7 / íi 


■> 


eos 0 


4 sen O 


de = - 

3 


/i 


/7 6 


64 sen '0-8 Icós0 


dO 


64 

T 


,7 ' 2 


sen ’0 eos OdO - 


n / 6 


8 

3 



/i 2 


COS 0í/0 


n 6 


64 r i 4 _ 

3 

oo 

—i 

= — —sen 0 

i 

i 

3 14 

7T '6 _ 


— xi 2 


sen 0 


- n 6 


16 

3 


1 

8 

r o 

1 - 


1 — 

16 

i 

7 


U 

3 


EJEMPLO 3 


Hallar el área de la región D del plano que está dentro do h 
circunferencia r ~ 3 eos 0 y fuera de la cardiode r = 1 ~ eos 0. 


Solución 


Hallemos los puntos de intersección de las curvas! 


3 eos 0 = 1+ eos 0 


2 eos 0 = 1 => eos 0 = 


1 


/■ - i - cusí 


0 =± 


Ahora, 


n 

T 



4í»* Í\dA = 


n i ñ .1 COS 0 


rdrdO 


D 


-tr/iJ o 



R! ? r , i 3 eos O 

1 i 

—r 

2 

r 3L J 1+cos 



do 


-¡¡a 
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n 


n S 


9 eos*'# - (1+cos 0 

i r 

d0=l\ 


2 j _ ;*L 

w * 5 


1 2cos O + 8cos 2 # \ dO 


if 

*■ J ,T 3 


- 1 - 


2 eos 0 + 8 - +COs2g 

2 


dO 


if '*[3 

2J -7/3 


2 eos 0 + 4 cos2(9]í/í9 = 3 /T 



EJEMPLO 4, 


Solución 


Hallar el volumen del sólido bajo el paraboloide z 
del cilindro x 2 +/- 2 y - 0 y sobre el plano XY. 

zA 


— rt + dentro 


La base (piso) del sólido es la región I) 
encerrada por la circunferencia 


x + v‘ - 2v = 0 :=> .v“ + (y — 1= 1, 


Sabemos que la 
circunferencia es r 
siguiente región r- 

D={(r.0)l 

Ahora, 


ecuación polar de esta 
2 sen 6. 1 negó, D es la 
e: 



0 < 0 < n, 0 < r < 2 


0) 



V- I I (.v 2 + y 2 ) dA = 


n 


f* k & 2 sen 0 

(r ) rdrdO 

v 0 J 0 



3 sen O 


rdrdO — 


o 


o 


\_ 

4 


/ 


2 sen // 




n 


41 sen H d6- 4 
o 


3 j 3 

-ir = —re 
8 2 



= X" + V 


v 1 + y 1 2v - 0 



x~ + r 


PROBLEMAS RESUELTOS 4.4 






Usando coordenadas polares evaluar la integral 

T*f ^ {¿Tfdvfy 

J -2 J 0 
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Cap-4 integrales MiI|¡ 


Solución 


I n primer lugar identificamos la región D de 
integración. 

Observando el orden de integración vemos que 
primero debemos integral respecto a a\ conservando a 
la variable y fija. La integración de .v va desde x - 0 

hasta el semicírculo x = \> 4 ~ y~ . Esto nos dice que la 

frontera de la izquierda es el eje Y y la frontera de la 
derecha es ei semicírculo de radio 2 y centro en el 

origen. La integración respecto a y se hace desde y - -2 
hasta y = 2. Luego, 



D = { (x, y) i 0 < x < yj 4 - y , -2 < y < 2 } 

En segundo lugar, expresamos la región D en 
coordenadas polares. 

Vemos que r varía entre 0 y 2 y que 0 varía entre 

K 71 17 * 

— y —. Esto es, 

2- ' 

D = {(r, B )/ 0< r< 2, -ni 2 < 0 <nll } 

Ahora evaluamos la integral: 






2 

de 


i» 




PROBLEMA 2, 

- _ 


Solución 


Evaluar 



L-cl LCgJUil „ 

horizontal y~ |. 





















I is ecuaciones de estas curvas en coordenadas 
polares son: 

.. = d r=> r sen 0 = r 2 eos 2 0 ==> ;■ = -?£!L^_ 

eos 2 0 

^^Eaiíi^B r sen 0= 


r 


sen 0 


Hallemos la intersección de estas curvas; 


sen 6 


! 


sen 0 


eos 2 6 sen 0 cos“ 0 

7t 


= 1 


0 = - ó 0 
4 


tairtf = ] 


3/r 



r- wnft/ co$2g 


Oservando la tigura vemos D es unión de tres regiones /'-simples: 


D — D\ U D 2 U D 3 


Luego, 


iljTT? 


~ dA = 



JT + r 2 dA + 



X + 1 


o 


A 


Lh 


¿dA + fu? 


+ t’“í/.-í 




Calculemos estas integrales separadamente: 


1 


ÍH 


¿i 


/Tv'4 f* sen O / eos ~0 

x + v~ dA = I I rrdrdO— 

o J o Jo 


.T 4 r . -i sen O cov~ 


1 í 
-V 




de 


o 


f T ' 4 : 

, (l-cos 2 #) 
---sen Q 

/S 7/4 

—| eos 6 0 -eos ” 4 #)sen i 9 


de = 

J 0 

3 eos 6 0 

J 0 

|_ 3 ' ; J 


ai 




de 


-^-sec' é?--sec 3 0 
15 9 


7 4 


0 


45 


U2 + 1) 


■ ÍK- 


*h 


3 7/4 p I/scn 0 

x' + y^dA = | I rr 

,7/4 







r ■ i * 4 

M 

J 7/4 

3 


I ven 0 


í/0 


0 


3 7/4 


7/4 


1 1 


3 sen’/9 


dO 



n¡ 4 


0 


cosec' 0 


dO 



4\ x 



































I 


3 


i | 

- - cosec 0 cot 0 + - ln cosec 0 - cot 0 

2 1 


n 3 rt / 4 


2 


-7 ' 4 


\Í2 I, 

- + -|n / r- * 

3 6 (/2-|) 



-|n(2/2+3) 





+ v 2 ¿¿4 = 


/• 7 j» sen tí¡ co &~0 

I I rrdní 6 = 

J 3/T/4 J 0 





n r 1 1 sen Vj eos'/? 

«i ^ 


3/r 4 


—r 


6¡x 


J 0 


1 


! 


sec 5 #--sec' 0 
15 9 




2 


3 ~ / 4 


45 


(V2 + l) 


Finalmente, sumando las tres integrales calculadas tenemos 



1 


\¡ x 2 + v 2 dA - (l9>/~2+4J 


1 


+ — ln 
6 



2+3 


D 



Volumen de un cono de helado. 


x 1 +y 2 + z 2 - a 2 y encima del cono z = ^/T\* : + v * 2 


Solución 


Hallemos la curva donde las dos superficies se intersecan. 

Para esto, se resuelve de manera simultánea las ecuaciones 

<¡e las superficies. Reemplazado el valor de - de la segunda 
ecuación en ¡a primera, obtenemos 



x 2 + yr + | x 2 + y 2 


= a 


2x 2 + 2r = a 2 


.Y + \f = 


a 


Esta curva, proyectada al plano XY 


es la 


circunferencia con centro en el origen y radio 


a 


\Í2 


La ecuación polar de esta circunferencia es r = JL 

ri' 


El techo del sólido es la semiesfera 


- \¡~a 2 - .y 2 - v 2 s 

«p 1 


a r 2 y el piso es el cono 


+ V~ = r. 


de 



Hallar el volumen del sólido que está debajo de la esfera 



= a / V 2 







































Luego, 




- r nirdO 







, tenemos: 



nll /• a/yfl -- j* ni2 a! di 

41 I \j a ~r 2 rdrd0 - 4 


r~drd0 


o 


o 


o 


n i 


3 


o 




3 2 


at v2 


4 r " ,2 r 
dO - - 


A O 


o 


/ 


{I 


dO 


4 

3 



.7 / 2 


í/ 


3 


2x/2 


í/ 


j ■r } 

</6> - - f -Í^í/Í? 


íl 


2s¡2 



8 a 3 

M 

4a' 

+ 

^ K \ 

3 2^2 

UJ 

1 1 

3 

{2} 




Esta integral juega un papel importante en la teoiía 


probabilidades. 










































oc 


e v ~ dx 


-Y 


dy 


J 



oc / <• a 


0 v O 



_ r 2 _ 2 
e e dx 


j 




OH /• co 



1 1 


OVO 



2 . .2 


^ *dxdv = lie ír + J ^¿£4, 


R 


donde R = [0, co) x [0, oo) 


Ahora cambiamos a coordenadas polares: 


I" 



/ t /2 e n 

e~' rdrdO = 

ovo Jo 




/z72 (en ^ 

e _/ rdr 



o 




/ 



,T- 


0 


Lim 

/>—>ac 



¿T r rdr \d0 = 


o 



n¡2 


0 


L im 


i 7 

* —r* 

—e 
2 


¿0 


o 



En consecuencia, I = 





PROBLEMAS PROPUESTOS 4.4 



l° s problemas det I al 7 evaluar las integrales dobles 

transformándolas a coordenadas polares. 


indicadas , 


1 



2 2 
,-(JC ¿ + y -) 


£> 


£¿4 , donde D es el disco con centro en el origen y radio 1 


Rpta. (1 — 1 / e) /r 


2 


• JJ/t-at 2 -/ 


D 


^ Mk y)/0<y ¿ V17?, 0<A<l} 


te/6 











p 
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3 é 2 ^ * donde /) es la región en pi nrím j 

9+ x ¿ + v ® tn e * P r,r ner cuadrante del círculo 



n 


2 . 7 

X + P 


9 entre v = 0 cp 


, JÍ ln (2+x 2 + y ’) 


x Rpta. — ln 2 

8 


dÁ 


D {(- v - y) i 0 < y < \f ~4 - Y 2 ^ o < x < 2 } 


D 


r 


3 


\ 


Rpta. — ln 3 + ln 2 — 1 


x 


y 


5. 



.V‘ + V 


1 1 1 primer cuadrante de comprendida 


D 


entre las circunferencias jc 2 + r = 1 , x 2 + v 2 = 9 . 


x 


Rpta. — in 3 


ÍÍ y¡ 9 - -v 2 - y 2 dA . D es la región encerrada por la circunferencia jr + v 2 - 3.v = 0 


D 


Rpta.9 x 



7. tan 


-i 


( 


uy 


¿¿4, D =| (x, y) / 1 < x 2 + v 2 < 9, ~^= x < y < \T 3 jc } 

v 3 


o 


/r" , 6 


En ¡os problemas del 8 al 13 evaluar las integrales iteradas indicadas, 
transformándolas a coordenadas polares. 


8 


•O 


/ 1 1 
v a' ~xr 


J i 

X +v' 


dvdx 


x 


í ** 


Rpta. — E -1 


o 


V 


(x 2 + V 2 ) ¿¿Ví/v 
o 


_ tr 7 

/c/jta. —a 


10 , 


O 


2 a \ 2at-jr ¿ 


0 


(x 2 +^ 2 )í/v^v 


3 4 

Rpta. —/T£j 


II. 



V 


] 


2 I 2 2 

* y A + 3 



aVi 


Rpta. \J 2 - 1 


,i r 


r~7 ? 

" f i/ü' ->•- 


o 


sen (x 2 + y 2 j é&c/i 


tfpw. — (l-cosa 2 ) 
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13 


f a m / J 2 -y Z 

. I I In (14 at + y jdxdy 

3-o i q 


Rpta. —^1 + í/' i In(l + a 2 j _^2 


En las problemas del 14 al 2h usar coordenadas polares para hallar el volt 
del sólido indicado. m 


en 


14. El sólido delimitado por el cilindro* +y = 16, el plano XY y ci plano r = 

Rpta. 64/T 

15. El sólido bajo ei paraboloide z = x 1 + y 2 dentro del cilindro x 2 + y 2 =4 y so b re . 

plano XY. Rpta. 8,t 

16. El sólido que esta dentro de la esfera a ' 2 + y 2 + z 2 = 25 y dentro del 


cilindro 


v + y = 16. 


392 

Rpta. —n 


17. El só'ido que está dentro de la esleía r + y 2 + r = 25 y fuera del cilindro 
x"+y = 16. Sugerencia: Usar el resultado del problema 16. 

Rpta. 36/r 

18. Ei sólido que está dentro del elipsoide 9x 2 + 9y 2 + z 2 = 36 y dentro del cilindro 


a" + v = I. 


Rpta. 4(8 — 3 V 3 ) 


/¿ 


19. El solido que está dentro del elipsoide 9x 2 + 9v 2 + z : = 36 y fuera del cilindro 

x ~ ^ ■ Rpta. 3\/ 3/T 

20. El sólido que está dentro de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 16 y dentro del cilindro 


x 2 + v ’ 2 = 4x, 


Rpta. 


64 


3 


\ 




4 

71 - 

3 J 


21. El sólido que está dentro del elipsoide ^ 


1 7 2 

V 


+ ^- + — = 1 v dentro del cilindro 
a~ a~ c~ 


x" + y- — av. 


Rpta. 


2a~c 


(3^-4) 


22. Hallar el área de la región encerrada por las circunferencias /• = 4 eos 0 y 

r=j= se nff. Rpta. 2(5* - 6J1) 

_ , ¡ a rc 8 '® n del primer cuadrante encerrada por la circunferencia 

' “ 4 sen 9 y la lemniscata r = 8 eos 0. 


24 . 


Rpta. 2+ 2tt/3 — 2 

circunferencífl 3 a* re g>ón del primer cuadrante que está dentro de la 

circunferencia /- = 4 sen 0 fuera de la lemniscata r 

Usar el resultado del proble 


} ma anterior 


8 eos 6. Sugerencia 

1jt/3 + 2/3-2 
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SECCION 4.5 


APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES 


MASA DE UNA LAMINA 


En la sección 4.6 del capítulo 4 de nuestro texto de Cálculo Integral se estudió 
algunas aplicaciones de la integral simple para calcular los momentos y el centro de 
masa de una lámina homogénea. Recordemos que una lámina es homogénea si la 
densidad del material que mide la masa por unidad de área, es constante. Ahora, 
las integrables dobles nos permitirá trabajar con láminas no homogéneas. 

Supongamos que tenemos una lámina no homogénea que ocupa una región D en el 
plano XV. La densidad la expresamos mediante una función, S: D —> K, a la que 

llamaremos función densidad y la definimos del modo siguiente: 


Sea (x, y) un punto de la región D. l omamos un pequeño 
rectángulo con centro el punto (x, v) y de área AA. Si A M y 
es la masa de esta porción de la lámina, entonces 




De esta igualdad obtenemos la siguiente aproximación: 




AA/~ $x, y)AA. 

Buscamos una fórmula que nos permita calcular la masa total de una lámina que 
0cu pa una región D del plano X V . y que tiene una función de densidad continua 

En primer lugar establecemos que $x, 3’) = 0 si ( v, v) está fuera de D, Ahora 
Acerramos la región mediante un rectángulo y lo subdividimos en icctángulos más 
Pequeños del mismo tamaño, obteniendo una partición 

{ R\, Ri, R 3 » • • ■ > 1 












la norma de la partición va a 


¡P I -» O, obtenemos: 


M 


Lim ^ <? ( x¡ . y¡ ) A ¡A- f f S(x, y) dA 


v o 


u\ 




X 


n 


DEFINICION. Masa de una lámina de densidad variable 


Si una lámina con función densidad continua $(x 9 y). ocupa una 
región D del plano X Y. entonces su masa total .1/ esta dada por 


M 



S(x. v) dA 


n 



Solución 


Los vértices de una lámina triangular están en los puntos ((), o» 
(tf, 0) y (0, a), donde a > 0. La función densidad de la lámina 
S0 \ y)-xv. Hallar la masa total de la lamina. 


La ecuación de la recta que pasa por los vértices (0, a) y 
(a, 0) es v = a-x. 


Ahora, 


M = 



S ( .v, i 



/) 



a 


0 



a x 


XV dvdx 


o 




«i 


a - X 


0 


*~xy 

o • 


0 


*- 1 

■> 


j* x(a-x) dx - — | [cTx - 2ax“ + x } = - 



- o 


MOMENTOS Y CENTRO DE MASA 

Consideremos una partición de la región D ocupada por la lámina. Tomar 
ngu o /?, de área A.-Í, . Suponemos que la masa AA/, de este rectángula 
concentrada en un punto (x h y,) interior de /?,. Se tiene que: 

Momento de R¡ respecto al eje X = 

(.V¡) AA/¡ % ( Vj) (,v ; . y. ) J 

Momento de R, respecto al eje Y = 

U ‘ )AA/ ' * (Xi)[S(x it yi )AA ¿ 
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lomando las sumas de Riemann y llevando la norma de la partición a 0 
^tenemos los momentos de la lámina respecto a los ejes X y Y que definimos a 

continuación. 

Ol FlXlCION. Momentos y centro de masa de una lámina de densidad variable 

Si una lámina, con una función densidad continua £(x,y), ocupa 
una región D del plano XY, entonces 

1. El momento de la lámina respecto al eje X es 


M x = j f yS (.v, y)dA 


D 


2. El momento de la lámina respecto al eje Y es 


M y = Íj xS (x, y)dA 


D 


3 


hl centro de masa de la lámina es el punto [x, y ) tal que 


x = 


M v 

p- 


- M 
v = 


M 



Si la lámina es homogénea, o sea si la función de densidad es 
constante, ¿U, y) = K entonces los valores de * y y son 
independientes de %x,y) = fc y sólo dependen de la geometría 
de la región. En este caso, al punto (*, y) se le llama 


centroide de la región 


EJEMPLO 2. 


Hallar los momentos respecto a los ejes y el centio de 
lámina triangular del ejemplo 1. 


de la 


Solución 


L jV/v = 




a 


a- x 



X, y) dA = y(xy) t¡A - 


x\~d\'dx 


I) Jo 


D 


1 


D 


a 


# 3 ] 


a-x 


i 

dx = — 


a 


3 i - - 


3J 0 L ' -10 3 J „ 


x(a-x) dx = 


a 


60 


a 


a-x 


2 . M v = 



xS i'A", y) dA - | x(xy) ¿A 



vdydx 


o J o 


o 


* a J J * 1 


D 


Ü 


V 


T*dx = 

-lo 2 J o 
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QM ,r,fe 8*»te» Mí'.lu 



pie. 


3. a - 


A/, _ ¿i 60 _ 2 a 

■. J - — - ■■ = - ■ 

M a 4 /24 


~ _ M x _ a / 60 2¿f 


i 


A/ tí 4 / 24 5 


El centro de masa está en el punto (a\ y) = 


2a 


\ 


J 



Una lámina ocupa la región del primer cuadrante encerrada 


circunferencia (,y - a/2)" + y 2 - a 2 . La densidad 
proporcional a la distancia del punto al origen. Esto es 

$a\ y) — k\¡ x~ + v’ 2 , k es una constante. 

Hallar: 

1. Mj la masa de la lámina. 

2. M x . el momento de masa respecto al eje X. 

3. M } , el momento de masa respecto al eje Y. 

4. (a\ y ), el centro de masa 


Por ia 

en un punto 


es 


Solución 


Y 


Cambiamos a coordenadas polares. 

La ecuación en coordenadas polares de la circunferencia 


(x-a/lf+y 2 = a 2 es r = a 


r = a eos 0 



eos 0 


1. Masa. 


M- 


J y)dA - jj kjx 2 + y 2 dA = íjj minio = ¿J" 


a 

2 

- 2 /» ocmO 


X 


r 


o Jo 


- k 


x /2 r í 

r 


- uco sO 


(J 


d()~ - 


o 


/■ f* \ 

¡i (<7cosí?) 3 dO - — 
J o 3 


.t/2 


eos - ' OdO 


o 


ka } ( 2 


2 lea 


V-V 


2. Momento de masa respecto a] eje X, 


M x - J f y5 (.y, y)¡ 


dA ~ 


o 



i 


kJx 


D 


i* aco&O 

~ k * ¡ /‘ 3 sen 0 drdo ~ ~ 

o J o 4 


+ I d4 A jí rsen<9(r) rdrdO 

D 


¡’ (eos 4 #) sen 0 dO = ^ 

Jo 


20 



























3 Momento de masa respecto al eje Y. 



xS (A - , v) dA ~ 



kyfx 2 + j 


ciA ~ 


D 


^jj rC0S ^( r ) VdnÍe 


O 


,7 ¡2 i* O eos O 


= k 


0 


O 


r eos OdrdO = -— 

4 


-2 


eos OdO - 


o 


2ka 

15 


4, Centro de masa 



MOMENTO DE INERCI A 



Si una lám ;:a. con función densidad continua ¿>(x. y), ocupa una 
región D del plano XY, entonces 


1- El momento de inercia respecto al eje X es 

4 = jj >' 2 <S“(x, y)dA 

D 


2 . 




El momento de inercia respecto al eje Y es 



3, El momento de inercia respecto al origen o momento polar 
de inercia es 




EJEMPLO 4. 





Una lámina ocupa el cuadrado D de vértices (0, 0), (0, a t, (a, 0), 
(a, a). La densidad en un punto P — (.v, y) es proporcional a la 
distancia de P al eje X. Esto es, y) = ky> donde k es una 
constante positiva. Hallar los momentos de inercia respecto a los 
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Cap. 4 Integrales Mullí 




DEFINICION. 


Radio de giro 

Si una lámina tiene masa M y si sus momentos de inercia 
respecto a los ejes son í x y ¡ y , entonces 


1. El radio de giro de la lámina respecto al eje X es y = 

2. El radio de giro de la lámina respecto al eje Y es .t = 



EJEMPLO 5. 


Hallar los radios de giro respecto al eje X y al eje Y de la lámina 
del ejemplo 4. 


Solución 

En primer lugar hallemos la masa de la lámina. 


M= J*T y)dA- jj kydA = 


D 


D 


Ahora, 





ka- / 4 

—5— = -—a 
ka 3 / 2 2 




5*a 5 /12 n/10 

—-— =- a 

ka* / 2 6 


APLICACION A LAS PROBABILIDADES 

La presión arterial de una persona escogida al azar, el ingreso mensual de un 
individuo tomado al azar, la talla de un estudiante de cierta universidad, tomado al 
azar, son tres ejemplos de cantidades llamadas variables aleatorias continuas. El 
término “continua” es usado para indicar que los valores de las variables están 
situados en un intervalo de números reales. 

Trabajaremos con dos variables aleatorias X y y, consideradas simultáneamen^* 
As¡, si X es la edad de un paciente de cierta clínica, tomado aleatoriamente, y si * 
es el índice de colesterol del paciente, la probabilidad de que la edad del paciente 






































es Múltiples 


433 


. el intervalo [25, 50] y que su colesterol esté en e! intervalo [120, 2001 se 
de dos maneras: 

pti$<X ^ 50, 120 < Y < 200) o P(( X. )e/?), dondeD = [25, 50]x [120,200] 

Sea X y Y dos variables aleatorias continuas. Se llama función 
de densidad conjunta de .V y y a una función - = /(*, y) de dos 
variables tal que: 

1. La probabilidad de que (.Y, Y ) esté en una región D es 



P({x . Y) eD)=l\f(x,y)dA 


D 


2. /{.v, y) £ 0 


3. [j f(x,y)dA 


Cfj M 00 


f(x, y)dydx = 1 


-X V -x 


R- 


EJEMPLO 6. 


La siguiente función es la función de densidad conjunta de las 
variables aleatorias X e ) 


f 


flx. V) = < 


C.vv. si 0 < x< 5, 0<y<l" 
0. en otros casos 


1. Hallar el valor de la constante C. 

2. Hallar P(X < 3, Y > ó) 

3. Hallar /’Ü' > 3) 


Solución 




1. Debemos tener que 
Ahora, 


f(x, y)dydx = I. 


X ir — 00 


* = [ j f(x,y)dydx 

r -®«l -® 

5 

- 50C I a¿/x = 50C 


•fí” 


Cxy d)’ dx 


*== C a- 


o 


V 


10 


£¿Y 


Jo 


“ 625C 


C~ 


1^ 

625 


o 


o 


Luego, 



y) = 


1 , s io<x<5, 


A'V 


625 

0, en otros casos 



























50 r 25 9 
6251_~2~~2 


16 

25 


0,64 



Sea X una variables aleatoria con función de densidad de 

probabilidad /,(x) y sea Y otra variables aleatoria con función de 

densidad de probabilidad f 2 (x\ Se dice que X y í son variables 

aleatorias independientes si su función de probabilidad conjunta 

ÁX y) es el producto de las funciones de densidad individuales 
Esto es, 

Av, y) =/iW/ 2 (x). 



| EJEMPLO 7. 


Se toma, aleatoriamente, un cliente de un supermercado particular. 
Sea A numero de minutos que demora el cliente para meter en su 
carrito los productos que va a comprar y sea } el número de 
minutos que el cliente debe esperar el la cola para pagar en la caja. 
Las funciones de densidad de A' y Y son, respectivamente: 




si .v > 0 
si x < 0 



Si A y Y son variables aleatorias independientes, hallar 

a. La función de densidad conjunta de X y Y 

b. La probabilidad de que el tiempo total para que el cliente 
realice las dos tareas no exceda los 40 minutos. 


c. a probabilidad de que el tiempo total para que 
las dos tareas exceda los 40 minutos. 













































. /(*• y) 



\ 


, si a - >0 y y > 0 


/ 


el cualquier otro caso 


= ■! 300 
0 


1 - v / 3 0 -y/10 

-É? í? 7 


, si x > 0 y y > 0 


el cualquier otro caso 


b 


Buscamos la probabilidad de que X + Y < 40 



esté en la región D del primer 
cuadrante encerrada por los ejes coordenados y la 

a x+y “ 40 



X,Y) 6 D) 



/(-v, y) ¿'1 



D 

O 40 — x | 

e ' t/30 e” v dydx — 
o 


40 


—x 30 


300 


o 


-y 10 


1 

10 


40 -x 


cLx 


o 


1 

±- 

o 

l 

inr 

Uí 

—1 

i 

l 

X 

I 

H 

)/ 10 

-T 

\ 

11 

3 

= —- 

* L c 

30 J„ L 

30 J 

1 0 



-q- ,.v u 0 

e e e 


-x 30 


í¿\' 


J 


-1 


30 


40 


X 


15 


dx + 


o 


1 
30 


40 , n \5e 
a X ’=°dx -- 

O 


■i ~4 


30 


„ “I Hfl 

x. 151 

Jo 


40 -30 


r -X/ 30 I 

+ —le J 


30 


40 

0 


e_4 r e 4on5 -l]- [ 


[■ 


1 


]=' 


ífV /3 , i 


-l 


o ■' + 1 


le 


1 + . 1 
le 


4 3 


1 1 

_ + 1 = 

4/3 


2e 4 le 


_ _ J - + l ~ 0,8773 

_ 4/3 


c. 1- P((X,Y ) eD) 


0,8773 = 0,123 


DEFINICION. Sean X y Y 



— / í v v) SU función 
i aleatorias y sta ^ J \ * - 





„ se llama media, esperan» 

de densidad conjunta. . ¡ y, respectivamente a. 

esperado respecto al eje . 

= !>/(*> y) 44 

J MjB I llf l*i/l- J J 




A, .V’) 


2. //2 










































(-na fábrica produce lavadoras y neveras. Sea .V el número d 
meses después de los cuales una nevera, escogida al azar, necesi,! 
ser reparada. Sea Y en número de meses después de los cuales una 
lavadora, escogida al azar, necesita ser reparada, X e Y son 
variables aleatorias independientes y sus funciones de densi 
probabilísticas son, respectivamente. 



0 , 02 <? 


-0,02.x 

í 



si x > 0 

si -Y < 0 




Si v > 0 

si v < 0 


La fábrica otorga 15 meses de garantía para la nevera y 12 meses 
para la lavadora. 

1. Hallar función de densidad conjunta de A'e Y. 

2. Hallar la probabilidad de que un cliente que compro ambos 
aparatos, tomado al azar, necesite usar ambas garantías. 

Solución* 


i. Áx,y)=f l (x)f 2 (x) = 


0 ? 02e“° ,02v 0,03c J 0,l)3r , si .v > 0 e y> 0 


0, 


en otro caso 


r 


Ax, y) 


0,0006e 0,02t 0,03 - v , si x > 0 e y > 0 


0, 


en otro caso 


2. PÍ O <X < 15,0 < Y < 12) = 


15 * 12 


/(.y, y)dydx 

0 o 

f f 0 , 0006 e"°' O2t_o '° 3> ífyoEv 

J o J o 


15 i* 12 


- - 0.02 


o J o 


r e -o.O3v(_0O3)Jv" 


- °* 02t dx 


= - 0,02 



15 


0 


12 


£-0,03,v | £-0,02 

0 


15 



= íe* 0,36 


-l)j e-°’ 02r (-0,02 ¿y) 


= ( e -°.36_i)r e -0,02,1>5 = (e -0.36_ 1 



-0,3 _ i 


* 0,07837 



Una variable aleatoria es normalmente distribuida si su función vie 
probabilidad es de la forma 



idad de 



















A-v) = 




4 2n 



es la media o esperanza y o- es la desviación estándar 


EJEMPL2. 


Una fábrica de vidrio produce láminas de cristal de 3 m de largo y 2 
m ancho. El largo X es normalmente distribuido con media 
/íi = 3m y ai = 0,004 m de desviación estándar. El ancho Y es 
normalmente distribuido con media // 2 = 2 m y a-. = 0,004 m de 
desviación estándar. Si X y Y son independientes, hallar 

1. La función de densidad conjunta 

2. La probabilidad de que una lámina escogida aleatoriamente su 
largo y su ancho difiera de la media por menos de 0,004 m. 


Solución 


- 


1. Como X y Y son normalmente distribuidas con medias /j ¡ = 3 y u 2 
desviaciones estándar a t = a 2 ~ 0,004, las funciones de densidad de .V y }'. son 
respectivamente, 

1 _/.. , vn . . 1 



0,004/ 


e -(x-3) 2 /2(ü.004r m = 


7T 


0,004^/ 2x 


-(v-2) 2 2(0.004)' 


Luego, 


A*, y) =f\(x)f 2 (xi = 


,—(je—3)“/2(0.004>“ 


1 


0,004^^2/r 


0, Q04/2^r 


e -0-2)" 0.004)' 


,, , 31250 - 31250 

ÁXy y) = -e 


(a- 3 )“+ (r- 2 r 


K 


2. Usando Maple para calcular la integral, tenemos: 

m 3,004 p 2.004 

P(2,996<A <3,004, 1,996 <r 2,004)= | /(■*>•>• 

J 2.996 J 1,996 



_ 31250 


3.004 m 2,004 


n 



31250 


<*-3) 2 + ( v-2V 


dydc « (0,0000117) = 0.1164 


K 


2,996 J 1,996 



PROBLEMAS RESUELTOS 4.5 



í¿*** ia dis,ancia del pumo a ' origen - Es, ° 

es, Xx, y) = A-(.v 2 + v : ), * es una constante. 

Hallar: 


































Ca P- 4 Integral 



t. M la masa de la lámina. 


? M el momento de masa respecto al eje X, 

, •* ™ -i * 



3. Mr, el momento de masa respecto al eje Y 


4 . íjr, yj, el centro de masa 


Solución 


1. Masa: M 


j*j* 5 (jc, y ) dA = j J k ( x“ + y 2 j dA 


D 


D 


= k 



/i 



a 


v 2 rdrdO~ k 


o w o 



n 


0 


/ 


4 


a 


dO 


o 


ka A C K .. kna A 


4 



dd = 



o 


4 


2 




a 


• Mx = jj yS (*, v) dA = J J yk (V' + y 2 ) dA = /cj J rsen# r~ rdrdO 


D 


D 


= k 



/* 


0 



sen# drd0 = 


ka 


5 


5 



fT 


sen# dO - 


o 


*"*•[-eos 0] 5=-^ 


S 


5 


Luego, 


~ _ M x _ 2k<x / kit:a 


4 


8 a 


M 


5 


4 


5/T 


3. a 0, ya que tanto la región como la densidad de la lámina son simétricas respecto 
al eje Y. 


4. El centro de masa de la lámina es (a\ y) = 


í~ ~\ 1 

(. 8a 

-v, y) = 

0, — 

\ ■ ¡ 

5 n) 


PROBLEMA 2, J Una lámina homogénea con densidad c%\\ y) = 1, que ocupa el 





anillo encerrado por las circunferencias de centro en origen y de 
radios a y b, siendo a < b. Hallar 

1 * /o, el momento de inercia respecto al origen, 

2. I x , el momento de inercia respecto al eje X. 

3. Iy , el momento de inercia respecto al eje Y. 


J. /o = 


Jj(- V +y )s{x, y) dA -JJ (x 2 +y 2 jdA 



i) 


































PROBLEMA 3. 





n i * 


a reuion 





tiuc 


/•=<K i 






M i ti 


CS ( 


^.v, y) = yj x 2 + y 2 = 


r. 


Hallar; 


2. A/.. el momento de masa respecto al eje Y. 


3. | x. y ). el centro de masa. 


Solución 


1. 



ó (x t v \dA 



lt 1 *-Cl»S (' ( 


rn 


irdO 


D 


L . 


r - ~ ! * lo *0 * 


dO = 


2a 1 -..3 


3 


(1 +cos#) dO 


~ U 


0 


- a 


i i ■+• 3eos 0 +■ 3eos* 0 + eos O^dO 


¿a 


dO 


(I 


lü i c 

1 (j 



2a ' Í tos 2 

J 0 


r — «{I + cosé?) 



QdÚ 4 


2 a 




eos 




OdO 


3 


u 


2 Xa 


A J 5/7íi 

+ 0 + na + 0 - -— 
3 3 


2 - M v = 



.r¿> ( x, v ) dA = 2 


D 



ut I 1 >:n\Ol 


r eos o rrdrdO 




















a 

l 



(1 + eos 0) A eos o de 


a 


o 

4 * * 


2 


o 


t 


eos 


4 § \4 

0 + 4cos 3 0 + 6 cos-0 + 4cos 0 + cos' 0) ci9 = 


Ind 

4 


3 . x 


M v Ina / 4 _ 21 a 


A/ 


5 ^ í / 3 /3 20 


V = 0, ya que tanto la región como la densidad de la lámina son simétricas 

respecto al eje X, 


Luego, 


(*• 4 = 






2 \a 
20 


\ 


, 0 


J 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.5 


En los problemas del 1 al 10 hallar la masa y el centro de masa de la lámina 
que ocupa la región D y que tiene la función densidad 5 indicada. 

!./)={ (x, y) 0 < x < a , 0 < y < a }, 5 (x, y) = x + y 

Rpta . M—a\ (x, v) = ( la 12, la 12) 

2. D el triángulo con vértices (0,0), (0, 3) y (2, 3), 8 (x, y) = x + y 

Rpta . M = 8, (x, v) = (13/16, 9/4) 

3. D = { (x, y)¡ 0<y< sen x, 0<x</r}, 8(x,y)=x+y 


Rpta. M= — , (x, 

4 v 


V 


= (/r/2, 16/9/r) 


4. D- {(x, y) i 0<y< / 


a 


x 2 , 0 < x < a }, 8 (x, y i = x y 


Rpta. M = 


a 


8 


, (x, >’)= [Sa/\5, SallS) 


S ' D y)' 0<y<4- .V 2 , -2<.v<2}, s(X, y) = y 


Rpta. M= (a:, v)= (0, 16/7) 


6. D = 


í fe v) / 0 < V < — 1 < v < A1 Xt 2 

x > 1 Sx - 4 j, d(x y y)=x 2 














"'“■«-JO, (í;), (I 4 ; 5 . w) 


TL 

7 . !) es la región semicircular r + / < a \ y > 0 S(x . = 



R/’la M = 


l O es la región encerrada por 





j~' i** 


y) ~ (0, 2>a¡27r) 


/ 


V o,*-0,v = 0, ól.r. rj - v, 

* 

4 


9 , /) es la región encerrada por v 


Rpta. M= iL_ (~ ~\_ /, 

280 ’ v ’ /~ (2 o/ 9, 2a 19) 


, X -1 , JC = 1 ^ y = 0 £ ^ , = 




.XT 


■bf — ^^B<?+l)/9e(>+1)| 

10. D es la región dentro de la circunferencia = W „ r 

circunferencia /* = a. c5fx, y) = * acos ^ > fuera de la 


Rpta. M = /“ 

12 ’ l ’ y )~ 


/ 


33/1 





12v 3 + 32 /t 


, 0 


En los problemas del II al 15 hallar / i , , 
respecto ai eie X a / «„ Y , '/ V * 4 >’ 4 &» MNMWtai * 

^ n J y ' { ' J fl/ or ‘Sen, respectivamente, de la lamina aue ocuna 
tegmn Dy que tiene Ia función densidad S indicada. P 

II. Oes semicírculo superior determinado por x 2 + r= a \ y = 0: áx v) = 

Rpta.- /, = ~a\ l v =y a 5 , /„= ^ 

1*1 t\ •' ^ 15 5 

£> es región encerrada por y = x\ y— 4; y) = 


.v 


Rpta: 4 = 64, , A, = 


13. D 


3 


es región encerrada por la circunferencia r = a; c %\\v) = r n . 


i 

J 


Rpta: /, = / = 


n 


ti +4 


4* D es región encerrada por 

y= sfx 

15 ' D es re g'ón encerrada por 

X ) + 


h + 4 


r _ 

í7 , /o ~ 


2/T 


u + 4 


,n + 4 

a 


D , 368 

Rpta: I v = -, /,, = 

21 - 

= 1; Ó[x % y) = 1. 



9 


, /o» 


4.912 

63 


Rpta: 4= j, 4=i A, = 2. 

3 • 3 3 


^ /o.¥ 

Wio de 



mas del 16 al 19 hallar y el radio de giro respecto al eje X; x , el 


fació,, ,i P ec, ° “1 eje V, de la lámina que ocupa la región D y que tiene la 

"enstdad 8 indicada. 





























Cap - 4 '"‘erales Múlti 


Pies 


16. D es semicírculo superior determinado por .r + v“- a 1 , y - 0; 4v, y)=y 

_ rr ' ‘ 

Rpta: x— —— , ^ , VTí) 

17. D es el rectángulo de vértices (0. 0), (/’, 0), (0, //), (/>, //); $.v, y) = 


5 


.v 


///3 


3 


_ ¿V3 


18. D es región encerrada por y - a\ r \/ .v , x= 4; <%\\ y) = x. 


3 


Rpta: x = v = '^70 

9 IT 


19. Z) es región encerrada por y = sen je, v — 0, .v= 0, x= m (%\\ y) = y. 

= A 7-- — 3 

/?/;/«; ,v = —-1 

6 

20. La función de densidad conjunta de las variables aleatorias A" e Y es 


= 3 

y ~ - 
‘ 8 


ftx. y) — \ 


Cx( I + 2 v), si 0 < x <1. 0 < y < 2 

* ^ 

0, en otros casos 


a. Hallar el valor de la constante C. 

b. Hallar P(X > 1 2. Y < I ) 

c. Hallar /*(.V+ Y < 1 


Rpta: a. C = 1/3, b. 1/4, c. 1/12 


21 . 


aleatoriamente, i 

que espera el pa 
os que el mcdíc< 

respectivamente 


f(x) 


i 


0. 


^ a~ l 

e , S! x > 0 


si x < 0 



My) 


l 


30 

0, 


l’/3ü ; - íx 

e , si y > 0 


si y < 0 


• ^ } e sanables aleatorias independientes, lia llar 

La función de densidad conjunta de X e Y. 

i™!t 4 üe el tiempo total para que el paciente lleve a cabo las 

c f a n Tu rü ! XCeda una hora -"¡ñutos,. 

dos iarpa-1 3 9ue H ,lcr "P° l0, al para que el paciente lleve a cabo 
aos tareas exceda una hora. 

.H í n —! «-•r/60 -»/Jo . 1 / 

Rpta: a. - I «fin e . sur>0 y v>>0 ,,,/ji 

• 80 ° y |>. 0,60353 c. 0.39647 



0, 


el cualquier otro caso 















22 . Una fábrica de productos eléctrico, o , 

variable aleatoria que representa, en horaTu ■!? ‘ Íp ° dc bombil| os 

■'ñoras, la vida promedio de un ' 


función de densidad de X es /M 


J 



«-V/50Í) 

C i SI A* > 0 


Sea X la 
. La 



* 



Rpia: a, 0,3996 c. 0.2642 




paramétrica" para calcular el *"■ <* -na superficie 

calcular el área de una « 6 deduciremos fácilmente otra fórmula para 

Idr ei area de una superficie de la forma z = /(.v, y). 


Sea 6 una superficie parametrizada por la función 

r: D -> 

r (u, v) = x(u, v)i + y(//, v)j + z(w, v)k, 

□onde D es una región del plano U V. 

Tomamos una partición de la región D en 
rectángulos R u /? 2 , R }t , . , /?*,,. . R„ cada uno 

COn dimensiones A u y Au. Consideremos un 
rectángulo cualquiera, digamos el rectángulo fí k . 



A 



























_ , rectángulo R k . Sea 

ele R* mediante la función r . Sr es parte de la superficie $, dond- • ^ l¿ 




= r (i/*, ve) es uno de sus vértices. 

Hallemos una aproximación de la longitud de los lados />/> y p“^ 

v £ 

lado descrito por la curva 

Hh + A«] = r ( lf k f t , v k ) 

cuya derivada es A\l ) 351 — (íf* T í > v k) = ^ ( w it + L 'a- )• Luego 


ie e| 


Punt 0 


de $ t 


* El 


cu 


Longitud de P 0 P X - 



u k + i\li 


A\t) di 


O) 


El teorema del valor medio parea integrales nos dice que 



u f í +&n 


Á '(/) || di - | A\c) | Au - r M ( u k + c\ v k ) Au , donde 0 < c < a u (2) 


Si Au es pequeño, podemos tomar c = 0y así, tomando en cuenta las igualdades 
(1) y (2), obtenemos la siguiente aproximación 


Longitud de P 0 P ] * | r w ( u k , v k ) 


Au 


(3) 


Similarmente, 


Longitud de PqP 2 


r„ (u k . v k ) 


Ai 


(4) 


Tomemos los vectores 


a= r » (“í > v t)A» 


y 


b= r v (w*, n)Av 


Sea 7* el p;¡ralelogramo con vértice P t ¡ y de lados los vectores a y b. Este 
paralelogramo está en el plano tangente a la superficie S en el punto Po. 

Tenemos que 


Area (7;)= a*b 


r u ( 11 k > v k ) A « * v k )Av 


'! r L«*, v k ) x r v (u k , v k ) 


Au Ai 


Si el rectángulo R k es suficientemente pequeño, el área de la porción de sll P e 
k es aproximada por el área de del paralelo gramo T k esto es 

Area( S k ) * Area( T k ) * || r „ ( u k , v k )*r,( u k , v k )|| Au A»’ 


rficie 
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Cap. 4 Integrales Múltiples 


Ahora, sumando sobre todos los rectángulos de la partición: 



Vi 


) 


AuAv 


N° lcsc M uc ' :1 u ' l ’ ma s umatoria es la suma de Riemann de la función | r, x r x 

sobre la región D. Si tomamos el límite de esta suma de Riemann cuando la norm'á 
de la partición tiende a ('. obtenemos una integral doble que expresa el área de la 
superficie. De este modo resulto justificada lo siguiente definición 


DEFINICION. J Sea S una superficie paramétrica suave dada por la función 


r (u, V) = x(n, v)i +y(u< vjj + z(a r v)k 


definida sobre una región D del plano UV. Si cada punto de 5 

corresponde exactamente a un punto del dominio D. entonces el 
área de S es 



r „ x r , 



donde 





EJEMPLO 1, Probar que el área de la esfera de radio a es 4na~ 


Solución 

Sabernos que una representación paramétrica de la esfera 
con centro en el origen y de radio a es 

r = { a sen <p eos 0 , a sen (p sen 0 , z — a eos <p ) 


condominio D={(<p , 0)\ 0 < <p < K 0 < 0 <2n } 
Tenemos que 


= (a eos <j) eos 0 , a eos (p sen 0 , 


- a sen 



r 0 = (-a sen <p sen 0 , a sen (p eos 



* * 

i J 

a eos p eos 0 a eos <p sen 0 
- a sen <p sen 0 a sen <p eos 0 


0 , 0) 

k 

- a sen (p 
0 




tf'sem^eos 0 \ + í7 2 sen 2 ^sen 0 \ + í/~sen ^cos (j» k 










































AREA DE SUPERFICIES DE LA FORMA z = J{\\ 




Sea z = fix, y), (x, 
parciales continuas. SÍ 
la función, entonces 


y)e D, una función que tiene sus derivadas 
S es la superficie descrita por el gráfico de 


A (S) = 



/ 


1 + 


cf 


/ -y 

+ 


\ J 


OÍ 


,\2 


8\ 


el A = 


/ 



1 + 


r d :' 1 


V ox 


+ 


tíz 


/ 


\ 


oy) 


dA (1) 


Demostración 


Hn términos de ecuaciones paramétricas, la superficie 5 es descrita por 


.y = x , v = y, 


- =/(.V, .)')• o bien r = (x, y , / (x,y)) 


leñemos: r =(l, 0, 


df 


ex 


df 


•Y = (0, .v’. 


dv 


r .t x r v = 


i j k 


1 0 


0 1 


<r 

dx 

£ 

3v 


= _£¡ _ £. 

3.r elv 


j + k. 


r v x r. 


/ 


£ 
& J 


\2 


+ 


£ 

j 


+ i 


i-uego. 



































































c¡A 


D 



fVgÍPLÓT] Hallar el área de la porción S del paraboloide r = .v 2 +/debajo del 
-- plano z — 4. 


Solución 

La proyección de esta superficie sobre el plano XY 
cs el circulo D: r + y 1 ¿ 4 



Pasando a coordenadas polares: 






7t 


0 


(1 +4r 2 ) 3/2 
12 


de 


J o 




AREA DE SI PERFICIES DE LA FORMA y =f(x J z) ó x =Av, 

Si la función f está expresada en la forma y z) ó x = Jiy* v)» siguiendo los 
mismos pasos que en teorema anterior se llega a los siguiente resultados. 

1. Sea y = ( x z ) e Q, una función que tiene sus derivadas parciales 

continuas. Si S es la superficie descrita por el gráfico de la función, entonces 



2 . 


z\ (y, z)G Dt una función que tiene sus derivadas parciales continuas. 
^ la superficie descrita por el gráfico de la tutu on, entonces 










































F.1KMPLO 3. 


o-- C | a parte del cilindro x +y‘-9 que esta en el primer octante 
f debajo del plano z = y- Hallar el área de 5. 


Solución 


1 a superficie S es parte del cilindro a 
De esta ecuación despej amos y. 

> = J 9- x 2 . 


W = 9. 


3 


La superficie S puede ser descrita como gráfico 

de v = >/ 9 —x“ . 

& 

Luego, podemos recurrir a la fórmula (2). 


Las derivadas parciales de y 


di 


-x 





= J 9-X 


^=0 

dz 


son 


z t 


.v : + y 1 - 9 



Hallemos la intersección del cilindro a * 2 +}' 2 - 9 con el plano r y . 


x 2 + j’ 2 = 9 y y = z => x 2 + z 2 — 9 

Luego, la proyección de esta intersección sobre el plano XZ es la circunferencia 
x 2 + z : - 9 y la proyección de la superficie S sobre este plano es 

D ~{(x, z) | 0 < z < V 9 -x 2 , 0 < x < 3 } 

Ahora, 
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Dp .« integral® Múltiple 


ejemplo 


Hallar el área de la superficie S del ejemplo anterior usando la 
formula (3). 



En la ecuación x + v - 9 del cilindro despejamos x 

x = \¡ 9 - y “ . 

Consideramos a 5 como gráfico de la función 



—y 


Tenemos: 


ex 

cv 


-v 



dz 


= 0 


La proyección de la superficie S sobre el plano 
YZ es la siguiente región triangular: 

D ={0*. ") I 0 < z < y, 0 <y < 3 ¡ 

Ahora, de acuerdo a la fórmula (3): 



A(S) = 



1 4 


K 8 )’/ 


+ 


ex N 


di = 


yCZ j 


D 




V 9 - y 2 


dA = 3 


D 


= 3 


y 


o 




d\ 


V 



/ 


1 + 


\2 


y 


v 


7 9 - r 


+ ( 0 )" dA 


y 


o 7 9-y 2 





1 


o 


V9-/ L Jo' 


V 


:/y 


f* 


i 9 

- y 2 ) 

Jo 1 

• / 


= -3 


( 9 -y 2 ) 


l 2 


1 


= 9 


j 


PROBLEMAS RESUE TOS 4.6 



1. 1 Hallar el área de la parte del hclicoide 

S,, lueió n ^ ^ = ^ C ° S f Se " 8 ' > ' “ ~ An 

Sea £> = {( r ^ i o <,■ < 1, 0 < 0 < 4/r } 










































Tenemos que 

r, = ( eos 9, sen 9 , 



r e ~(-r sen 9 , r eos 9 , J 


r r x r*= 


J 


k 


eos # sen 9 0 

- r sen 6? r eos 0 1 


= ( sen - eos 9 , r ) 


i\. x r 


0 


= yj [sen 0)“ + (—eos 0) 2 + /* 2 = V r 2 +1 





Luego, 



r.. x r 


e 


dA = fT^ 

Jo Jo 


+ 1 dvdO 


/> 



4tt r* _ 

o L2 


+ 1 + — In 
2 


/•+VT^ 


+i 


-i i 


ciO = 2/T 


J o 



2 4- In 11 + ^""2 J j 


PROBLEMA 2. 


Sea 5 la porción de la superficie esférica 


x" + y + z~ - a entre los planos 


z = h y z = c, 0 <b<c 

Probar que el área de S es 


.4(5') = 2na(c — h) 

Solución. 



El plano z - c corta a la superficie esférica 
formando una circunferencia de radio 

I ~ 

r 1 = V a -c 

El plano z — b coila a la superficie esférica formando 
una circunferencia de radio 

r 2 ~ 4 a 1 - b 2 

Sea D la proyección de S sobre el plano XY. D es el 
anillo encerrado por las circunferencias 






Esto es, 


































lado. la ecuación de !a semiesfera superior es : = 









l + 


VZ 


+ 


( * \ 2 
r‘- r 1 


óx) 


CT 


/ 


dA 



PROBLEMA 3 


Construimos la superficie S uniendo la parte del cilindro a 
= cr situada dentro del cilindro a" +r = a'coa la parte es 
último cilindro que está dentro del pnmero. Hallar el area de i. 


La superficie indicada se compone de ocho portes 
igual área* una en cada octante. La primera figura 
'nuestra la parle situada en el primer ociante. Esta 
PWe, a su vez, se compone de dos subpanes de igual 
la pane sombreada que corresponde al cilindro 
i horizontal y la parte rayada, que corresponde al 
1, Cl,ndro vertical. Si 5, es la parte sombreada, 

Entonces 

A(S)=\<>A(S { ) 

















































Ahora calculamos el área de 5V Obsei vemos la 
segunda figura. S\ se proyecta, en el plano XY, sobre 

un cuadrante del círculo x +y ^ o * 


Despejamos r en el cilindro 


.r + 




Cap. 4 Integrales Mú| Hp( 




En consecuencia. 


4^=1645,) = 16a 2 


PROBLEMA 4. 


Solución 


Hallar el área de la porción de i cono z“ — x~ + y~ que está arriba 
del plano XY y en el interior de! cilindro x 2 + v 2 = 2av. 

w' m* 


Tenemos que 

x 2 + y 2 = 2 ay <-> x 2 + (y - a) 2 = a 2 

Sea S la porción del cono indicado. La 
proyección de 5 sobre el plano XY es el círculo 
encerrado por la circunferencia 

.r + i ' 2 = 2ay O x 2 + (y - af = a 2 
Sea D = { (x ,v) | x~ + (y — a ) 2 < a 2 J 



- V 2ay-y~ <x<y¡~2ay 


I ornemos la ecuación del 


y 2 y 0 < y < 2a } 


cono r* = x + v 1 



02 


respecto a x: 2z~^ = Zx 


dx 


dz 

dx 


x 





X 
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PROBLEMA 5. 


Arca de la bóveda de Viviani 

Se llama bóveda de Viviani a 
la superficie 5 que es la porción 
de la semiesfera 


x 2 +v 2 +r = z>0 

w 

que está dentro del cilindro 
x 2 + v 3 = ox, a > 0 



Hallar el área de S. 







coordenado z - 0 y el cilindro es la circunferencia 

( jc — a/if + y~ = ( fl /“) * 


la intersección el plano 











































S es el gráfico de 2 = 7 a 2 -x 2 -y 2 con dominio el 


círculo; 


DAx-a/lf 


+ 1 


< (a/2) 2 


En coordenadas polares: 


(x - a!2 ) 2 + y 2 < i a/2 ) 2 x 2 + y 2 



r~ < ar eos# 


r < a eos # 


Esto es. 


D = {(r, 0) 



71 


v < a eos #,-< # < 

2 


Tenemos que: 


n 


2 / 


1 + 


( ( & 


\dx / 


\i 


=J 1 + 


(-X ) 2 


V 


o* ■ 


2 2 2 
a -x - v 


+ 


(-y) 


a 


2 2 *> I —— 

a -* -r 


Luego, pasando a coordenadas polares: 


Area(S) = 



a 


I 2 9 i 

V o -x ~y~ 


dA - 


= a 


D 



a eos Q 


1 


= -a 



X i 2 


I 2 

V a -r 


.2 

- a 



-7Z ! 2 

n¡2 


a eos 0 


0 


de = 


a 



o 


n 2 


I 2 

v ci -r 


rdrdO 


a 


i 9 9 

- V a ~ a~ 


cos~ 0 


d& 


-TCil 


( 1 sen 9 \^d0 — cric— a 2 


-n 1 2 



n i 2 


sen 6 dO 


nil 


-JTÍl 


-a 7t~ 2a 


| sen 0 d() ~ a 1 7 i~ 2a 1 

-eos# 

J 0 



n Z 


= a~ \ k~ 2) 


o 


[PR OBLEMA 6. 1 Area del cilindro de la bóveda de Viviani 


Solución 


; i ] ¡Jarle del cilindro 
x + y ~ ax, a > 0, 
que está dentro de la semiesfer 
r+y + r = ¿ z > 0 . 


a 


z A 
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unión de dos superficies de igual área: S u la parte de S que está delante del 


plan 


0 %Zy Si, te P artc °i ue está detrás 


La intersección de la semiesfera x + y + z* - ct n z> 0 y el cilindro x 2 4- y — ax 


>s lacurva: 


C: ox + r 2 « 2 - 1 despejando, r = Va 2 - av 


5 es h gráfica de x 2 + y 2 = ax. y > 0. O, despenando, 5 , 


es la gráfica de la función y = V 


ax - x~ , con dominio 


D = | (x, z) j 0 < r < V í/ 2 - av j 



Tenemos que: 




i+ 


dv'l 


2 / v *> 


Vdxy 


+ 


i 


- 1 + 


\2 

a - 2.v 


V 


2 yfax-x 


+(or = 




/ 


2 V 


av - x 


Luego, 


Area(5) = 2Area(S¡) — 2 



1 + 


dy 


\2 / 

' oy 


dx 


+ 


V t v j 


c: 


dA = a 





I 


n 


D 


4 


Ja 


ax - x 


Í o p v íí“ 

I 

0 J o 


-ax 


1 


a 


\j ax ~ .y 


¿fe dx — a 


o 


V ax -x~ m 


i 2 

V ‘J - 


ar 


¿fe 


- a 


* / 2 
v a -av 


o 


V av-A " 2 


¿/.v - 



4/ 


{) 


a i = a/á f -4= ¿v 

v Ja — x J o v x 



a 2 [ 2-fx 1" = 2ci 

L Jo 



¿SABIAS QUE ... 


El año 1.692, el matemático Vincenzo Viviani (1.622 1,703). 
omcelli y Gálico, planteó el siguiente problema, que se llama el \ 

(,Vcda de Viviani.: ^ m 


discípulo de 
ia de la 



veíit 0,fl ° Cúrtar * de ana bóveda semiesferica cuatro 
í«i* ^ ^ tt1anera Q ue úrea de la superficie 

i>x uctoyf C Sí>a Cli<i drahle (pueda calcularse el valor 




^¡sm° Viviani presentó la solución de su problema. La solución \|J ma 

,|. 1. a Vent ana de la semiesfera con un cilindro, como se vio c 
' 0 5 anterior 
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PROBLEMA 7. 


En ejemplo 6 de la sección 4.5 de nuestro texto de 
Integral se determinó que ei área del toro 

(x _ bf + v 2 * a 1 , Q< a< b 

es A = A^ab. Comprobar este 
resultado calculando el área 
del toro usando la 
parametrización: 

r(ft y/) = (h + a eos I// )cos 9 \ + (/> + a eos i// )sen 9 j 


+ a señt// k, 0 < 9 < 2/r, 0 < i// ^ 2/r 


Solución 


y/) = - (b 4 a eos y/ ) sen 0 i + (ó + a eos t// )cos 6 j 
iy(ft y/) = - ¿7 sen y/ eos é? i - sen y/ sen é? j + « eos y/ k 


rflX 


i 


J 


k 


-(¿> + a eos y/)sen # (ó + í 7 eos t^)cos 0 


- a sen y/ eos 0 


- a sen y/ sen 0 


0 

a eos y/ 


= a(b + ac os y/)[cos 0cos y/\ + sen #cos x¡/\ + sen ^k] 


r o x *V 


— a(b + a eos \(/ ) 


Sea D - {(¿2, y/) ) < 6 < Ix, 0 < y/ < 2 ti } 


Ahora, 


A 



r o x r - 




dA = 


o 


íf"" 


? + a eos y/ } clA 


D 


= a 



2,7 * 27 


0 0 




(ó + a eos y/)d0dy/ — Ina^by/^-a sen * = 4/tab 


o 




PROBLEMA 8. | Area de una superficie de revolución 

Sea S la superticie de revolución que se obtiene al girar la clU ^ a 
x ~A Z )* A z ) ^ 0. a < z < ó, alrededor del eje Z. Probar que 


A(S) = 


Solución 



re » h 


0 



f(z)J 1 + 1/ '{zjf d:d9 


a 


Una parametrización para S 


es 





















r¿x r 2 = 


i 


J 


k 


-/'(-) sen O f(z) eos 0 0 

f\z eos 0 f\z ) sen 0 \ 


= /(-)eos 6 i + /(z) sen -j[z) f\z) k 


i> x r 


i| = mi i + [/ '(2)] 


Si D = {( 9, y/) / 0 < 0 < 2;r, a<z < /?, entonces 

■ Í f f(-)\J 1 + [f’UtfdzdO 

Jo J» 


¿(S) 


OBSERVACION. 


La fórmula anterior es del mismo tipo y complementa las 
fórmulas de superficies de revolución obtenidas en la sección 
4.5 de nuestro texto de Cálculo Integral. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.6 



1. Hallar el área de la parte del plano 3x + 4 y + 6z - 12 que está en el primer ociante. 

Rpta. y¡ 61 

2. Hallar el área de la parte del plano x + y + z = 6 que está en el interior del cilindro 

x i + v 2 = 16 R P ta 32 ^ ír 

w 

3- Hallar el área de la parte del plano 2v + 2y + z = 8 que está en el interior del 


cilindro elíptico 


2 3 

x y , 

-4- -— = 1 

4 9 


Rpta. 127T 


4 - Hallar el área de la parte del paraboloide z = 4 - x 2 -/ que está sobre el plano 


XY. 


Rpta.^{\l ir --\) 


5 ‘ Sea 5 la superficie que se obtiene cortando el cilindro r+ v 16 con el plano 

z ~ x y que está en el primer octante. Hallar el area e . 

6 . i . , -> 4 _ -i,, + 7 = 6 que está dentro del cilindro 

^aildi el area de la parte del plano 2v + 2 y + ~ 4 

= L Rpta. 3/r 
























7. Hallar el área de la parte ' Rpta ^2 

plano XY formado por 

, , ■ .ela oarte de la esfera .r 2 + v- 2 ^ e f dentrodel^cili„ dro 

8. Hallar el área de .parteo A „J„_r¡i 


Rpta. 4 an | a 


b ¿ 


a“ + v = ax. 


9. Hallar el área de la paite de la 



a X 


+ v” + 


= a 2 que está dentro del cilindro 
Rpta . 2a" (/T-2) 


10 


11 . 


x + y = ax. 

, , , j_ refera v 2 + y 2 + = 4z que está dentro del 

Hallar el área de la parte de la esfera a ^ 

paraboloide z — -V + v • 

Hallar el área de la parte del paraboloide z = .r + v- que está dentro de 

, e i. ,Z , J - 4 , Rpta- 7 ( 1 3V 13-1) 

la esfera x +y + ^ ~ 4Z * 6 ; 


12 Hallar el área de la parte de la esfera .v 2 + v* + r 4v que esta dentro de una 
del cono r + z 2 =.v 2 . R P ta ' 8/T 



13. Probar que el área de de la parte de la superficie r + y + r = a'que esta entre 
los planos z = 6 y z = c es A = 2rta/i, donde 0 < b < c < a y h-c-b 

Sugerencia: Ver el problema resuelto 1. 

14. Hallar el área de la parte del plano —- + — + — — 1 comprendida entre los planos 

í7 b c 


coordenados 


_ 1 / "> 7 ~> ■> 2 12 2 

Rpta — V a" o +a~c +b c 


15. Hallar el área de la parte de la silla de montar z = a * 2 - que está dentro del 


* <\ i 

cilindro x +y - 4 


K 


16. Hallar el área de la parte de la silla de montar r 

* » 'j 

cilindro x‘ + y = 1 


Rpta — (l7%/ 17 -1) 

v y que está dentro del 
Rpta 4^Í2x/~2-l) 


17. Hallar el área de la porción del cono 3a* 2 = y + z 1 que está al frente del plano ^ Z 


y en el interior del cilindro y 2 + z 2 = 4i 


Rpta 


n 


8^3 


18. Hallar el área de la porción del cono 4r* ~ x~ + v 2 que está sobre e! plano X 1 ! y 

en el interior del cilindro (.y -1 ) 2 + y 2 = l. p pta / 5 ^ 

19. Hallar el área de la porción del paraboloide z = 8 - x 2 - y 2 comprendida entre los 


conos a * 2 + y 2 = 7 ¿4 v 2 + = £ 


4 


>0 


ifyjtar — ^29\/~29 


1 

















459 


i ¿ roa de la porción de la superficie esférica .r+; 


2 , 1 

i ¿ 


dentro 


, . * y 

'i 1 indio elíptico — + —r - 1 


Rpta 8cT sen 


a que está 

( b 


-i 


a 


a 


Hallar el área de la porción del paraboloide 
J ' r(«, v) = u eos vi + h sen vj + w 2 k, l<u<3. 


0 


v s 2/T 


K 


Rpta — ^3Ta/ 37 —5v5 


12 Hallar el área de la porción del cono 

r ( M v ) = al i eos vi + au sen vj + «k, 0<w<3, 0 <v<2/t 


Rpta 9í//T\ \+a 


I 

23 probar que el área lateral del cilindro ,r + r = r, 0 <y< h es A 
' Sugerencia: Aplicar la fórmula de! problema resuello 6. 


2/irh 



INTEGRALES TRIPLES EN CAJAS RECTANGULARES 

Seguimos el mismo esquema que la de la integral doble 
consideramos funciones de tres variables, ./ 
piralelepípedo (caja rectangular): 


_ <c l 

- i 


Q = [a,b]x[c,d]x [/", í] = { (x.v.z): a<x<h. c<x<d. 

Buscamos definir la integral ííj / 

i -,r »i subintervalos [Xj-i» *^1» 

Tomamos una partición de [cu b] lorraa o una partición de [r, s] 

partición de [c, d] formado por n subintervalos LVj-b ■ • i'liciones construimos la 
formado por q subintervalos [-k-b r k]* Con estas siguientes N = ennq 

siguiente partición P del paralelepípedo Q , torma 0 p . z t 

Paralelepípedos de la forma [x, - i, x¿ ] x b; - 1 ’ -■ /I ^ A 1 

? i° s que numeramos en algún orden y tenemos 

3 partición p: 


P - { Gi, fi2, 


• * 


., } 


la norma de esta partición P 
° lT| o el número 















| p | = La máxima longitud de las diagonales 

de los subparalelepípedos. 

En cada uno de estos subparalelepipedos Qk 
tomamos un punto cualquiera [x k , , 4 ) • 

El volumen de este subparalelepípedo es 

A V\ = Ax* x Av’í-.x A Zk- 



N 


Con estos elementos formamos la surmi t Ricmann'^/(.Y < ., y k . 


k =I 




La integral triple de la función /. Q 


E sobre Q es el número 



/(x, v, z)dV 



en el supuesto de que el límite exista, en cuyo caso se dice que la 
función f es integrable sobre O. 


Se prueba que si f' \ O —> M. es continua, entonces f es integrable sobre Q. 

Aunque hay funciones no continuas que son integrables, la gran mayoría de 
ejemplos que aquí veremos caen dentro del caso continuo. 

Como es de esperar, para el cómputo de integrales triples se cuenta con la¡> 
integrales iteradas, como indica en siguiente teorema dei cual omitimos su 
demostración. 


TEOREMA 4. 91 Teorema de Fubini para cajas rectangulares 

Si / es continua en el paralelepípedo O = [tí, b ] x [c\ d] x [f\ sj* 
entonces 



f(x,y* z)dV = 




Además, la integral iterada de la derecha puede sustituirse por 
cualquiera de las otras cinco integrales iteradas que resultan de 
modificar el orden de integración. 

Los posibles seis ordenes de integración que se insinúa en el teorema aiuc: e 
dxdydz, dxdzdy, dydxdz, dydzdx, dzdxdy, dzdydx 
















Evaluar III 6rv édV . donde Q es el la caja rectangular 


Q- { (x,y, z)/ 0 < x <2, 1 <y<3,0Zx<,\n2 } 

solución 



INTEGRALES TRIPLES EN REGIONES GENER4LES 

Extendemos el concepto de integral triple al caso de una función u - f u. ) * -) 
definida en regiones tridimensionales (sólidos) acotadas. Lna región 

tridimensional E Cl es acotada si existe una caja rectangular C? que lo contiene. 


Esto es, E C Q 
A la función f: E — 


la extendemos a todo el rectángulo O. mediante la 


siguiente función F: 0->K 


í/(.v, y,z). si (.y, v.cle £ 
1 ^{,x, “1 o si (y, y,z) 6 Q — E 


Diremos que la función / es integrable sobre E si F es 
a integral de f sobre E está dada por la integral de F so re O- 



f{x,y,z)dV - 



F(x, v. z)dl 


r 


E 


Q 


En 


• r f( x v z ) es continua en 

f'gtónF 505 m4s avanzados se prueba qUe ul” n en ^frontera de E. entonces / es 
, £ y se comporta “razonablemente bien en *.■ 

^fcrable en E. 



















Cap. 4 Integrales MulH r ,|„ 


PROPIEDADES de las integrales TRIPLES 


loe propiedades de la integral triples son las mismas que u. 
Como es P J inte g ra les dobles. La demostración de la siguiente 

ÍroÍ'sSfs'guc lac.Lnte de las propiedades de las sumas de Riemann y de | 0s 
límites. 


TEÓREMA4JÓ] Propiedades de las integrales triples. 

Sean fix, y. --) Y z) dos funciones mtc § ralcs sobre la 

tridimensional E y sean a y b dos constantes. 


región 


1 


Propiedad de linealidad 


Mi 


a 


f(x,y,z)+bg(x,y,z)]dV 


a 



f(x i y,z)dl / + b I g(x,y,z) t /r 



E 


E 


2. Propiedad dominante 


/{.v, V, z) > g(Xs y .Z) 



f(x,y,z)dV > I g{x,y í z)dV 



E 


3. Propiedad de subdivisión del dominio 

Si E es unión de dos subregiones E x y E 2 que no se sobreponen, entonces 



/ (.v, y,z)dV - 



/ (x, y, z)dV + 



/(x, y, z )dV 


E 


E\ 


Ei 



Nuestro interés se concentrará en ciertas regiones tridimensionales a las que lab 
clasificaremos en tres tipos: z-simples, x-simples y v-simples. 


REGIONES TRIDIMENSIONALES ^-SIMPLES 

Se dice que una región tridimensional E es ¿-simple 
si E está limitada por abajo por el gráfico de una 
función continua z - //¡(x, y) y por arriba por el gráfico 
de otra función continua z - u 2 (x^ y). Además, la 
proyección del E sobre el plano XY es una región plana 
D de tipo I o tipo II. En términos más precisos, 

£={(*, y, z) / (.«, y) e D, u { (x,y)<~ < i/ 2 (.v, y)} 

En este caso tenemos que; 




/(x,y,zWI 




u 2 (-',y) 
v) 
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Múltiples 


Si D cs *’P® ’ es *° es ’ 

D = {( v. y) / a< x< b, g|(.v) 


y £ gif .v)}, 


entonces 

r * ; (V. V. -) / ÍI < -V < b, gi(AT)<.V<g 2 (.v), ¡íi(x, r)< 


< Wjf.V, y )} y 


f(x, y, z)dV = 



y) r r, 2(- x < >) 


{A\ v, z)clzdydx (1) 


■ y) » |(jr, t) 


es de tipo II, esto es, D {(.v, v) / c < v 5¿A ft|(y) < jc < ^(v) ¡ , entonces. 
£={(x,y.:)lc<y<d. /t,(v) <.v < h 2 (y), u,(x.v)<: < h 2 (.y,v)} y 




/'(.v, v.r)t/í' = 

b." 



fn 


u 


í V. V) 


/(a, y,z)dzdxdy (2) 


E 


*I( V) 


u 


| < V. V) 





2.\*í/r , donde /: es la región tridimensional 


(tetraedro) encerrada por los planos coordenados y el plano 

2x + y + 2 = 6. 


Solución 

La región tridimensional E es tipo "-simple. En 
efecto, la región E esta limitada por abajo por el 

plano r = 0 y por arriba por el plano z~6 — 2x— y. 

La proyección de E sobre el plano XY es el 
triángulo D formado por los ejes X e Y y la recta y - 
ó - Ir, que es una región plana de tipo I. En térmim 
más precisos: 

f>={(x,y)/0<x<3, 0<v<6- 2x } y 

£ = {(a\v, 2 )/ 0 <a-< 3 , 0 < v < 6 - 2 a% 0 < z <6-2 v-v] 

Luego, 


zA 


= 6 - 2,v - »■ 




2xdV = 2 


E 



xdV = 2 



6-2.t e 6-2 x-y 



-rfVi 


0 


ü 


-2 



6-2.v 


V 


u 



6 - 2.v -y 


dvdx 



o 


= 2 



6-2.V 


x ~ 2a - 




= 21 v 


o 


o 


(6- 2a) v 


1 2 
— y 

o • 


6 - 2 * 


d\ 


J 0 























REGIONES TRIDIMENSIONALES x-SIMPLES 


Una región tridimensional E es x— simple si E 
está limitada por la derecha, siguiendo la 
dirección del eje X, por el gráfico de una función 
continua a* = «¿y, z) y por la izquierda por el 
gráfico de otra función continua x = Mity, z). 
Además, la proyección del E sobre el plano YZ 
es una región plana D de tipo I o 11. En términos 
más precisos, 

E = { (a. y, z)! (v, z) e D, z) < x < u 2 (}\ z) } 
En este caso tenemos que: 







f(x i y i z)dx 



Si D es de tipo I, esto es, E> = { (y, -) / c < y < d y gi(A) < r < g 2 (x) }, entonces, 
E = { (a, y , z ) I c < y < d, g¡(x)<z< g 2 {x) > u { (y, z) < x < u 2 (v, z )} y 



/ (a, y, z )dV 




Si D es de tipo II, entonces, 

£= {(x, y, z)/r<z< .v, krfz) < y < k 2 (z). 


n¡ty,z)<x < H 2 O'. z)} y 




/(.v, y, z)dV 




/(a, y, z)dxdvdz 




(4) 














Evaluar la integral 



y dV » donde E es el sólido en el 


E 


semiespacio y > (» encerrada por los planos y = 0, x = 4 y el 
paraboloide x = y 2 + z 2 



Solución 

región 

y— simple. En etecto, E está 
largo del eje X, poi 

pnruVlílloide X 


E 



lí. 


es tipo 

, a lo 
por el 



por el plano 


= v" + z. 

t/ 

x~ 4. Osea, 



í(l (y,4)=y 2 + z 2 y w 2 (y< z) = 4 



La proyección D del sólido sobre el 
plano YZ es el semicírculo 


x = 4 


v 2 + < 4, v ^ 0, 

el cual es una región plana de tipo I. que podemos describirlo así. 


D= {(r,--)/0<>’<2. 



En témiinos más precisos, el sólido E lo describimos así. 


E= {(.v, _v, z) / 0 < v'< 2, - V 4 - / <r<V4-v 2 ,y+z 


< .v < 4 



Ahora, aplicando la integral (3): 
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Cap-4 Integra^ 


'Pfes 




y r(-2vrfv) = 




15 


(4-, 2 ) 


5-2 


n 2 


128 

o 15 



REGIONES TRIDIMENSIONALES ^SIMPLES. 

Una región tridimensional E es J-simple si E 
está limitada por la Izquierda, en la dirección del 
eje Y, por el gráfico de una función continuas 
v = z), y por la derecha por el gráfico de 

otra función continua y — u 2 (x, z). Además, la 
proyección del E sobre el plano XZ es una 
región plana D de tipo I o II. En términos más 

precisos. 


y VM*. ;> 


E- {(y, v,r) i (.v, z) e D, z) < y < ihjx. z) \ 


En este caso tenemos que 


/(.v, \\z)áV- 





ú 


z) 


f{x,y,z)dv 


«}(*.=) 


dA 


Si D es de tipo I, esto es, D = {(w z) / r<z< s . g t (z) <x <g 2 (z )}, entonces. 
£ ~ {(.y, y, z) ¡ r < z < s, g x {z)<x<g 1 {z) i u x (x,z)<y < «:(*,-)} y 



f(x,y,z)dV 



*2< = > 


U 


i ( v t r) 


f (x 1 \\z)dydxdz (5) 


ííj(r) y (x,z) 


Si D es de tipo II, entonces, 

E = {(x, y,z) a <x< b , k x {x) < z < k 2 (x), i< x {x, z) <y < u 2 {x< z)} y 



f(x,y,z)dV = 



*2(.v) f "iu,:) 


/(.v, v,z)r/vt/rí¿Y 


(6) 



2 ) 




luí tres tipos de regiones tridimensionales descritas n0 ^ 
excluyentes. Esto es, puede suceder que una misma 
puede cual i íicar para ser de dos o hasta de tres tipos & J ^ 
El siguiente ejemplo nos ilustra esta situación. / C 1 U " ^ 
integral dada es la del ejemplo 3 anterior, donde ^ a ,e ^ nl0$ 
que fue vista como tipo x-simple. Ahora la ICS0 
considerándola a E como una región v-simple. 


















y ~ O ^encerrada por los planos y - 0, x = 4 v el 
x = y + . .Resolver la integral considerando 

región E como y-simple. 


Solución 

región tridimensional E es tipo y-simple. En 

_ 17 noifí limifruln pti (lirorrmn rlol 


La región E está limitado, en dirección del 
CIC 7 por la izqtlieda plano y = 0, y la derecha por 

la sup , ’ r ^ c ‘ e ^ ” 4 x~~ z . O sea. 



Hi(jt, z)" 0 y » 2 ( 


.v, z) = 4x-Z 2 


La proyección D del sólido sobre el plano XZ 
es región plana encerrada por la parábola x = 
la recta x = 4, la cual es tipo 


D 


{ (.y, z)f-2<z< 2, z 2 < a < 4 } 


Ln términos 


más precisos, el sólido E lo describimos asi: 


E= í(*,y,z)/ -2 <z< 2, z 2 < .v < 4. 0 <y< 4x - } 


Ahora, aplicando a integral (5): 


y = V x-z 






APLICACIONES DE LAS INTEGRALES 


triples 


VOLUMEN 


S \F. 


la reg ¡6 


e s una región tridime 


nsiooal. escribiremos W P® 


ara denotar el volunten 


n E. 










































Cap. 4 Integrales Múlti pJes 


sobre el paralelepípedo Q . 


la definición de la integral triple de una función y : Q -» R defi n i da 


N 


f(x,y, z)dV = Lim £/(***> J'í-*) Ar * 
Si /es la función constante /ar, .v, z) = 1, entonces tenemos 




;V 

dV= Lim Y Al 7 ! 

i * 1-0 w 


,v 


Lim X f'IS*:) 

IpI-o w 



Este resultado también se cumple para regiones E más generales de R 5 . Esto es. 


V(E) = 



dV 


F. 


EJEMPLO T] Hallar el volumen del sólido encerrado por el cilindro r + r = 16 y 

losplanosz = 5 y y + z = 10. 

Solución 

El sólido E descrito es del tipo 1, limitado por abajo por el 
plano z = 5 y por arriba por el plano z = 10 - y. 


/. 


y + z- 10 




= ->/ 16- y 1 


:=v 16-1 



x 1 + .r 16 


■9 ™ 

La proyección de E sobre el plano XY el círculo 


D 


= { (x,y) / -4 <y< 4, -yj 16- y 2 <x< yj 16-y j , 


al cual lo hemos expresado como una región plana de tipo II. 


Luego, 

E - { (jc, y,z) / -4<y< 4, -yj 16 - y 2 < jc < yj 16-y 


S <z< 10- 
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MASA, CENTRO DE MASA Y MOMEN1 OS UE iínlkkeia 

Los conceptos de masa, centro de masa y momentos de inercia, tratado 
anteriormente para dimensión 2, se extienden tácilmente para dimensión 3. 

Si un sólido ocupa la región E de K y si S: E —> R es la función de densidad de 
sólido, entonces 


-J1 


2* Los momentos respecto a 
respectivamente, 


los planos coordenados YZ, XZ y XY son. 


ÍIÍ 


Mr: 



:)d I 


^'ííí’ s(x ' * !> " 

E 

^ centro de masa es el punto (x, y-, z ) donde 


- A/,. 

x 


- M 

y 


i — 


xz 


«., M ■ M . fisión densidad es consU 

* Cuer P° es homogéneo; es decir si a -v depe nden 

i\ 2 I = k lac pnnrrlpnAdaS dsl pUfltO v 1 * ’ ^ 


- Mjy_ 

M 

ión densidad es constante, 

de la 


^ A ' y> z )~ k, las coordenadas del punto ( ^ 

Ametría de la región E del sólido y. en este caso (•'• 1 • 

""iroidc de E 


toma 


el nombre de 

























Cap. 4 Integrales Múltipla 


4. Mámenlos de inercia 


'ia respecto a los ejes coordenados X, Y y Z. 



V 2 +z 2 Wjp* y9 z ) c ^ 


;,= JIf( 


X + Z 


S (X, 


V, z 



E 


¡z = íj*j*(.v 2 + y 1 ) () i x * y ^ 1 ) íiv 


E 


. Momentos de inercia respecto al oí igtn 


/ 


o 


-ííf ( 


x~ +v+z 



X, y, z) dV 


E 



Un sólido tiene la forma de un cilindro circular recto de radio a y 
altura h. La densidad del sólido en cada punto es proporciona! al 
cuadrado de la distancia del punto a la base. 

1. Hallar la masa del sólido. 

2. Hallar el centro la masa del sólido. 


zt __ 


Solución 

Colocamos un sistema de coordenadas como indica 
la figi ra. En este caso, el sólido ocupa la región E 
encerrado por abajo por el plano z = 0, por arriba por 
el plano z = h y lateralmente por la superficie 
cilindrica x 2 + v 2 = a 2 . La función densidad es 

y, z) = kz, 

k es una constante de proporcionalidad 

La región E es z-simple y se proyecta sobre el 

círculo 

D = { (x,y) / -a<x< a, -V ~c? ~x 1 <y < yj a 2 - .v 2 } 



x 


YA 


y = v <1 - .v 


1 . M= 


iíh 


x, y, z) 





I 2 ■ 

(• = —v (l ~ 


a (* V —,v 2 


p a p v - v 

J J-/<?-? 

“íJ 



h 


0 


kz 2 dzdydx= ~kh } J j* 


-a 


J¡H2 2 

V a -x 

/ 2 * 
-Va x 


ciydx 


= -kh 2 
3 



a __ 

Ea 2 -x 2 dx = —A -/, 3 


-a 


3 


* r 

-Vi/ 


2 


2 2 a -[ V 

t/ -x +—sen - 

2 c¡ 


a 


—ku ti K 

3 


-1 £í 


2. Por simetría del sólido y por la forma de la función <ix, v.;). el centro de masa 

- e e J e Z >, poi lo tanto, es de la lomia (0,0, z ). Luego, sólo falta 

hallar z. 
























MiiUipI* 








1 


-x ¿ dx = ~ka 2 h A 

2 



£1 centro de masa es el punto 



3 h 

4 

4; 




PROBLEMAS RESUELTOS 4.7 



l~x 


2-x 2 



dzdydx representa el volumen 


o 


o 


de un sólido. 


1. Graficar el Sólido. 


- = i _ \ 2 

k. * v * 




2. Evaluar la integral cambiando el orden de integración a dydxdz. 

Solución 

L La integral nos dice que: 

a. La región E que ocupa el sólido es 
^-simple limitada por arriba por el 

plano r = 2 — —, y por abajo por el 

2 

plano 2 = 0 

b. La región E se proyecta en el plano 
sobre el triángulo 

~ {(x, y) / 0 < x < 4, 3 < v ^ 7 -.v J 

^ gráfico el sólido es la pirámide (acostada) adjunta. 

2 gráfico del sólido como 

* °rden de integración dydxdz nos sugiere que \eamo ^ .^ ii¡jarílíl nor e | plano 

nú l . 




una re 
3 


:n de integración dydxdz nos sugiere q f )a j zqu ierda i>or el plano 

gión .v-simple. En este caso, E esta I mutuo, i 


■ y por la derecha por el plano v ■ 1 • 





















E se proyecta sobre el plano XZ sobre el triangulo 
formado por el eje X, el eje Z y la recta z - 2 - - o, 
lo que es lo mismo, por la recta x — 4 2-. Esto es, 


D 


= { (x, y) / 0 < z < 2 , 0 < a < 4 -2z j 





Consideremos el tetraedro E formado por los planos 
coordenados y el plano 


— + —+— = 1, í? > 0, b>0,c>0. 
abe 

1. Expresar el volumen de E mediante 
una integral triple considerando a E 
como una región z-simple, 

2. Expresar el volumen de E mediante 
una integral triple considerando a E 
como una región A-simple. 



3. Expresar el volumen de E mediante 
una integral triple considerando a E 
como una región ^-simple. 


Solución 


4. Probar que el volumen de E es 



— abe 
6 



2. Despejando x de - + Z + £ _ j 

<-i b c 


x- a{\~y/b-z/c) 














C está limitado por la izquierda por .v = «(1 - y/6 - 2 / c .) 


por la derecha por .v 


V= 



0 


c(l-v//i) I* a(\-y/b~z(c) 


0 


0 



. Despejando y de - + y - + ^ - 1 : 


v = b(\—x/a-z/c 



r es tá limitado por la izquierda por y = 0 
y por la derecha por y = b{ 1 - x/a - z/c) 





b Y 



4. Calculamos la integral obtenida en la parte 1. 







t- tiene la torma del 


tetraedro E formado por los planos 



X V z . 

— + — + - = 1 , a 

o h c 


>0, b> 0, c>0. 


1. Hallar sus momentos 

2. Hallar su centroide. 


3. Hallar sus 




x 





































A esta última integral la desarrollamos como en la parte 1 del problema anterior: 

c(l-xfa-y/b) C ° C bO~xfa) / 

f v | ^ 

ex 


Myz 



b(l xia) 



0 


0 


-íí 


0 


i X V 

a b 



= S t 


be 


0 ^ 2 
2a~ 


í .v(«-.r)‘ cív= S n j - 2 



\ 

x (a - x )~ dx 


n 






íí 


o 


2a 



a 


.y - 2aA*~ + X 3 I dx - Ó 


be 


o 


i 


a 


o 


*> *> 1 _.J ..4 


a ,v 


av ,v 
+ — 


3 


a 


¿r/>e 


— ó 


n 


o 


24 



A4 = ||| yS(x, v, z)dV = 



yS Q dV Ó 


o 


vdl 


/ 


E E E 

A esta última integral la desarrollamos como en a parte 2 de, problema anterior y 
haciendo los cálculos obtenemos 

b * c(l~y¡b) f* a{\-y/b-z/c) 


A4 = ¿0 



0 




= Ó 


o 


o 


ab~c 

~24~ 


Similarmente, 


hd.X\! Ói 


O 



<j(l--r í ) m b{\-x!a—zic) 



Z = Ó 


, abc~ 


o 


o 


0 


24 


2 . M= 


■ 


S ( x, y, z ) dV = 



ó 0 dV = S 


o 



dV = S, 


abe 


o 


_ Myz _ c a" he / abe a - A/.._ 

M 0 24 6 4’ y ~~M~ °~24l''° 6 4 


ab~c / , abe b 
ó, 


- A/ 

AT o 

2 “ -- = (> 


abe 3 /í//)c 


^ /i 


M 


0 24 / "° 6 4 


El centroide es 


r 


abe 


\ 


í * 


V 


4 4 4 


/ 


3. Calculemos, previamente, las siguientes integrales: 


a 



¿S(x t & z)dV= Sq 


E 



b{l~x/a) m c(\-x(a-y/h ) 


0 



X 



'—/Ti > 


0 


= A 


o 



/'U-A’/íT) 


C.Y 


0 


A' V 

1_±_A 

\ a b 


\ 



j 




































475 



Múltiples 




Ahora. 
















'Y 2 

+ y + z 







Sol 


uci<í n 


Hallar el volumen de la región 

v =_i+jr + z 2 , y 


E encerrada por l° s P ar ‘ 

1 ") 2 
= 15 - 3jr - 3J 
































Cap. 4 



es 




Hallemos la curva donde se cortan los paraboloides: 

_ 1+v -’ + ; 2 = 15 -3.^-3^ <=> 4x 2 + 4z 2 = 16 <=>.r + z 2 = 4 

Lo«¡ hiperboloides se cortan el la circunferencia x + - - 4 del plano y - 3. 

La región E es una región y-simple que está limitada por la izquierda por e ] 
paraboloide y = -l+x 2 + z 2 ,y por la derecha, por el paraboloide y = 15 - 3r - 3r. 
Se proyecta sobre el plano XZ sobre el círculo D. \ — 4 



Tenernos que: 


V = 



di 


r _ 



15-3.t*-3r 


, 2 2 
-1 + x+z 



E 


D 


Expresamos D en coordenadas polares 




PROBLEMA 5. Hallar el volumen del sólido encerrado por el elipsoide 


Solución 



Sea E la a la parte del elipsoide que está en el 
primer ociante. 

El volumen V del elipsoide, por razones 
simétricas, es igual 8 veces el volumen de E 

E es una región z-simple limitada 
enormente por el plano z~ 0 y superiormente 
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A^ ,nas ’ .:/^ dd primer cuadrante encerrada 


jr, m 

c | Z-cJí-x'/a 1 -y 1 A J 


'< la ^ 


21011 




por los ojo* 



x \ 


7 

— 


+ 


2 12 
a b 


1 . 


sto es 


D = [(x, vj / 0 <x < a, 0 < v < 6 n/T-.v 2 /« : } 



Luego, 


J> = Í N /l-X í /fl 1 



N ^ 




"h i 


= 8 



^ l-.v" tí' 


r . 2 / 2 2 /.2 

y l-.v « —y p 




. 


0 


0 


= 8c 


o 


i-.t“ u“ 


b\ l-.v" 


J l-x 2 /a 2 - y 2 ¡b 2 dv 


0 



Hacemos el cambio de variabl 


e 


v = by¡ 1-jr 2 /a 2 sen O , 


dv = bJ 1- x 2 ¡ a 2 eos O dO 


Como v varía de y = 0 hasta y - /)>/ 1 -* A' _ j ^ varía de 0 


/r 


a 


2 


Luego, 


r 


ÍHc 


o 


Í í (^[a 2 -{\-x 1 ¡a i ) 

Jo ^ 


\ 


sen"# 


y 



1 


x 2 /ü 2 eos Od0 j 


¿¿Y 


O 


- 86c 


o 


,T 2 


0 



2 COS#í/#j 




¿¿V 


í/ 


- 86c 


o 


/r 2 


COS 




0 


(l-jr/V) 


86c 


o 


7t 

*4 


(]-x 2 /(>'-) dx 



xbc f “/ , ,v , 2;r 

“ Jo « 


2^/k* 


2í/ 


3 


3 


4 


= ~-7iabe 


3 



0 es, K - T Trabe . 


































































PROBLEMAS PROPUESTOSTOS 4.7 



En los problemas del 1 a110, evalúe la integral indicada 


1 , j J 2 J zy l e*dxdydz 
-2 

Rpta. 6(1— e) 

r ^ c x c 

2. I I 2 xyzdzdydx 

J . J 0 * 0 

„ 119 

Rpta. - 

8 

C 

f fff2 C y2 7 Y 

I I — eos— dxdvdz 

)o Jo y y 

n 1 

Rpta. —— 

< j; 

r -r k/2 v 

1 1 eos— dvdxdz 

J z J 0 Z 

Rpta. 4(x - 2) 

p jT i 

5 I 

^ r\ 

I I cos(x + y + z) dxdvdz 

J o J 0 

Rpta. 

0 

‘T 

0 

74 /• 0 p 2yr 

I 1 sen — dxdvdz 

J sen2rJ 0 3 

D 1 ^ 

KE>tá.- 

12 16 

|* ln 7 

7 - 

-In2 

I J* /• A + V 

J I ye z dzdydx 

Jo Jo 

16 

8. 1 I I 2 , dxdzdy 

J ft J o J o + r“ 

2 

— K 

3 

9 f 2 í 

* 2x p ^ 2.ry 

/> DÍJ ln 81 ^ 9 

J, J 

i . » 2 . 2 2 

x J \¡ i-x 2 -)’ 2 x +y + ¿ 

ixpia. ín - 

2 4 

,# - í . . 

- 4 a 2 V . Ja 2 W 

si a 2 - X 2 - y 2 dzdydx 

Jo Jo 

4 

„ a 

Rpta. n 

8 

En los problemas del 11 a! 25, evalúe la integra! dada 

en la región E indicada 

" ÍÍI 

F 

xyzdV , £ = [0, I jx[0, l]x[0, ]] 

Rpta. - 

8 


ln (xyz)dV, E=[\, 2]x[l,2]x[l,2] 

Rpta. 6 ln 2 - 3 


E 


















t 


14. 


í. 


15 . 




16 . 


17. 



Rpta. 1 

vrr 

m 


j Inx lny ta* dV , E = [1, e]x[l, e]x[l, e ] 

Rpta. 1 

’/ v + y + z)í/K, £ = [0, l]x[0, !]x[0, 1] 

Rpta. — 

¿1 

E = [0, l]x[0, l]x[0,1] 

(e-l) 3 

f sen( a- + y + z)dV , £ = [0, /t]x[0, ;t]x[ 0, ;r] 

Rpta. -8 


18. 



Ví /r , £ es el tetraedro formado por los planos coordenados y el plano 


* m f* 

19. 6; 

J J J 


3x+ 6y+4z = 12 


Rpta. 2 


2 dV , £ es el tetraedro de vértices (0, 0, 0), (!, 1,0), (1,0, 0) y (i. 0. 1) 


Rpta. 1 /11' 


20 . 


yzdV , £ es el tetraedro de vértices (0, 0, 0), (1,1,0), (0, 1,0) > (0, 1, 1) 


Rpta. 1/30 


21 . 




**/• 


JJ. 

E 


vdV , £ es la región delimitada por z y<¡ z 0 y el cilindr 


= 1 —x 



Rpta. 


M / 105 


dV 


(x+y + z + a) 


, £ es 


el tetraedro formado por los planos coordenados y por 


el plano x + y + 2 a > a 

(x+y+z)dV, E = {(.v. y, z) I ¿ - 


> 0 


In 2 5 

Rpta. j i 6 


< 2 -,v 2 . 0 < V< 3} W* 20 


bxyzdV , E = { (x, y, z) / o < 3 á 2 - 






^ydv, £ = { (x, y, z)IO<x< ycos 


z Oív^b. 


() < 2 < -^ } Rp {íl - 

i* 


2b 
15 
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Cap. 4 integrales Múltj 



26. Hallar el volumen del so 
planos z = 0, - = 3, y-10. 


lido encerrado por el cilindro parabólico y = ¿ y , 

R P ta - 256 


L 1 * 


Hallar el volumen del sólido encerrado por el cilindro parabólico y 


28. 


planos z = 0 y y + z-4. 

Hallar el volumen del sólido encerrado por los paraboloides 

- , „ 6/T 

z = 4 -v - 4 v'" Rpta. 


Rpta. 


C y 

256 
15 


io$ 


r = 4* + V , 


25 


29 Hallar el volumen del sólido encerrado por los cilindros parabólicos y = r, v » 

32 

2 -z 2 y los planos a* - 0, x + 2 = 4. Rpta. 




Si una región E de W tiene un eje de simetría, como sucede con un cilindro 

circular o con un cono circular, el cálculo de una integral triple sobre £ puede 
simplificarse usando coordenadas cilindricas. Si E es simétrico respecto a un punto, 
como es e! caso de una esfera, las coordenadas esféricas son las convenientes. 

COORDENADAS CILINDRICAS 

Recordemos las coordenadas cilindricas desarrolladas en la sección 1.7 del 
capítulo 1. 


r 2 — x 2 + y 2 

Z' 

K 

P(r, 9. ;) 

x = r eos B 


1 


y = r sen Q 



it 

s. 

tan 0 ~ ~ 

/ 9 


J * 

t 

* X 

/ 


X iS ~ ~y • 

\ ‘ 0) 

Supongamos que tenemos una región E de M 3 que es z-simple: 

E - { (v, z) / (,\\ y) e O, í/i(a\ y) < z < ih( jc, y) }, 

tina región del plano X Y. 










R es continua, sabemos que: 



f(x,y,z)dV 




f(x,y,z)ck 



Si D puede expresarse en coordenadas polares del modo siguiente 

D= {(r. 0)1 a< 0 </?, h¡(0) < r <h 2 (0) }, 

entonces 



* r 

r P 

p «2 ('' eos 0, r eos 0) \ 


f 

/(a*, y\ z)dV - I 

I I /O'eos#./-sen0) rdzdrdO 

* 

ijj 

J i 

a 

" h \ ( 8) v u j ( r eos 0. r eos 0 ) 


E 




Sea E el sólido limitado por arriba por la semiesfera 

z = yj 25-.v 2 - r“ , por abajo por el plano z = 0 y a los lados por el 
cilindro a' + v 2 = 16. La densidad es ¿(a, y, z) = z Hallar: 

1. El volumen de E. 2. La masa de E. 3. El centro de masa. 

Solución 


EJEMPLO 1. 


En irminos de coordenadas cilindricas tenemos. 


Semiesfera: z- V 25 - r 2 
Cilindro: r 2 = 16 


r = 4 


D = {(r, 0) / 0 < r <4, O<0 <27t} 


£= {(/-. 0, z) /0 <z <V 25-r 2 ,0 < r <4. O<0<2/rj 


Ahora. 


-i-n 

r 0 





— — 



y" = 16 


rdzdrd 0 


v ♦ 


o j o 


jl + y- = 16 


J*! 4 [ zrf 5 - rl drd& 


/ 


0 


2í » 4 





i 


V 25-r rdrdd--- 


0 


o 


3 



(25-r) 


3 2 



dO 


J 0 


0 


3 


f , . 196 

[-98 ]dO=-r-x 

J a 3 
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2 . M 


•III 


2,t 


J 25-r 2 


S(x t v, z) dv ~ 



z dV 


zrdzdrdO 


o 


o J n 


2,7 


, ^25-r 2 


,7 


r 


drd$— t 


o 


o 


o 


J o 

a 


Í25-r 2 ¡rdrdO 


n 



2.7 


25 2 1 .4 

—-r —r 

? 4 


¿0 = 68 


dQ = 136;r 


3. Por razones 


L 2 ^ Jo •'o 

o / ~ 

de simetría el centro de masa es de la forma (O, 0, z 


Mx\ 



zS{.\\ y. -) dV — 



r_- JF = 



z 2 dV 


E 


• ** 


4 m \ 25-r 


2.7 


4 f _3 


z 'rdzdvdO — 


o 



O lí o 


2,7 m 4 


0 


0 


3 


y 


4 


, 5 -/■ 


drdO 


J o 


o 


I " ¡ 25 - r 2 ) 3/2 re/í'i 

J O 


2,7 


(9 = - 


15 


{25-r) 




dO 


o 


o 


2,7 


2882 T "" ,, 5.764 

d&= - k 


15 


15 


o 


XI 1 


M„, 5.764 1.441 

15 / 510 


M 


i il centro de masa es (0, 0, 1441/510)» (0, 0, 2,83) 


COORDENADAS ESFERICAS 

En el capítulo 1, sección 1.7 vimos que las siguientes ecuaciones relacionan 14$ 
coordenadas rectangulares con las esféricas: 

/f=* 2 +y 2 + Z 2 ’ 
r = /?sen 


x = p sen ^ eos 
y = psen ^sen 
r = p eos ^ 




p sen $ 

Y 



/?$cn 



























;l que nos permita calcular la integral triple 



f(x,y,z)dV 


biando coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas. 

C3fl^ 

p„ primer lugar, hallemos una fórmula que exprese el elemento de volumen dVen 
,; m iinos de las variables de las coordenadas esféricas. Tomamos un punto 

cualquiera (p, ^ A cada coordcnada de este punto le damos un pequeño 
incremento, dp> dO y dfa respectivamente. De este modo hemos obtenido una 
xiueña “caja esférica , que se muestra en la figura de la derecha, cuyas aristas 
fjden L ¡p' s pd<¡> y p sen <pd0. El volumen de esta caja es 


dV - {dp) (p d <¡>) (/> sen (j) dO.) = ff sen (pdp d<pd0. 


Por otro lado, si el siguiente conjunto 

{{p, 0 í¿)/ a<0<p,(p\<(¡><<l>i^ Pi(fl <!>) ^P ^Pi(0$) } 
es el que da lugar al conjunto E , al aplicar las coordenadas esféricas, entonces 



f(x,y i z)dV - 



E 

¿2 r 


f(p seríeos 9, p señasen#, p cos^) p 1 senipd pd (pd 0 


J P\{64) 




-> 1 •> 
‘ + T = a~ 


Sea E el sólido limitado por arriba p or la semiesfe ra a 

L - = J lv : + 3v 2 • Si el sólido es 

z > 0 y por abajo poi cono - V 

homogéneo, Hallar: 


Solución 


1 


. El volumen de E. 2. El centroide de E. 


Z A 


(ambiamos a coordenadas esféricas. 


f a esfera; r + y 2 + z 2 = a 2 


■ - ~ yj 3a*^ + 3 y 




p 2 = a 2 


= a 


^ Cos >/~3p 2 sen 2 ^ eos 2 # + 3p"sen (p sen 0 


* 3p 2 sen 2 ^ icos 2 # + sen 2 #) P sen ^ 



a * 2 + 3 y 




■-# 































• /3 P sen </> 


eos é = /3 sen ^ 


/r 

6 


Esto es. la ecuación esférica del cono es <j> = 

1 os dos resultados anteriores nos permiten describir al solido E asi: 

/O </><«, 0<<ó <^, O<0 <2 /t} 


;r 

6 


Ahora, 


1. K= 



,7 


¿7 6 íí 


dV = 


p 2 sen^ dpdffidO 


E 


o 


0*0 


Z,T 


ff/6 r . 1 tJ 

sen ^ d(j)d6 — 


2,t /• t/6 


0 


0 


3 




o 


3 


sen (j) d(j)dO 


o 


o 


=íí 


:,r 


i ,t 6 


-eos <j> 


o 


dO = 


a 


3 r 


J o 


o 




1- 




\ 


/ 


2 




£7 


/ 


3 


1- 


■Ti 


\ 


V 


2 


i - ,r ) 


y 


-£-(2-/3), 


3 

2. Tomando v, r) = i, Tenemos 


Mx\> 



~S(x,y,z)dV = 



zdV 


E 


2,7 /• , 7/6 /* tí 


(p eos <j >) p" sen <¡> d pd<pd 9 


o 


o J o 



2.t /* ít/ 6 /• ti 


0 



2 /r ,t 6 


p 3 dp sen<fi eos (j) d</)dO = 


£7 


o * o 


4 


sen^ eos <j) d<j)d9 


o 


o 


a 


4 



* r i -i/r/6 

-sen 2 ^ 


o 


dO~ 

jo 4 


ar 4 f 2j ( 1 1 ' 


— X — 

2 4 


dO ~ 


a 


4 / 


4 


o 


V 


2% 


a 


16 


K 


Como S(x,y,z) = i , tenemos que M = V. Luego 


A/_, 

*} 

M 


M 


xy 


V 


4 / 3 

a /a 

K 


16 


3 


(2-^) 


3a 


/r 


16 


Considerando la simetría, el centroide de E es 


(2-/3) 


3a 

16 


(2 + /3) 


°. 0, ^(2 + /3)l* (0, 0, 0,7a) 


































Rpta. —n 



ai 


Y7 


X~ + V” + z 



dzdvdx 



6 . 



I 5 ~ 

V ct-jt 


r 



^ 5 

¿T-t* - v 


e 


, ■) 2 2 “ 
I -v +r +* 


dzch'dx 


-a 


-V a 1 -x 2 J -J o 2 -:r-v J 


/?/?ía. ^-|e a -lj/r 


7. Hallar el volumen de la porción de la esfera X 1 y + 2 - ^ ^ ue es ^ ^ entr0 ^ 

1 1 TQ 


cilindro yf + {y - 1)“ - 1 


Rpta. —l 3 jt—4) 


9 


1 l i ¿ 

-- = y + V , 

*** # 

2 ax 


8* Hallar el volumen del sólido limitado superiormente por el c0 ^ 

inferiomiente por el plano z — 0 y lateralmente por e ei ín o 

Rpta . 32a /9 

la esfera x 2 + y* + ^ = 

abajo por el cono = je* +/, y en el semiespacio supenor - - 0. P 

esfera de radio a cuya función de 

4 5 

, ., ^ ? Rpta . -tí ' T 

Imwnad es p(x, z) = x 2 + y + * 


^ Hallar el volumen del sólido limitado por an iba poi 


% Hallar la masa del sólido ¡imitado por una 


5 


ll ui , cs tá dentro del paraboloide 

Hallar el centroide del sólido homogéneo Q Rpta, (0, 0,1/2) 

* +1,2 y fuera del cono z 2 — x 2 + y * 


































CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES DOBLES 


DEFINICIÓN?] Se llama jacobianode una transformación 


Tui, i>) = (x(u, v),y(u, v)) 


al determinante de su matriz Jacob i ana. Esto es. 


d( x v ) 

J(u. v)= l ' j - 


(?(?/, v) 


ex 


o V 


6u 


cu 


dx 


dx 


cv 


dv 


_ ex cy 


dx dv 


cu cv 


en- cu 


TEOREMA 4.111 Cambio de variable en una integral doble 


Sea T una transformación que lleva la región S del plano 
UV sobre la región D dei plano XY. Si se cumple que: 


1 


T es de dase C 1 y es uno a uno, excepto quizás en la 
frontera de S. 


2 . 


c(.vo') 


d(u, v) 


* 0, para todo punto de S. 


3. La función f: 
Entonces, 


D R es integrable 



D 



J (v, y) JA - I I f{x(u. v), y(u, v)) 


S 


d(.\ \.v) 


c{u, v) 


duch 



Demostrar que el cambio de una integral doble de coordenadas 

cartesianas a coordenadas polares, dado en el teorema 4.6, 

/(•*', y) dA = f f f(r eos 0 y rsenO) rdrdB 

» a J 


R 


a 



es un caso particular del teorema anterior. 




En este caso tenemos que la transfonnación 

r,0> O eos O, /-sen 0), 0 sea 



.y = reos# v = r sen#, 

* 


































Luego. 



/(.y. v)dA 



f (reos O, reos 6) 


d(.\\ ;’) 

d{i\6) 


drd 6 


jj f(r eos 6. r eos 0)rdrdO - 


¡i * b 

I f(r eos<9, rsen 9) rdrdO 


a * 







J 


EJEMPLO 2. i Evaluar la integral 



y - X 


V + x 


dA 


donde D es el triángulo formado 


D 


por 1.recta <¡»coordcn.te 





Consideramos la transformación 


u = y-A' 


v = v + x 




V-M 


i 



u y v 


obtenemos las igualdades a - , 


y y 


; + “ con las cuales 


(v-u V+W 


\ 


ánimos la transformación ^w, v) — (■*» . 2 2 


/ 


. r T a la región D 

X — la región S en el plano UV c > ue '¡[^y en las fronteras: 

• esto, hallamos los segmentos que 






• y«0 = 

V 4* U _v 

> v - = 0 =í 

> v + í/ = ^ ' 

> v®- 


2 



• A ■* 0 = 

. V - M A _ 

=> .Y =- =0 - 

$ v — w - 0 ' 



u 




2 
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V-W V = 4 

Recta .v + y - 4 => x+.y 4 2 



V-í/ V + M 1 


El jacobiano de T(il v) - 

V 

2 

—,- es 

2 ) 

d(.v.y) 

clv clr 

du dv 


1 1 

2 2 

1 

0(í/,v) 

cy dy 


1 1 

2 


du dv 


2 2 



En consecuencia, 




En el ejemplo anterior, con el cambio de variables se consiguió simplificar el 
integrando. Algunas veces también se busca simplificar la región de integración, 
consiguiendo reemplazar regiones complicadas por rectángulos, triángulos o 
círculos. El siguiente ejemplo nos ilustra esta situación. 


EJ EMPLO 3. Evaluar la integral 



y 


— sen ( xxy) dA , donde D es la región del 
x~ 


D 


Solución 


primer cuadrante encei rada por las hipérbolas xv — 1, .vv = 4 y tes 
rectas y = x 9 y = 5x 


Al integrando y a las hipérbolas que limitan 


a D los escribimos así: 


y 


sen 


{*xy)= 


lo cual 


V 2 

\xl 


y 


sen(^), ¿_=j > 


V 

-=5, 


g ere que el cambio de \ a dables que nos conviene es el siguiente: 



































Hillcmos la regió" S del plano UV que corresponde a la región D del plano XY 


.w 


. - 1 u - 1 * x y ~ ^ 


u ~ 4, 




V 


.Y 


= 1 


v= 1, v = 5x => 


V 




= 5 


v = 5 



S= = {(«. v)/ 1 < i/ <4, 1 < v< 5} 



x e y de las ecuaciones (1): 

1/2 


x = x(u, v) 




V, v; 


- v = v(/¿, v) = (//v) 


1/2 


La transformación 



D está dad por T{il v) = (x. y) = 



1 2 , («v) 1 ' ¡ 



X 


Hallemos el jacobiano de T: 


Ahora, 


w v 

D 


J 


sen 






1 


i4 


UV 


2 


v 


u 


v“sen 


(xu) 


l_ 
2v 

]_ 

i 



d{u< v) 



u 


dudx 


s 


1 


2v 



i \ 


v 2 sen(/n/) 


1 

Uv 


dvdu 


/ 


1 

2 




1 

2 


f 4 

, —i 

T 

V 

1 sen (/tí/) 

. 

2 


di i 


4 


= 6 


sen(/n/) du 


= 6 


1 


_-cos(/nA 

n 


12 


K 












































¡os anteriores, para hallar la transformación Ti u . V| 

d(x, v) 

su correspondiente jacobiano ^ , hemos empezad 


Fn los dos últimos 

(*(1/, v), y(w,v)f y 

definiendo las variables 1 /y v en términos de xe y. Esto es u - n(x, y) y v = «(, ^ 
Luego, liemos despejado x e y en términos de u y K x ■■ x(u. v). y = ^ 

\lgunas veces estos despejes son engorrosos o difíciles. Cuando se tropiece con esta 
dificultad, para salvarla se puede usar el siguiente resultado, que se prueba en - 

más avanzados. 


0(jc,v) d(«,v) 
d(u,v) d(x,y) 


dlx,y) j d(u,v) 

1 , de donde obtenemos, ——— = 1/ —- t 

d(w,v) / d { x f y ) 


EJEMPLO 4. 


Evaluar la integral 



donde D es la región de! 


primer cuadrante encerrada por las hipérbolas: 

xy = 2, xy = 3, -v 2 - v : = 1, x 2 - y~ =4 

Solución 

Hacemos el siguiente cambio de variables: 

u = xy, v = x 2 - y 2 (1) 

I la liemos la región S del plano UV que corresponde a la región D del plano XV 
xy = 2 u = 2, xy ~ 3 => z/ = 3, 

2 2 i _. , ■» i . . . 

x - y = 1 :=> v= 1, x -/-4 => v = 4 

Luego, 5 es el rectángulo S = {(«, v) / 2 < u < 3, 1 < v < 4 } 

No trataremos de encontrar la transformación T, por ser el despeje no mu> simple. 



De acuerdo a las ecuaciones (1) tenemos: 


4u l 4 v 2 



r ) 2 = 4.vV 




Por otro lado, teniendo 


•V 2 + y 2 = VVT 2 + V 2 (2) 

en cuenta las igualdades (1) y (2), 






























a(w.v) 


(5(jt.y) 


V 


T Y 


. 1 , 

¿ V 



4 ir 4 y 2 


Luego 


< 


(*>y) _ 


Ó 


( "• v ) 


= i 


/ 


! d (//, v) 


A 


(*> y ) 



Ahora. 


( x 2 + y 2 ) dA = I | Air 


J 

D 



S 


d(x, y) 


e(u\ r) 


duclx 



(4 / / 2 


4- v 


3/2 


1 



S 


4i/“ 4 y 



4t,í+v¿ ) dudv= j¡ J ( 4 " 2+ ‘- ; )<M» 


1 



, ? 1 3 

4// v + — v 
2 J , I 3 


-i 4 


dü = 


i r ( ,2 " 2+21 ) 


dit = 


81 



CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES TRIPLES 


La fórmula para el cambio de variables para una integral triple es muy similar la 
formula correspondiente a la de una integral doble. 


Sea T: S —» E, T(u , v , w) = (x, v, z) , una transformación que lleva una región S 
el espacio UVW sobre una región E del espacio XYX determinada por la las 

tunciones 


X = x(u, v, ir). 


y = y(w, v, vr), r = z(u, v, w) 


ffijacobiano «le T es el determinante 


Jt». 


ex dx 



d(w,v, vr) 


cu 

cr 


rv ch\ 


C\' 


cu 

dz 


di 

cz 


dw 


cz 


du dv 


‘ nte grab^ S Un ° a uno ' c ^ ase C 1 * su jacobiano no se anula en S y f. E -4 R es 


entonces 



r, vr), v(w, r, vr), ~(^ u 


d(x,y.:) 

V 

dudvihv 

d(w, v, ir) 


























































Sabiendo que el volumen del sólido encerrado por una esfera de 
radio r es V =|>rr 3 , verificar que el volumen del sólid 0 


E 


encerrado por e elipsoide 


2 2 2 
x y z 
—- + — + 


4 


a 


b 2 c 


--les V- -Trabe 



Sea T(u v, vv) = (x, y, z) la transformación que lleva espacio U 
XYX determinada por la las funciones componentes. 



en el 


espacio 


y = bv, 


z = CW 


.v = au. 

En el espacio UVW, consideremos la esfera u 


7 7 2 . 

4* V + W = 1 


X 

Tenemos que u -— , 

a 


v z 

v= w= - y 

b c 


7 7 2 

u + V + w 


= 1 


(x\ 

jL 


f y? 


(A 



+ ’ 

+ 

— 

[aj 




! 1 

UJ 


2 2 2 
* ^ x y 2 “ 

1 => — + -—h 


2 ,2 ^ 
a b c 


= 1 





Esto es, si 5* es el ■ 
encerrado por la estera 
anterior, entonces la 
transformación T lleva al 
sólido S sobre el sólido E. 


Además, 

d(x,y 9 z) _ 
d ( u, v, w) 

Luego, 

Volumen(E) = 


a 0 0 

0 b 0 

0 0c 


= abe 




dV = 



E 


= abe 



dudvdw 


S(x,y,z) 
d(u, v, w) 



4 


abe I Vo lumen ( S )) abe — n (1) 

v3 


4 

3 


Y 




EJEM PL O 6. [ Deducir, mediante la fórmula de cambios variables, la fórmula para 

integrales triples en coordenadas esféricas. 

Solución 


Tenemos que. x p sen ^ eos 0, y — p sen $ sen 


2 = p COS <¡> 
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sen 4 * eos# p sen <fi sen 0 p cos 0 cos# 
sen^ sen# p sen^ cos# p cos^ sen# 


0 


-p sen^ 


C COS^ 


-p señasen# p eos ^ eos# 
p sen^ eos# p eos $ sen# 


-p sen^ 


sen^ eos# -p sen^ sen# 
sen 0 sen# p sen^ eos# 


cos^í-p 2 sen^ cos ^ sen 2 #-p 2 sen<^ cos^ eos 2 #) 
-p sen (¡)[p sen 2 <p eos 2 # + p sen 2 ^ sen 2 #) 

= -p 2 sen^cos 2 ^- p 2 sen^ sen 2 ^ =-p 2 sm# 


Luego, 


d(*, ywz) 

d(p,#,^) 


= p 2 scn^ y 



f{xA\ z)dV = 



ffp sen^ eos#, p sen^ sen#, p cos^)p"sen 0 dpdtpdO 


COORDENADAS ESFERICAS GENERALIZADAS 

Se llaman coordenadas esféricas generalizadas o coordenadas elipsoidales u 
las coordenadas (p, #, ^) definidas por las fórmulas: 

,r = í/p sen ^ eos #, v — ¿>p sen (f> sen #, z ~ C P cos $ * donde íj ^ 0. /? 


0 , c > 0 


Se cumple que 


•>2 2 
a 2 ¿> 2 c 2 


( 1 ) 


Además, siguiendo los mismos pasos que en el e jemplo anterior. 



a sen <¡> cos 0 -ap sen sen 0 ap cos ^ cos 9 

$ cos 6 bp cos (!> sen 0 

cp sen </> 


b sen <p sen # bp sen 


c cos # 


0 


= -abe p’ sen $ 



o, 


di*, y,z) 

—4^—- =fl¿cp“sen 


ííemplo 


1 Avaluar 



1 - 


2 i* 

X } 


-> \ 


¿7 


b 


dV , donde £ es la región 


/ 


E 


S °l«c¡6n 


x y , 

encerrada por el elipsoide. —y + L 2 

í? 


. 4=1 

b 2 c~ 
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Cambiamos a coordenadas esféricas 

T correspondiente nos lleva la legión 


! a transformación 


\ 


5={(Aftí»/ 0á ^ á1 ’ °í 0 - 2n ' 0lí ^ n ' i 

2 2 „2 
.V V £_ _ - 

sobre la región E encerrada por el elipsoide 2 + ,.2 ^ 


h 


Ahora. 



1- 


x 


V 


2 > 


a 


b~ 


dV = 



1 -P 



2 sen ó)dpclOd(j) 


s 


— abe 


- laten 


m l i• ¿T i® 

I 11 - p 1 j /?"sen (j> d9d<j)dp 

'h-'V 


sen (¡) d(j)dp 


= laten I ( 1^ p 2 ) p 2 [- eos <fi] * dp 

% 

= Aahcn I (1 - p 1 j p~dp = -4 aben I (p 2 — p A }dp 

"o J o 


4abcn | — p 2 — i p 5 


-i i 


J 


= —nabe 

15 


¿SABIAS QUE ... 

CARL GUSTAV JACOBI (1.804—1.851) nació en potsdarn , 
Alemania. De ascendencia judia. Desde pequeño se distinguió por 
su facilidad pata la matemática. A los 12 años va tenía la 
preparación para entrar a la universidad, sin embargo el 
reglamento de la Universidad de Berlín exigía a sus postulantes la 
de edad mínima de 16 años. Jacobi tuvo que esperar 4 años. 
Recibió su Doctorado en esta universidad el año 1.825. Hizo 
contribuciones notables en el campo de las funciones elípticas y en 
¡a teoría de los determinantes. El determinante que ahora lleva su 
nombre fue presentado por Él en 1.841. Este mismo año. Jacobi 
generalizo el símbolo ¿> para las derivadas parciales, el cual fue 

mn aducido por primera vez por el matemático francés A. ' M. 
Legendre (1.752-1,833). 





















MAjJ Evaluar scn(y+x)cos(y - *)dA , donde E es la región 


E 


trapezoidal cuyos vértices son {ti, 0), (2n, 0), (2 n, Ot y (0. it\. 


So 


lución 

Consideramos la transformación 


u - y - x 
v = y + x 


Despejando w y v obtenemos las igualdades 


x= 


-—— y y - —— con las cuales definimos 


2 


la transformación '/’(«, v) = ( y, y) - 


V — 14 V + U ' 




2 


2 


/ 



Hallemos la región S en el plano U V que es llevado por T a la región E del plano. 
Haciendo uso de la las ecuaciones u = y - x, v =y + x hallamos que: 

El punto (y, y) = (ir. 0) viene del punto (//, v) = (O -n* 0 + /r) = {-n, n ) 

El punto (x, y) = (2n, 0) viene del punto (u, v) = (0 -2;r, 0 + 2n) = (-2/t, 2;r) 

El punto (x, y) — (0, 2 tt ,) viene del punto yii, v) = (2/r— 0, 2/r+ 0) — (2/T, -tt ) 

El punto (x, y} = (0, tt) viene del punto (//, v) = 0 , 0 ) — (¿r, ti ) 


r- v i\ x v+ u , 

Eje X: v = 0 => v =- = 0 => 

2 

v + u = 0 => v = -i/ 

Eje Y: x = 0=> x = —- = 0 => 

; 2 

: v-w = 0 v = a 

I n , V — // V+W 

1 Kecta x + y —ji — x + v = -^- ^ 

'■2 2 


VA 
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El jacobiano de 1\u, v) 


^ v — U V + // x 


V 


2 


2 


es 


j 


d{x,y) 

5(«,v) 


dx dx 


1 1 

du d\> 


2 2 

dy dy 


1 1 

du dv 


2 2 


En consecuencia. 


j"j* sen (y + x) eos f y - x | dA = jj 


1 


2 


sen v eos « 


2 


dudv 



2,7 /* V 


sen v eos w ¿/wdv = 


x * -v 


2 



2/T 


sen v sen it 


V 


71 


J- 


dx 


1 



2/r 


sen v sen v' - sen (— v) 




dv = 



2/r 


sen “ v dv 



(1 - eos 2v) dv - i 


X 

2x 


V“ 


1 ~ ! 71 

— sen 2v = — 

2 I ? 


X 


PROBLEMA 2 





Hallar el área de la E del primer cuadrante encerrada por la 
curvas y = x 3 , y = 4r\ * - ~ 3 -- - 3 


y, x = 9 y. 


Sea u~2—~ -- 3 


VA* 


-Y 

» v-- xy 

y 


Tenemos que: 



v = .r 3 

X 3 

> u — 1 

y = 4x 

4 “ 

u~4 


X 


x = y\ 

V 

UJ¡ X 

II 

11 

> V = 1 


y 


* = 9y\ 

X 

T~ ^ ^ 

> v = 9 




Luego, la 

\¡ „„ _i_ 

región correspondiente 


[U 4]x [l. 9 j 


a E en el 



A 



o 



J L 


> 

1 4 V 





























497 




e y términos de u 




Reemplazando (2) en (1) 
r(x, v) 1 


r(w.v) 


8« 3 2 v 3 2 




1 

3/2 3/2 

u V 



Ahora. 










l-ía w-3v, v 


2u + \ 


l 


° u • h\\ y = cu -f (¿y 












































v = ir - v, y = ti + v 


Rpta, 


U 


4 . v -e u eos v, y- e sen v 


Rpta. 


d(u,v) 

f (y- y) 

6(Uy V ,1 


- 2u +1 


2u 


2 u 

5. x = ——^, y 

ir + v“ 


2 w 


2 , 2 
u + V 


6. A' = WVH\ V = // V, z ~ VH 


n W J/+V_ il+v+W 

7. a - e , v - e , z - e 


d(x, y) 

Rpta . —— : — - 4 

d í w, v) 1 ' ' 

D , d(x>y,z) 

Rpta- -r=//r vv 

o(//, v, vv) 

Rpta. ^ 

d lu, v, vv) 


£w /<?5 problemas del 8 al II despejar x e y en términos de u y v f y hallar el 


jacobiano 


d{^y) 

c(a,v) 


8. u = x 2 - v\ v = .v 3 + y 2 , donde a* > 0, v > 0. 

m * * * m- J 


Rpta. x = —== \f v + u , y = 

v2 


I 


/2 


4 


v—u . 


d ( a\ y i 
din , r) 



v 


9. m = - , v = at, donde x > 0, y > 0. Rpta . a' 

JE 



V 

—, V 

u 


=v 


//V , 


10. u ~ xy, v —x - a;v 


T?;;/í7, a* - u + v, v = 


u 


c( x % y) 

5(«,v) 

c(.v, v) 


v -h 


1 


2» 


1 


« + v c(í/,r) 


+ V 


H. u - xy , v = V» donde jc > 0, y > 0. Rpta. x = J — t y = 1 t ‘( A ‘*- r * = J 


u 


12 . Sabiendo que el área de círculo de radio r es ,4 = 


c ( it, v) 2v 


n r\ mediante el cambio de 


coordenadas .r = au. y = bv , verificar que el área de la elipse 


'y ~> 

x y 

+ •' 


A — abn 


2 l2 

a b 


= les 


13. Calcular 




y+2* ’ ^ onc ^ e ^ es re gión encerrada por las rectas y = 2.v. 


v = 


2-v + 2, y =2 - 2 a\ v = 


6 - 2a* 



Rpta , — ln 3 
2 


* f1í ia: Sea it ~ ju — 


Zy , v ~ •>' + 2*. Z)e 1 - 

2 


v + // 


u = 














































- 

'< 1' !-V 




índe D es la región encerra 



= 3, 2 - y =2, v-x = 0 


13 


Rpta. —le~ 

2 \ 


-I 


Sugei 


■encía: Sea u=X + v, v = j: - y. De donde x = - +v _ "~ v 

2 ’ y ~~T 


ff sen(x-j>) 

15 . . Calcular J J cos / x + ^xdy , donde D es la región triangular encerrada por 

D 


las rectas y = 0, y - x\ x + y - 


K 

3 


1 


Rpta. — ln (2 + V~3) - 


K 


16. Hallar el área de la región de la región D del primer cuadrante encerrado por las 
rectas v = 2 a, y = — x y las hipérbolas xy - 1, xy = 3. 


i 

z. 



y — x/1 


y 

Sugerencia: Sea u = xv, v = —■ . De donde 

x 


1/2 - 1/2 
u v 


, 1 / 2 , 1/2 
V = U V 



17. Hallar el área de la región de la región D del primer cuadrante encerrado por las 


parábolas: v = x\ y = —x 2 , y' 2 = 5x, y 2 - x. 

4 

Rpta. 4 

f 2 3 

* encía: Sea u = — — . v — -— . De donde 


y~= 5x 



x = u v 


— , v- 

x y 

1 / 3 . . 2/3 


2/3 1/3 

v = w v 



Hallar el área de la región de la región 

las curvas: xy = 2, Ay - 1, xy 3 - 7. 

Rpta. ln 7 


D del primer cuadrante encerrado 



xy - 2 


^ gerencia: Sea u = xy, v = Ay 3 . De donde 


y - , 3/2 - 1/2 - 1 / 2 ., 1/2 

x — u v , y mu v 



X 
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19. Evaluar 


,_ _Zl dA. donde D es la región del plano encerrada p or | a 


a 


2 2 

.* r M y . 

elipse — + 1 

cr 


, 9 

b 


Rpta, ~ab7r 


Sugerencia: Sea x = ar eos 9, y - br sen 9 


20. Hallar el volumen del sólido E acotado por arriba por el plano x + y + r = 6, 


por abajo por el plano z = 0 y lateralmente por el cilindro elíptico 


x~ v 
—+ —= 1 


Sugerencia: Sea x — 3 r eos 9, y 2 r sen 0. 


Rpta. 6/7 


21. Evaluar 


jJJrVí* 


- v) 1 dV donde E es el sólido por las superficies 


x- 1, x — 5, z= y. 
Sugerencia: Sea u 


z=y+ 1, xy= l, xy = 3 

-% v-1-y\ w~xy 


Rpta. 16 


22. Hallar el volumen del sólido E acotado por arriba por el paraboloide z = x" + y 2 , 

2 

por abajo por el plano z = 0y lateralmente por el cilindro elíptico — + v 2 =1 


Sugerencia: Sea x = 2r eos 9, v - r sen 9 


Rpta. 5/r/3 


22. 


Hallar el volumen del sólido E en el primer ociante acotado por los cilindros 
hiperbolices xv = 1, xy = 2, yz = 1, vz - 4, x = = 1, xz = 9, 

Rpta. 8(>/ 2 -l) 

Sugerencia: Sea u = xy, v = „ w = xz , Qbser 


var que x 2 v 2 z 1 = uvw 
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ANALISIS VECTORIAL 

INTEGRAL 


GEORGE GABRIEL STORES 

(1.819 1.903) 


5.1 CAMPOS VECTORIALES 

5.2 INTEGRALES DE LINEA 

5.3 TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS WTEGRALES 

EN LINEA. INDEPENDENCIA DE LA TRAYECTORIA 

5.4 TEOREMA DE GREEN 

5 5 INTEGRALES DE SUPERFICIE 

5 6 TEOREMA DE STORES 


5 7 TEOREMA DE LA DI VERGENCIA 







GEOGE GABRIEL 
STORES 
(1.819-1.903) 


Cap. 5 Análisis Vectorial Integral 



Sir GEOGE GABRIEL STORES , primer Baronet , fue un físico y matemático 

valioso, que hizo importantes contribuciones en dinámica de fluidos, óptica y ¡a 
matemática. En este último campo es más recordada por el muy conocido teorema 
que lleva su nombre . al cual lo estudiaremos más adelante. 

(/. Stokes nació en Skreen, Irla lauda.. Después de estudiar en Skreen, Dublín y 
Bristol en 1.837 ingresó en Pembroke Collage de la Universidad de Cambridge ( 
una de las universidades más antiguas y más prestigio en el mundo) de donde se 
graduó cuatro años más tarde con los más altos honores. 

En 1.849 le concedieron la muy prestigiosa Cátedra Lucasiana de matemáticas 
de la Universidad de Cambridge. En 1.851 fue incorporado como miembro de la 
Roy al Society. En 1.854 lo eligieron su secretario y en 1.885, su presidente, cargo 
(pie conservó hasta 1.890. Por sus valiosas contribuciones a la tecnología y la 
ciencia, en 1.889 le fue otorgado el título noble de Baronet. 

El teorema de stokes fue conjeturado, sin demostración, por Lord Kelvin el año 
1.850. Este comunicó su conjetura a G. Stokes, quien lo propuso a ¡os estudiantes 
que concursaban en el examen del Smith 's price en Cambridge el año 1.854. En ese 
examen estuvo, como estudiante, J. K. Maxwell. Más adelante, cuando Maxwell 
comentaba este problema lo llamaba Teorema de Stokes. 


LA CATEDRA LUCASIANA DE MATEMATICAS, U. DE CAMBRIDGE 

La Cátedra Lucasiana es, sin duda, la más famosa y prestigiosa cátedra 
académica del mundo. Fue fundada en diciembre del 1.663, gracias a un donativo de 
ffenry Lucas (1.610-1.663) a la Universidad de Cambridge. EL Lucas fue un 
mimbro del parlamento inglés representando a la universidad. En su testamento 
dejó establecido que su donativo a la universidad se invirtiera en la compra de 
tei teños suficientes para obtener una renta anual de 100 libras, con las cuales se 
pagana el sueldo de un sobresaliente profesor de matemáticas. 

El rey Callos II oficializó la creación de la cátedra el 18 de enero de 1.664. Al 
siguiente mes, Isaac Borro w, el profesor de Isaac Newton, se hizo cargo de la 
posición. El siguiente ocupante fue el propio Isaac Newton 

<? ;'?•*' a «r »> * ¿JL., 

poi ifi aentíjicos ilustres, entre los que está George Stokes. El 
ocupante actual es el matemático Michael Creen y el anterior, fue 

y ,e í rÍC ° Sl6phen Hawkin S 0.941-) muv conocido 
una V 7f re " e Hh,0ria del Tiem P- Oawking padece de 

ZaZuf m0t0neuronal ’ «« ha incapacitado 



S. Hawking 



IGN ICION 


Un campo vectorial en R" es una función 

F: DC R n M n 

que asigna a cada punto (*„ * 2 . vJ del dominio D 

*(*.. X 2 . ... *„) • 


un vector 


Nosotros nos conc entráremos sólo en ios dos casos particulares n — 2 ó n = 
Si n = 2, F es un campo vectorial en el plano y lo expresaremos así: 
F(.v.y) = P{x, y 1 i + O (.v, v)j. F = p\ + Qj ó F = (p, q) 

Las funciones P y O son las componentes de F y son funciones escalares: 


3. 


P. O : DCZ M 


A este tipo de funciones las llamaremos campos escalares. 

Si n = 3, F es un campo vectorial en el espacio y lo expresaremos así: 

F(x,y, ¿) = P(x,y,z)\ + Q(x, y, z)j +R{x,y,z) k, F-Pi + Qj + Rk o 

F = (P, O, R) 

Un campo vectorial F: DC1 R“ —> R" . es de clase C lkl si cada 
una de sus n componentes es de clase C' 1 ' 1 . 



CONVENCION 


Convenimos que de aquí en adelante, a menos que se diga lo 
contrario, ios campos que aparezcan serán de, al menos, de clase 

c O 


REPRESENTACION DE UN CAMPO VECTORIAL 

Para obtener una representación de un campo F, en cada punto (a, i) ó (**.)» 2 ) 
su dominio se dibuja una flecha que represente al vector F(a, v) o F( a ,) 


A 



o 



i 


F(.v, y) 


A 


* 


\ 


y) 



F(.r. y. -■) 
* ( v. y -) 





Eampo vectorial en el plano 



Campo 



en el espacio 
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r 



Describir el campo vectorial 

F(.v.y) = {-y, x) = -yi+xj 


Solución 


Evaluamos el campo en algunos puntos: 

F(l, 0)= (0, 1), 

F(-l, 0) = (0, — l), 

F(2, 2) = (-2. 2), 

F(-2, -2) = (2, -2), 

Los dos gráficos siguientes representan al campo F. 
hemos dibujado los ocho vectores antes calculados, 
logrado con un sistemas algebraicos de computación. 


F(0, l)= (-1, 0), 
F(0, -1)= (I, 0), 
F(-2, 2) = (-2, - 2}, 
F(2, -2) = (2, 2). 


En el gráfico de la izquierda 
El gráfico de la derecha fue 


Y 


A 


o 


\ 

L. 


■> 


✓ 


/ 


LJLMPLO 2» [ Campos Gravita torios 


/ / / S - - 

///''''■ 
J f i t • * * ■ 

:L%.vW\\ 

V N. \ \ 

-. v V \ \ \ 

^ s \ \ \ \ 

' ' ^ v \ \ \ 

* * ^ \ \ V \ 

* * -1' 

l l 1 * ’ * - * 

* * t í t + 

\ \ V ' ' ' * 

> r * i / / / / 

\ \ V > " % 

r *»//// / 

\ \ \ s ^ ^ ' 

- - - / 

\ \ \ ^ s. - 




Wws*^ |- 

-- - ^ s // 


X 


na masa M situada en el origen de coordenadas ejerce una 

erza e atracción gravitatoria sobre una masa m situada en el 

punto x , y , z) distinto al origen. La lev (le gravitación de Newton 
establece que esta fuerza está dada por 


F(x, y, z) 


- GMm 





donde O es una constante gravitatoria v u 
la ci ' reCL 'ión del origen en el punto (.v, r, z). 


0) 

es el vector unitario en 


Sl r ( x <y,-) xi +>'j + zk es el vector de posición 
¿él punto (x, y, z) y /• = || r || = 


2 7 

+ y +z 


, entonces 


u = 


y a la Igualdad (1) se puede escribir así: 


.v, z) = 


~ GMm 



2 



_ ~ GMm 


j 



r 


























al Integral de clase 


505 





■ LO 3. 1 Campos de flierzas eléctricas 

Los campos de Hierzas eléctricas a , 

Coulomb, la cual establece que la f" ^ P ° r la lev de 
partícula con carga eléctrica a, situad-, J , 5 ejerC ' da por una 

está dada por g3 93 ,0Callzada « el punto fc y , z) 


F(.v, r, z) = £?lil u - c ?l?2 r _ cq t g 2 


r 


r 


(3) 


r 


donde c es una constante, r 


vi + yj + zk, r = r 


|| r || y u = - 

r 


r 


Observar que los campos de fiterzas eléctricas y los campos gravitarnos tienen la 
misma tonna. En efecto, si A- - - GMm en la ley de Newton o k= cc^q-, en la ley 
de Coulomb, entonces ambas leyes tienen la forma: 


F(a\v\ z) = 4tU = — r 


r 


r 


3 


DEFINICION. Si r - xi + yj + zk y si k es una constante. Un campo F es un 

campo cuadrático inverso si es de la forma: 


F{.v, .v, z) = 


.3 


r = 


-u , donde u = r 


CAMPO VECTORIAL GRADIENTE. OPERADOR NABLA 

En el capítulo anterior, en la sección 3.6. se estudió el gradiente de una escalar. Si 
Junción -) tiene derivadas parciales se estableció que el gradiente de / es 

la función vectorial: 


0 bien. 


Y/ (.r./. z) = /, (,v,y,r)¡ +/,. (.v, y,:) j + f- 1 v.y,r) k 


V /= (/„/,,/,) = /, i +/,j + A k 


(O 


V( v. J , r) lo llamaremos campo vectorial gradiente. 

rt * ^ 

1 3 es una función escalar de dos variables, tenemos que: 

V/(x,y)= f x (x,y) i +fy(x*y) J 

Iíls Pirado en la igualdad (I) definimos el operador nabla V del modo siguiente: 


Usté 


V = i —+ j 
dx d\ 


d c 

+ k 


3 


cz 


Aperador, aplicado a la función escalar diferenciable J , nos da su gradiente 

IIÜ! I V /= ) = A ¡ +A¡ + f* k 








































Si / y g son funciones diferenciables y a, h, c son constantes 
entonces 


1. Regla de la constante: 

2. Regla de linealidad: 

3. Regla del producto: 

4. Regla de la potencia: 

5. Regla del cociente: 


Demostración 

Ver problema resuelto 10 t le la sección 3.6 


Vc = 0 

+ kg)= aVf + bVg 
v {fg) = fVg+gVf 

v(/")= nf-'Vf 



gVf- fVg 

2 

g~ 


g* o 



Campo conservativo 


Un campo vectorial F es consei-vativo si es el campo gradiente 

de una función escalar. Esto es, existe una función escalar f 
que - 

F = v/ 


tal 


En este caso, de dice que / es una función potencial de F. 


EJ EjVlPLQ 3. | Verificar que f{x, y, z) = 2x 2 y 3 - - 4 


es una 




siguiente campo vectorial. 



potencial del 


Solución 


F(-V }\ — 4xy 3 i + 6x~ y~ j — 4r 1 k 


Tenemos que f x (x,y,z)=4xy\ /,( w ) = 6 *y, ¿ z) 


4z 




vy (x,y,z) - 4xy 3 j + 6.v 2 . v 2 j -4z 3 k = F(x,y,z) 


DEFINICION 



Sea F(.v, y, z ) = 
vectorial, cuyas 
diferenciables.' Se Ilanía 




"*■ C?( v, v, : ij + v, :!k una campo 

componentes, P, Q y R son 
divergencia de F al campo escalar 


d 


div F = V . p =(H 

dx d ) 

Si F es un 


a 


> dz 


-»* >-£-f *? 



campo plano F = p¡ + QJ> entonces 

d¡vF = V.F=/Ü. , 

“ • P,Q = 


o 



ay 


+ 



dx d}’ 


\ 






























a. div F 


b. div F(2, 1 ,- 3 ) 



x& x H“ 3 yz^ 


, divF= f (*V» + + ~(r~ ¡ )=W 

b . div F(2,1, -3) = 2(2)( 1 )(-3) 2 + 2e'(-3) + 3( 1 )(-3) 2 = 36 - 6e + 21 = 63 _ 6e 



P^ FÍÑIcION.] Campo solenoidal. 

Un campo vectorial F es solenoidal si div F = 
F.1EMPLO 5» ^ eriticai cjuc el siguiente campo es solenoidal 


0 


F(a\ v, z) = e lx i - ve Zt j - ze lx k 


Solución 


divF=^-(e lr ) + ^(ye 2r ) + f ( ze 2x )=2e 2x ~e h - e 2 * = 
dx ' ' cv ' ’ cz ■ 


0 



Si f(x,y\z) tiene derivadas parciales de segundo orden, se 
llama laplaciano de/ a la función escalar 

2 _ a 2 / d 2 f d 2 f 

v\f = — J 


rs 1 


ex 


dy 2 dz 1 


TEOREMA&2| Propiedades de la divergencia. 

Si F y G son campos vectoriales, / un campo escalar de clase 
, a y b son constantes, entonces 

1. Linealidad: div(crF + 2>G)= odivF+ódivG 

2. Regla del producto: div ( / F)= ( Yf ) fW+f MM F 

3. Laplaciano: div( V/) - V • V/-V / 

^mostración 

^ er el problema resuelto 2. 



ROTACIONAL 

Sea F(x, y, r) = P(x, y, ?)i + ;) j / ( /’’ / 

vectorial, cuyas funciones compon ’ ' 

diferenciables. Se llama rotacional de F . P 


una campo 
y R son 

































=V X F = 


ex dv 


dz 


£R 8Q 

* . 

dP cR \ 

( 

i dy dz j 

i + 

l dz dx J 

'j + l 


cQ ¡p 


cv 


k 


POR 


Si F = P\ + QJ , es un campo vectorial en el pj ano 
consideramos como un campo en el espacio: F = P\ + + q/ 0 


rot F = V x F 


i 


c 


r 


r¡ 


dv 


c 


rr 


/> 0 0 


/ 


cQ 

dx 


cP 


\ 


cv 


k 


EJEMPLO 6,1 Si F(x, y, z) - (y 3 -xV )i + (.r- z 2 jj + .vv rk, hallar 


a. rot F 


Solución 


b. rot F(L -I, 3) 


a. rot K = 


o 


J 


o 


y - 


■) i 

X~ ZT 


dv 

w? 

x~ — z~ 


k 

d 


dz 


xy~z 


r 




r{*y 2 :)— í-(-V- ) |i 

cv v } cz /1 


d i 'y •> \ C 

dx ' ’ dv 


=(2xyz + 2z)i + (-2x 2 2-.v 2 z)j +(2.v-3.r jk 

b. rot F(l, -1,3) =(-6 + 6J¡ + (_6-3)j H-( 2 - 27 )k = - 9 j - 25 k 


3 2 

V — X 


1 

L 



Campo irrotacional. 

Un campo vectorial F es irrotacional si rot F = 0 


[E JE1MPL 07J Orificarq Ue ei siguiente campo 


es irrotacional 


Solución 


F(.v, v, z) (xy % yz+x'-fl, y 2 /2 \ 


rot F = 


i 


» 

i 


k 



0 

d 

dx 

dv 

fF 


1 

xy 

* 

A 

~ + vz 
1 


d 

d; 


y 


2 


f 


d 

rhi 


' -> X 

y 


'!>’ I 2 


J 


c 


dz 


í > 

x~ 


\\ 




2 


+ rr 


/ 


i 


j 


k 
































































509 


, vectorial Integral de clase 







= (y -y) i + (°-° j +(x- 






Si F y G son campos vectoriales, / un campo escalar, ay b 
son constantes, entonces ’ 

1 . Linealidad: rot ( c/F + bG ) = a rot F + b rot G 

2, Regla del producto: r °t (/ F} =/rot F + ( Vf) x F 

Demostración 

Ver el problema resuelto 3. 


OTRAS PROPIEDADES DEL GRADIENTE, DIVERGENCIA Y 



ROTACIONAL 

Si la función / y eí campo vectorial F son de clase C 
entonces 




1. div rot F = V * (V x F) - 0 

2. rotV f = Vx(V/') = 0 

3. div (F x G) = G • rot F - F • rot G 

4. rot (rot F) = V(V • F)-V : F,donde V*F= V-Fi + V-0 j +VRk 

“'mostración 

'• Como F es de clase C< 2 >, las derivas parciales cruzadas de de sus componentes 

Son guales. Luego, 


div 


d 




r °tF= V . VxF •= — 

dx 


\ 


¿mdQ 

dy> dz 


+ 


J 


d 

dx 




dP dR 


\ 


Un. 


V 


dz dx 


/ 


d 

dz 


\ 


cQ dP 
dx dy 


/ 


1 A \ 




d‘R 8 Q 
bxcv dxdz 


fa 2 P 6 2 R 

dydz dydx J 


+ 




\ *2 

+ 


\ 




dz8x Szdy 


= 0 


) 


X 


- ^ ^ función / es de clase C^, sus derivas 


Lu 


parciales cruzadas son iguales. 


c go, 











































¡y Qf_ <£_ 

dx dv 8z | 







dzdx dxdzj 




cvdx . 
/ 


k- O 


3. Ver el problema propuesto 15. 

4. Ver el problema propuesto 16. 



Si F es conservativo, entonces F es irrotacional 


Demostración 


Si F es conservativo, existe una función real / tal que F - Vf 
Ahora, de acuerdo a la parte 2 del teorema anterior, rot F - rot V/ = 0 


PROBLEMAS RESUELTOS 5. 1 


PROBLEMA 1.1 Probar que el campo de fuerza de cuadrado inverso del ejemplo 2 


v rv , -GMm 
F(.v, y, z) - F(a\ y, z) =--— u 


r 


donde r = (.v, y, r) = ,vi + yj + zk , r = || r 


es conservativo. 


Solución 

Sea j(x t y, z) - 



V x 2 +y 2 


. Tenemos que: 


+ z 


V f-(fx’fyifz) - fj + /J + f z k 


—GMnix 


( 2 2 2 v372 
( x + + z 


i + 


-GMmv 


1 

y u = - r, 

r 


) 


( x~ +y 2 +z 2 | 




i + 


—GMmz 




? ■> 

+ v + z~ 


) 


3 2 


k 
















































pUOBl 


ema 


Probar el teorema 5.2. Propiedades de la divergencia. 

Si F y G son campos vectoriales, / un campo escalar de cíase 
C (2} , a y h son constantes, entonces 


1. Lineal i dad: 


div (aF + bG ) = a div F + b div G 


2, Regla del producto: div( / F) - 



• F + / div F 


3. Laplaciano: 


div(V/)= V • V/-V 2 / 


Solución 


Sea 


v = p\ + Q\ J r Rk y G = M + N\ ■+ Sk. 


1 aF + /)G = ( aP\ + aü\ + aRk ) + ( bMí 4 bN] + /?Sk ) 

= (aP + />A0i+ (^2 + ¿>M)j + ( aR + bS)k 
= / a P + bM , + 6#, “P + 


Luego. 


div(flF + fcG) — V • (aF + 6G) 


5 0 5 


aP + hM , aO+bN . «fl + W 


OT 


5v & 


L { aP + bM)+^Q+bN)+j{oR + f>S) 

dx 





= ¿3 




£+££+— 

5x dv 5s 


\ 




+ /> 


5¿W 5N 


55 ^ 


y 


V 



+-b 

& 


= ¿j divF+ b div G 


2 . 


a a 


a 


div(/ F) = V . (7F)=(-, & 


fP, ÍQ . 


5 


a.v ay 


az 



5/ DJ . ,£+ 


V p+ EL q + 'JLr + f 

dx dv dz 


f?Q+f dR 

dx 


dz 


/ 


= /£ £ £\ . Ip, q. * W 

<3* ’ dy * & 






5P f*? + 

5.v ^ 























= (V/) • F + / diV F 


3. div(V/-)=V.V/=|£-, 


d 

Sy 




PROBLEMA 3. 


Probar el teorema 53. Propiedades del 


rotacional. 


Si F y G son campos vectoriales, / un campo escalar, a y b 
son constantes, entonces 

1. Linealidad: rotf ciF + /?G) = a rot F + b rot G 


Solución 


2. Regla del producto: rot(/ F) =/rot F + (V/)x F 


1. rot(oF + ¿G) = V x (aF + bG) ~aVx F + b VxG = a rot F + h rotG 

2. Si F = Pi + Qj + /?k, entonces /F = fPi + j'Q\ +JRk y 


rot(/F) = Vx(/F) 


íd -(JR)~(fQ) 




' i ,. 

CV 


\ 

i + 


cz 


J 


V 


5 


dz 




j + 


j 


( 




f d A+V R - f ?QJ± Q 

¥ ¥ J dz dz V 


^ f 


i + 


J 


r dP ¥ n 

f — + — P-f 


\ 


Sz dz 


dR df 

— - —R 

dz dx 


\ 


w 

J 


/ 




+ 


] 


dQ . ¥ 


dP df 


\ 


\ 


. +—Of -— p 

dx dx dy dy 


k 


J 


( 


f M_ f dQ 

¥ ‘ dz 






i + 


J 


¥ d ¥ 


\ 


d) 


R- 


\ 



Q 




I + 


/ 


rdP ^ dR 
3 dz 3 ~d¡ 


\ 


/ 


j + 


j 




Vp-Vr 

dz dx 


m 

J 




+ 




í ?Q_ í dP 

dx 3 dy 


\ 




k + 


/ 




f -Q-~P 

dx dy 


\ 


k 


/ 


= J dR dQ 


\ 


=/ 


¥ dz 




i+ / 


J 




dP dR 
dz dz 


\ 




j + / 


V 


dQ_dP 
dx dy 


\ 


k 


J 




+ 




|* 4 e 

cy dz 


\ 


f 


í + 


J 


d l „ df 




dz 


P~~R 

dx 




j + 


=/rot F + y/ x f 


/ 




VqJ-L 

dx ¥ 


\ 


P 


k 


J 






























































OP 







PROBLEMAS PROPUESTOS 5 


en los problemas del 1 al 5, hallar la divergencia y el rotacional del campo F 

Rpta. divF = 3, rot F = o 


I. F(.r 

1 . F(.v, y) 


.v,2)=-v' + y\+ zk 


-vi + xj 


1 


. F(x,y)= W X 2 + y 2 i + 


te 


2 . 


+y j 


Rpta. di'. !• = 0 . rot F = 2k 

Rpta. div F = 3 yfx^~+~v^ rot F = 


0 


4, F(.v,y,") = xy ¿ *+ y z l + ^ Rpta- div ¥ = x 2 + y 2 + z 2 . 

1 ot F = -2yz¡ ~ 2xz\~2xyk 

5. F(.v, y, z) = (a*+ te)i + (v+ e" )j + (z + te)k 

Rpta. div F = 3+(xv + xz + yz)e" , rot F = <? y ~\x{z - y)i + y(x - z)j 


+ z(v - vx)k] 


6. Probar que el campo F(x, y, z) = ye z \ + xé\ + xyék es conservativo, hallando 

una función potencial f Rpta. /{.i\ y, z) = atét 

7. Verificar que el campo F(.r, y, z) = sen(yz), -z coste), --tcos(xy)) es 
solenoidal. Esto es, verificar que div F = 0 

(x, v, z^ es irrotacional. Esto 


8. Verificar que el campo F(.v, y, z) 


1 


\/ x 2 + V 


2 2 
+ z“ 



es, verificar que rot F = 0. 

9. Hallar div(FxG) = V . (F x G), si 
F(.v, y, z) = .vi + 2j + 4yk y G(.v, y, z) = .vi + vj - zk 

= V. (FxG), si 

F(v, y, z ) = _yy¡ + xyzj y G(.v, y, z) = yzi + xzj 1 v .'^ 

"• Hallar rot(FxG) = V x (FxG), si 

F(v- y, z) = 2¡ + xj + 2yk y G(.v, y, z) = xi - yj - zk 

* 2, Hallar rot(FxG) = Vx (FxG), si 

p (-v, y, z) = x 2 i + v 2 i+z 2 k y G(x, y, ¿) = .vi - J’j ~ zk 

Rpta. -2x0’ + 2)« + 2 - v ’ ( v + 


Rpta. 4y 


Rpta. -x\v 


Rpta- 4i + x\ -2yk 


z)j + 2rz(.v + y)k 


Halla 


Ejfl *¥ - * J¿m 

r rot(rot F) = V x ( V x F), si F(x, y. z) = 3xz i 

m I - 


-xz 



Hall 




p rob; 


ar roi(rot F) = V X ( V x p), si F(x,>'* r ) v 

Rpta. 0’ + 


y 2 z 2 j + X^zk 

2y 2 )j + (2vz - 4vz)k 



ar 4ue div (F x G) = G • rot F - F • rot G 
>ar Rüe rot (rot F) = V(V* F) - V 2 F, donde V F 


V 2 Pi+V : 0Í 
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En los problemas del 

r =vi + vj + -k, r = 


de , ¡y at 22 verificar las identidades dadas, donde 

II t _ . [777+ = 2 y a es lw vector constante. 


v 



r 


r 


19. v(r") = n(n —1) r 


20. V(ln /■) 


r 


21.div(axrt- V• (axr)=0 


22. rot(axr) = Vx(axr) = 2a 



SECCION 5.2 


INTEGRALES DE LINEA 



En esta sección generalizaremos la integral definida J cambiando el 

intervalo [, a , b] por una curva C dando como resultante una nueva integral llamada 

integral de línea; aunque, más propiamente, debería llamarse integral curva o 
integral curvilínea. Comenzamos presentando los tipos de curvas que aparecerán más 
adelante. 

Recordemos que una curva C dada por las ecuaciones paramétricas 


C: x = *(/), y~y(t), z- z{t), a<t<b , 
ó, equivalentemente, dada por una ecuación vectorial, 

C: r(/) = x(t)\ + v(í)j + > a<t<b, 

es una curva suave si las derivadas x '(/), y (t) y r'{/) son continuas en el intervalo 


cerrado [«,/>] y no se anulan simultáneamente en el intervalo abierto (¿hh). Esto es. 

r(/) es de clase C ( 1 ‘ en [a,b] y r'(/) * (0, 0, 0), V/e(a, b). 

La ecuación vectorial r(/) = x(/)i + y(/)j + 2 (/)k, a < t < b. determina una 
orientación de la curva ( dando la dirección positiva a la que se obtiene 

incrementando el parámetro t. El punto inicial es A — r(¿/) = (.v{c/¡. vio)) y punto 
terminal, B = r (b) = (x(b), y(b)) 

Dada la cuiva C: r : [#,/;] -> R'\ se llama curva opuesta a C a la curva delicada 
P or ~C y definida por 


-C: p: [ a , b ] -> R 3 , p(/) = r (a + />-/» 













ft'(0=-i<o, 


"(o) = M (b) = a 


p <£/ ) - r (h). p (A> = r ( a) 



La curva C es una curva suave por partes o suave 



HM 1 ; C- Ci U C 2 U . . . u C n , 

de n curvas suaves tales que el punto terminal de cada una de ella, es el n „mn 
inicial de la siguiente. H 


La curva C es una curva cerrada si su punto terminal coincide con su punto inicial 
Esto es, si A - r(a) = r(b) = B. 


( es una curva simple si no se intersecta, excepto posiblemente en sus extremos. 
En el caso de que los extremos coinciden, la curva es cerrada simple. 

B 



A 

( urva suave 



Curva suave a 
trozos 


Curva cerrada 
no simple 



A=B 

Curva cerrada 


simple 



INTEGRALES de linea respecto a la LONGITUD de 

ARCO 

Sea C una curva suave en ME dada por las ecuaciones paiamctricas 

x = ,y(7), y = v(/), 2 = z(í\ a<t< b 

• equivalentemente, por la ecuación vectorial, 

r(/ > = <*(/), y{t)) = .v(/)i + y(t)i + z(/)k, a < t< b 

y 


Pn=B 


■-1 punto inicial de C es A = (x(ci),y(o ), z 
4 ^ umo terminal es B = (x(b),y(h ), 



L>m 


Hsta 


e,nos una partición P del intervalo [a,h]' 

Punición determina los siguientes puntos de C. 

A =/*„. Pu Pl, . . Pn sB 




X 


PíT 1 
























, k = 1 1, 1,2,. •. n 


Estos puntos dividen a C en n subarcos de longitudes 
p el máximo de estas longitudes 

Tomemos ( x ¡, f k , 4 ) un punto en el arco k, 


Ajíi, As 2 , . . 4y n . Sea 


k - 0, 1,2, . . . » 


Si /{w v, z) es una función de tres variables cuyo dominio contiene a la cuna C. 
formamos las siguiente suma de Riemann: 


¿C/f *jt ’ Tí * z k ) 


* i 


Tomando el límite de esta suma cuando | P 


0 tenemos la siguiente integral. 


DEFINICION. 


Sea f una función definida sobre una región que contiene a la 
cuna suave C. La integral de línea de / respecto a la 
longitud de arco .v a lo largo de C de A a B es 



Se prueba que si la función / es continua sobre la curva O entonces el límite de 
esta suma de Riemann existe. Aún más, se prueba también que este límite es el 
mismo para todas las parametrizaciones suaves de C. 

Para evaluar esta integral de línea, !a transformamos en una integral definida 
guiados por el siguiente resultados, obtenido en el teorema 2.9 del capitulo anterior. 


ds 

di 


I-V) || = J [ Jf '(')T + [V(0] + [ z ’(0] 


De donde. 


tk= J [,’(/)]- +[>’'(/) 


+ 


r'ír)T di 


En consecuencia, tenemos el siguiente resultado que lo ponemos como teorema. 


TEOREMA 5.5 


l eorema de evaluación de integrales de linca. 


Sea j continua en una región D que contiene a la curva suave C. 
Si C está parametrizada por 

r(/) = (.y(/), v(0, -(/)) = -v(/)i + v(7)j + z(/}) k , a < i < b, entonces 
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vectorial integral de cl ise 



unción es la constante 1; es decir, si y t 2 ) = 
dc arc0 de la curva C dado en el teorema 2.8. Esto 


1? la integral línea es 

es. 






c > , + z 


Js , donde C es la curva paramétrica 


1 


C: x- t, y = — / , z = /, 1 < / < 2 

2 


Solución 

p c acuerdo Al teorema anterior, tenemos: 



INTEGRALES DE LINEA SOBRE CURVAS PLANAS 


Los resultados sobre integrales de línea para curvas en R 
caso particular de las curvas en R > tomando la coordenad 
también tenemos que z ' (/) “ 0 y, por tanto 


obtienen como un 
= 0. En este caso 



interpretación geométrica, de la 


integral í /(-'■< y) Js 


, / . • \ M, es el área de un rectángulo 

Ax, y) > 0, entonces el producto / \ x k ,?k} * 


v ertical de ancho A s k y altura / í**> y*) * 


zA 
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Luego, la definición de j* / ( A\y) ds nos dice que esta integral es el área ,4 d e 


de la “cortina * u “hoja" que se levanta sobre la curva C y cu\ a altura sobre el punto 
(a*, y) de curva es z = /{*, y). Esto es. 


A = | /(■*’->’) 


ds 


( 2 ) 



1. Evaluar j* xv ds , donde C es la curva 


C: x = 2 eos t , v = 2 sen t, 0 < t < 


7t 



2, Evaluar j* xy ds , donde — C es la 


curva opuesta a C, que está dada por 


-C: A' - 2 sen /, y — 2 eos t. 0 < t < 


71 


3. Evaluar 


G 


C,: a* = t, y = V 4-/“ , 0 < / < 2 


4. Observar que 


-c 


xy ds 


xy ds 


Q 


Solución 


Aplicando la igualdad (1) 



1. I xy ds = 



T f Z 


(-f(0 (.v(/)) J [y(01 +jV(0] dt 



7 2 


0 


(2 eos i)(2 sen /)yj (-2 sen /)“ +! 2 eos /)“ di 


7 t 2 


- 41 (sen / eos tjj 4^ sen 2 / + eos 2 /) dt 



7/2 


81 sen / eos t dt - 8 
o 


scn“/ 


2 


n/2 


= 4 


o 


2 



* /r/2 

-*?* = (2 sen 

-c Jo 


/)(2 eos /) yj (2 eos /) 2 +(-2 sen /)" dt 


= 4 



7/2 


0 


{sen / eos /)J4( cos 2 / + sen 2 /) c// 






























En el ejemplo anterior, las tres curvas: C, -C y C, 
JJresponden a tres parametrizaciones distintas de la parte de la 
circunferencia a + y =4 situada en el primer cuadrante. Se 
obtuvo que el valor de la integral a lo largo de cada una de estas 
tres curvas es el mismo. Este resultado no es casual En 
problema resuelto 8 probaremos que: 

J f ( x, y, r) ds es independiente de la parametrización de C. 


OBSERVACION. 



EJEMPLO 3. 


De un tuvo (cilindro circular recto) de aluminio se corta un pedazo, 
como muestra la figura. La basa del cilindro es la circunferencia 
x 2 + y 2 = 4 E n cada punto (a, y) de la base, la altura del pedazo es 

fix 9 y) = 1 + y 2 . Hallar el área del pedazo cortado. 


Solución 

* ^1 _ 

Sea C es la circunferencia x~ + y~ = 4. Una 

parametrización para C es 

C: x = 2 eos t, y — 2 sen 0 < í ^ ~tt 


El área del pedazo de hojalata, de acuerdo a ( 2 ), es 
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Extendemos la integral de línea a curvas suaves por partes 


Si C es una cursa suave por partes y C C¡ U C 2 U . . . U Q ,, donde cada c k 

es suave, entonces definimos la integral de línea a lo largo de C como la suma de | a 
correspondiente integral línea a lo largo de cada curva suave C, Esto es. 



EJEMPLO 4. | F;valuar la integral r 1 2x ds 

donde C es la porción de la parábola 
desde (-1, 1) hasta (2, 4) seguido por el 
segmento de recta de (2, 4) hasta (3, 0) 

Solución 

Sea C[ la porción déla parábola y Ci el segmente. 
Tenemos que C — C\ U C 2, y 



P , w *' I 1 7.x ds = I 12 x ds + I 12 x ds (1) 

Je J q J c 2 

Calculemos estas dos integrales separadamente: 

a. Una parametrización C t , que es parte de la parábola v = .r, que va desde t-1. 1) 
hasta (2, 4), es la siguiente: 

* = y—t 2 , -1 <í<2 

Luego, 




= I7/T7- 5sÍ5 

-l 



l>. La ecuación vectorial del segmento de recta con punto inicial (2. 4) y punto 
final (3,0) es 

r(t) = (2,4) +1( 1, -4), 0 < / < 1 

de donde obtenemos la siguiente parametrización para el segmento C 2 , 

x = 2+ t, y = 4 - 4r, 0 á / < 1. 





* 2 +(-4) : dt= 12V17 























MASA, CENTRO DE MASA Y MOMENTOS DE EVERCíA 


Si un alambre de densidad S(x, \\ z) que tiene ia forma de 


una cun a C la masa M 


del 


x 


M 


*e y su centro de masa (x, y, z) están dados por: 

M = j 8 (x t y, z) ds 

xó(x t y,z) ds , v — f yd(x,y\ z) ds , z — — f z8{x. v. z 
' M Je \í J/~ 


\ds 


Si la densidad es constante, $a\ v, z\ — k y el punto (x, v, z) depende de la forma 


geométrica del alambre y no de su masa. En este caso, el centro de masa toma el 
nombre de centroide. 



momentos de inercia respectos a los ejes X, Y y Z están dadas por 



EJEMPLO 


Solución 

* cnenios 


Un resorte tiene la forma de la hélice 

-v = yf, 3 eos /, y = \/3 sen /, z-t, 0 < / < 3 x 
Si su densidad es 8(x t v, z) = z, hallar: 


U La masa del resorte. 2. El centro Je masa. 


que 


*=vF(o] : +b’(o] 2 +|>’(')F dt 



sen /J -+-( /T eos + 1' dt 




J (sen 2 1 + eos 2 1 ] + 1 dt - V 3 + 1 dt - 2dt 


























V = 


M 


j vSl x,y,z ) ds 


1 


9/r~ In 3 



3/T 

(V3 


sen / 


o 


)'(**) 


2/3 

9/r 2 


3ff 


/ sen t dt - 



o 


1 

M 


j zé(x, y, z)ds = 


9/7 


1 


9;r 


— eos / f sen t 


I* 3^ 

I / 2 (2dSf) 


3/T 


O 


2 vi 

3;r 


0.37 


o 


9/t~ 



3 ^ 


rrfr = 


2 


3/r 


t 


0 


9/7 2 3 


= ? 


ft ~ 6,28 


o 


El centro de masa del resorte es (.v, y, I) * (_ 0 ,08, 0 , 37 , 6.28). 


INTEGRAL DE LINEA RESPECTO A 

COORDENADAS 

Nuevamente tomamos una curva suave r r, 1 
las ecuaciones paramétricas C dada P° r 

y=y(t), - = -(/), a ¿i<b, 

con punto inicial A = (x(n\ r w 
final B = ( x (b), tfb)) ’ J y P unt0 

Al subarco Afr de la rnrv-, n 

d'finir la integral de línea respecto a h l ^ 
de arco, pecio a la longitud 



n 


i 


\ " '' * » : J 

lo proyectamos sobre los ejes X Y 7 1 

• "«A_ n respectivamente * ’ atenemos sub intervalos de longitud A 

Si e " la suma de riemann an^ • 

iubmtervalos, obtenemos las tu»* mí Canil , 1lamos el subarco AS* por cada uno de es 

mas de Riemann siguientes 


























£/(*.&»»)**• I ffayU; 

■H1Í >1 r ir ^ J ^Sr-, W| 



£ /(<. >■;. 4 ) 

m ' * 


lomando el límite de estas sumas cuando (¡s >| _» 0 tcnenios Ias fres 





siguientes 



Sea ./ una función definida sobre una región que contiene a la 
curva suave C. ucuc a ,a 

1. La integral de linea de / respecto a x a lo larco de C do 
A a B es 


r 


./ (*. y, 2 ) í& | ¿|itn 9 ¿ / ( r ;.) Ar¡ 


2 . La integral di* linca de/ respecto a c a lo laroo de Cdc 
A a B es 


tí 


i 


f\x,y, z) * = Lim £ / ( I Ai 

P || -* 0 “ ' 


3. La integral de línea de/ respecto a z a lo largo d< ( tic 
A a B es 


n 


C 


f(x, v,z) dz = Lim V /'(.vj. vj.cj) Az 
v ' |¡»|-*« TTi 


k 


teniendo en cuenta que: dx = .v '(/JwV, </'• y '(/)*// > Jz - z u)Ji 
se obtiene el siguiente resultado: 



leo reñí a de evaluación de integrales de línea. 


Sea / continua en una región D que contiene a la curva suave C 


Si C está parametrizada por 

vu) = (xu). y(t), 4rt> = v ( ,)¡ + + 

entonces 


tí < t < ó. 
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Cap. 5 Análisis Vectorial Integral 


EJEMPLO 6. Sea fix, y, z) = xyz y sea la curva 


C: x(l) = t, y(f) = f,z(t) = f 3 , 0 <t <2 


Evaluar: 


a- | f(x,y,z)dx b. J f(x,y,z) dy c. j f(x,y,z) d: 


Solución 


a. j\/(.v,y,;) dx 



xyz dx - 


o 





t dt = 


o 


t 


7 




7 


128 


o 


7 


b.¡ c f(x,y,z)dy= | xyzdy= f /(/ 2 )(/ 3 )(2 t)dt 



= 2 tdf = 


o 


/ 8 1 2 


l 8 j 


= 64 


o 


•J ^ f{x,y t z\ dz 


xyz dz = I /ir r 1 3/ 2 )¿// 


c 


o 




) di = 



31 /V/ 

o 


= 3 


/ 


9 


J o 
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~T 


Las integrales de línea para funciones de dos variables a lo largo de curvas en el 

p ano se pueden ver como un caso particular de las integrales anteriores, tomando la 
variable 2 = 0 (por tanto, z' (/) = 0). Esto es. 



EJEMPLO 7. 


E\aluar las siguientes integrales de línea a lo largo de la curs a 


1. j xj^v 2 . í xv dv 

i , ^ J c • 

donde C es la curva: 

C: ar = 2 eos /, y = 2 sen /, 0 <t<- 

Solución - 

!• aplicando la igualdad de 4. 






















í leos 0(2 sen 0(2 eos t dt) = 



= -8 


3 

COS' / 


3 


nll 


0 


'(sen / di) 


— 0 


8 

3 


los efectos que ocasionan las 
las integrales de línea. Para esto, 


En el siguiente ejemplo mostramos 
rcparametrizaciones de una curva C sobre 
tomamos la curva 

C: .v = /, y = / 2 , 0 < / < 2, 

que es la parte de el gráfico de la parábola y = x 2 de el punto ÍO, 0 ) al punto ( 2 , 4 ) 

A esta curva C Li k parame trizamos dos maneras más, una conserva la orientación 
y la otra la invierte. 






r 

a. I x~ y dx , donde C es la parábola y = jc\ 

parametrizada por r(t) = ti + t 2 j, 0 < / < 2 

f 2 2 

b. I x~ y dy, donde C| es la parábola y -x~ 

J C\ 

parametrizada por r(t) = 2/i + 4t'j, 0 < / < 1 

c. I x 1 y d \>, donde Ci es la parábola y = x~ 

J c 2 

parametrizada por r(/) = (2 - t)i + (2 - /)"}, 0 ^ / < 2 



n 


a. 


X' 


c 


ydy= f {tf (t 2 \(2t)dt = 

i 0 


= 2l t s dt -2 


o 


n 2 


/ 


6 


_ 0 


64 
3 


b 


i 


•j c = J (2t) 2 {4t 2 )(St)dt = mj t-dl 


= 128 


/ 


0 



c. 



ydy= | ( 2-/) 2 ( 2-/) 2 (- 2 ( 2 -/))í* 


:J (2-tfdi 


( 2 -,)' 


1 2 



0 
































Ci tiene la misma orientación que C y que 




64 

3 


Hn cambio, Ci invierte la orientación C y, en este caso. 



El siguiente teorema nos dice que este resultado no es casual. 



TEOREMA 5. 7 


Cambio de paramctrización para integrales de línea. 


Sea / una función continua sobre una curva C de clase C in 

parametrizada por r: [a t b]— »R'\ Sea p: [c, cf\— >R 3 una 

reparametrización de r y sea C.\ la curva dada por esta 
reparametrización. 


1. Si p preserva la orientación, entonces 

| ^ f(x*y,z) dx= J ^ / 1 (x,y,z)dx 

2. Si p invierte la orientación, entonces 

/ ( x, y, z) dx = - f flx, y,: dx 

J Q Je 


Estos resultados también se cumplen para las integrales respecto a 
la variable y y respecto a la variable z. 

Demostración 

Ver el problema resuelto 9. 



[corolario. 


C es La curva opuesta a la curva C, entonces 
J _ c / (*, J 1 , r) cA- = - f / { , v > V) z ) L ¿ x 



NO TACION. 1 Con frecuencia, , 

denotaremos así: 


x y a y I a 



P dx + 




P dx + Q dv + R dz 
c 
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EJEMPLO 


a. Evaluar y dx + x dy , donde 

J q 


C i es el segmento de 
hasta (1, 1 


recta desde if 0, 0) 



b. Evaluar y dx + x dy , 

J Cj 

jL 

C 2 es el gráfico de la función y 
desde (1,1) hasta (0, 0). 


= A' 





c. Hallar J y dx + a* dy , donde C = C t U C 


1 


Solución 


a.Unaparametrización para el segmento C u que va desde (0, 0) hasta (I, 1 ). es 


A' ~ L y = /, 0 < / < 1 


Luego, 


V dx + x dv — 



1 

r 1 


t dt + t dt = 1 

2 1 dt — 

t 2 

0 • 

1 0 



= 1 


o 


( 1 ) 


b* Una parametrización para C 2 , que es la parte de la gráfica de y — a" que va desde 
(1,1) hasta (0,0), es: 


Luego, 


A' — 1 — /, y=(l-/) 3 , 0 < / < 1 


dx + x d) 





-t 


) 3 (-<*) + (1-í)(3(1-/) 2 (- dt 


0 


= -4,l (1 

0 



t) ' dt 


í 


2 


i-3/+3r -1 


3 ) dt 


1 


(3) 


c. 


* 

J 0 

)’ dx + x t 

J c 

fy - J y dx + x dy + j 


y dx + A' dy — 1 + ( 1) ^ 




Evaluar la integral de línea 


x~ y dx + a'\ 


■v 1 d\ 


c 


donde C es !a porción superior de la elipse 


1 2 

a" y 

—+- 


= 1 


St)| 


ü ción 


4 9 

desde el punto (2, 0) hasta (-2, 0). 



(- 2 , 0 ) 


^na 


^metrización para esta parte de la elipse 
Lueg 0 * ~ 2 eos /, y- 3 sen i , 0 <t< n 

■tKjpLgMF >- 


es 
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v v d\ + xv~dy 


c 


n 


0 


(2eos /) : (3 sen /)(-2sen / )<// + (2cos /)(3 sen/)“ (3 eos t )dt 


j* ^-24eos 2 / sen 2 / j dt + 54( sen“ 


t eos / 


)dt 


30 r ' T 


15 f * 


30 í ( sen t eos t f dt=^-\ í 2sen t eos if di = i sen ¿ 2t di 

Jo 4 J o 2 J o 


15 f ~ 1 - eos 4/ 15 f r ,. , \ . 15 

— - di =— íl-cos4/J¿/r= 

2 J o 2 4 J o 


4 


t 


sen 4/ 
4 


i n 


0 


15 # 

~4 



J v dx + r dy + .v dz , donde 


C es la unión de los segmentos: 

Cj, desde (1,-1, 0) hasta (2.2,4) 


z 




( 2 , 2 , 4 ) 


G, desde (2, 2, 4) hasta (0, 2, 0) 
C 3 , desde (0,2,0) hasta (1,-1, 0). 


( 1 , - 1 , 0 ) 


Solución 


x 



( 0 , 2 . 0 ) 


C ' V z d)' + xdz j ydx + zdy + xdz í ydx + zdy + xdz + f ydx + zdy + xdz 

* H *1 C’t J Ci 

Calculemos estas tres integrales separadamente. 

1. bna parametnzación para el segmento C,, desde (1,-1,0) hasta (2. 2,4), es 


A' = 


Luego, 


1 + ^ y — j + 3 ^ ? ~4í , 0</< 1 


q 



ydx+zdy + xdz- I (-1+3/)«// 4 -4/(3í//)+(l +/)(4t*) 

* 0 



(3 + 19/ )dí 


19 o 
3 i + — t 

2 


11 


25 


J 0 2 J 0 2 

Un. a-***. p„ „ ^ 


(0, 2, 0), es 


Luego, 


x 2-2/, y = 2. 7 = d — 


2 = 4-4/, 0 < / < 1 


c 2 


ydx + z dy + x dz = 


f 2(-2 dt) 

J 0 


+ (4-4t)(0dt) + (2-2t)(~4dt) 






















12 + 8 t'.dt 



-12í + 





. parametrización para el segmento C 3 , desde (0,2,0) hasta (1, -1. 0), 


es 


x = U y = 2-31, z = 0, O < / < 1 


Luego, 

ydx+zdy+xdz 

J O 



Remplazando loa resultados de 1, 2 y 3 en la igualdad inicial: 



áy + .y dz = 





INTEGRALES DE LINEA DE CAMPOS VECTORIALES 

Ahora buscamos definir la integral de línea de un campo vectorial a lo lago de una 
curva. 

Sea la curva C: r(r) = .v(/)i + ,v(/)j + z(t)k, a<t<b 

dt 

De —= r’(/), tenemos que dr = r'{t ) di 
di 


Si F es un campo vectorial, tenemos que: 

F • ífr = F • r'(t)dt (1) 

Porotro lado, si s = s(t) es la función longitud de arco de la curva C, tei 1 


!(() = 


'(/) dt 


a 


ds 

~dt 


r '(0 


ds — r’(/) dt 


( 2 ) 


Ahora, si T(r) es el vector tangente unitario de la curva C , de ( 1 ) y (2) obtenemo 


I ‘ dr = F • r' í /) dt = F * 


r *(0 . 

r '(0 

r ’(<) | 

V / 


(3) 


•ión del vector tangente T. En 


ef! T es la componente del campo F en la dilección del 

Acordemos de la sección 1.3 que esta componente esta dada por 



Comp T F = í—— = F ■ T 


T 


eri cuenta estos resultados presentamos la S1 



> definición: 






































Cap. 5 Análisis Vectorial ] nte 


&ral 


DEFINICION 


ti 


Sea F un campo vectorial continuo sobre una curva suave C dad 
por una función vectorial r(t), a<t< b. La integral de linea de F 
a lo largo de C esta dada poi 


[/• 


ílr 


J F-Trf^J F(x(0,y(0.z('))-»-'(r)<// ( 4) 


nombre “integral de linea de F a lo largo de C” no es muy apropiado, ya que 
no se está integrando a F. sino a la componente de F en dirección de T. 

FORMA DIFERENCIAL DE LA INTEGRAL DE LINEA 

Si F( v. v. -) = Pi + Oj + J?k y C: r(/) = *(/)i + y(/)j + z(/)k, entonces 


F • dr = 



c 


dr 

dt 


di 


(Pi + Oj + Pk) • i a'(/)í+ v(/)j +r(/)k)í// 


a 


=J Px'(t) dt+Qy'(t ) dt + Rz'(t) dt = J Pdx + O 


dv + R dz 


Esto es, 



F • dr — I Pdx + Qdy + Rch 


(5) 


TRES FORMAS DE LA INTEGRAL DE LINEA DE UN CAMPO 
Las igualdades (4) y (5) anteriores las resumimos en la siguiente expresión: 

Si F(*,v, z) = P¡ - gj + Pk y C: r(í) = + y(/)j + z (t)\a, a<í< h , entonces 



P dx + Qdy + Rdz ~ F • T ds 


c 



dr = 


P * 

F(.v(/),y(/),r(/))T'('f1 

J a __—— 


Sea F (x,y, 2) 


xy>\ ~xz\ + yzk. 


*’ Evaluar j* F • dr , donde Q es el segmento desde el P u,lt0 


® (0, 0, 0) hasta el punto (1,3,2). 





























vectorial Integral (le clase 


531 


I). 



| f • dr , donde C 2 es | a curv 

v (y 

Ap 

al punto (1,3,2), dada por la ecuación 


punto 0 = (o.o.oi 


r(f) 


'» +3/ 2 .j + 2/ 3 k, 0 < /< i 


elución 

H segmento de recta de (0, 0, 0) a (1, 3, 2 ) 
1 , descrito por la ecuación vectorial 


r(t) 


' fi + 3íj + 2/k, 0 < / < 1. 


Luego, 


F • dr 


c 


í F(.v(r ),v(r),;(/): . r’(,) ¿i 

J o 



F(r, 3í, 2 /) • (i + 3j+ 2 k) di 


0 


J (r(3r) 



+ 



) • (¡ + 3j + 



i 





0 


3 r- 6r +12r j dt =j 9 rdt -|V}*-3 


b. 



F * í/r = 1 FÍjc(/), v(f) 



• r 


' (/) dí 


0 


í F(r, 3/ 2 , 2/ 3 ) • (i + 6 íj + 6 rk) á 

Jo 

|í(3/ 2 )i - /(2/ J )J + (3r)(2/ 3 )* ) • ( i + 6 / J + 6rk ^ dt 


0 ? 


y 


o 


Í3/ 3 - 12r + 36/ 7 ) t/r = 


2/ 4 -2 t b +-/ s 

4 2 


J o 


13 

4 


1 


/ 



ORIENTACION Y PARAMETRIZAC ION 




anterior nos 




dr - 



pdx + I Q^y 


+ 




C 



t ** ci 1 TT 1 & de tres 

_*■ resultado expresa la integral de un campo a ^°_ iria 5 . 3 y su corolario, 

K ct ° a las variables coordenadas. Esto implica que el t ^ 














establecidos para estas últimas integrales, también es valido para las integrales de 
campos. En particular, se tiene el siguiente resultado, correspondiente al corolario 


mencionado: 



f< • í/r = - 





INTEGRAL DE UN CAMPO Y TRABAJO 


Sea F un campo de fuerza que actúa sobre una partícula que se mueve a lo largo 
de una curva C dada por 

C: r(f) = x{t)\ + y{í)¡ + z(t) k, a<t<b 

Buscamos calcular el trabajo que realiza el campo F al desplazar la partícula desde 
el pumo A = (x(a)<y{a), z(a)) hasta el punto B = (x(b),y(b),z(b)). 


En nuestros cursos anteriores, la partícula se desplazaba a lo largo del eje X. 
Tanto la fuerza F como el desplazamiento, tenían la misma dirección. 


En el caso presente, el desplazamiento es curvilíneo y 
su dirección cambia constantemente. Esta dirección está 
determinada por T. la tangente unitaria de la curva. 

Tomamos una partición p del intervalo [a. ¿>], la 
cual div ide a la curva C en subarcos. Consideremos el 
subarco comprendido entre los puntos P K _\ y P K , cuya 

longitud es As f . . Sea H4 j-(4-)..(«)) un punto 
de la curva entre los puntos P K _, y P K . 



El trabajo AW K realizado al mover la partícula del punto P K _ i al punto es, 
aproximadamente, el producto de la componente tangencial de la fuerza en el punto 

y('l)’ z { l k )¡ por la longitud A.s k . Esto es, 

Air,- f(x(í;),>(/;), f (,;)|. T ( / ; ¡a,* 

El trabajo tota! es, 



I ornando el límite cuado 





ti 


W = i 

p 




Este resultado nos permite establecer la 



siguiente definición. 
















F • T ds 


c 































» \lj ~ »k un campo de fue*** * r 

influencia una partícula se mueve a in i„ j' cont,nuo bajo cuya 
a, ^*^fiba curva suave 

M * Ifc* M # 1 li I ■ m. ~ jf Jt. \ 5* 1 / m 


C: r(0=.v(0i + v(0j+r(r)k, a 


^ / < h 


orientada en la misma dirección del movimiento de la partícula. 


v.a FmiigUia 

El trabajo realizado por el campo de fuerza sobre la partícula es 


w = 



F * T 



c 



dr 



Pdx + Qdy + Rd: 


c 


Pdx + 


Odv + 


Rd: 


c 


c 


c 






EJEMPLO 12.1 Hallar e! trabajo realizado por el campo de fuerzas 


F(a\ y, z) — xy\ 4 yz\ 4 xzk 
al mover una partícula a lo largo de ía curva 

C: r(/) = ti + rj 4 t\ 0 < / < I 

Solución 



i 


F (.r(/),y(í).z(/)) 

0 


• r'(/) dt 





Sol 


Uc *ón 



Trabajando sobre la bóveda de Viviani. 

Hallar el trabajo realizado por el campo de 

F(.v, v, z) = ~yi + zj +xk , 

i Hf* la curva que (- tjtie es la 
al mover una partícula a lo l^g 0 ^ ^ ^ z >0 con el cilindro 

inlprcporiíÁn Ai> la CPOliCsfCFíl X ... j^l nr nUa <4 p 1 f*l£ 


intersección de la semiesfera x + y ’ * " j e ¡ ar riba del eje 

* + -P = recorrida en sentido , bóveda de Viviani. 

Z. Recordar que esta curva C es e 


i 













de C sobre el plano X> 


es 



\ ( x - aiif + y 2 = ^ 4 ’ 

¡o — y centro (af 2 , 0 , 0 ). 


r = 0 


Luego, una 



es 


= ~ 4 — COS í, \ 
2 2 


> = — sen 0 < 2;r 

2 


Por otro lado tenemos que: 



y[ a 2 - £iv 



.1 


(a a ] I 1-cos/ 
— + — eos t =a. —-— 
l 7 2 V 2 


yj sen 2 (/ / 2) = o| sen(//2) 



</ 


, una ik 


= £/ sen 




_ ü ü 

C: x = - + - eos /. 
2 2 


£í 


v = — sen /, 2 = 0 sen (//2) 0 - 

7 


/< 2 ; 


Ahora, 


ir= I -j'é/v + zdv + xd 

w w 

c 




+ I zdy + I xdz 








a ) 

— sen t 
■y 





eos 2 /) di 










































3. 


xdz - 


2/r / „ \ 

ÍJ <3 

—+ —eos / 

2 2 


„ \ 2 
a / ,.v i a 


o v 


/ 


-cos(//2) 


7T 


¿// = 


1 + cos t} 


/ 


o 


2 


y 


feos (// 2 )} dt 


2/T 


£7 


2 


o 


(eos 2 eos ('/ 2 ) di = 


£7 


2 


O- 


o 


sen 2 (r/ 2 ))cos(</ 2 ) dt 


**) fT 

^ j-. 


£7 


eos (//2 |-sen 2 (// 2 ) eos í ;/ 2 ) 


o 




fl 2 


sen' {til) 

2,7 r? 

a 

r A ol 

2 

2 sen(// 2 )- 

\ * 

3 

2 

0 

0 — 

3j 


= 0 


Por último, sumando estos tres resultados: 


r = — - — Vo = ¿fe*-*) 


3 


12 




PROBLEMAS RESUELTOS 5.2 



P ROBLEMA 1 . Evaluar la integral 


dx + dy 


x 


+ 


V 


, donde 



C es el contorno del cuadrado de vértices 

A = (1, 0), B = (0, 1), C=(-K ■■>),£> = (0,-1). 

recorrido en sentido antihorario. 


ción 


c Sean C,, C 2 , Cj y C 4 los lados de cuadrado orientados 
° m ° * n{ íica la figura. Tenemos que 

C=C, UC2UC3UC4 

Par ametrización de C { : 

(*'?)* A + t(B-Á) = (\, 0) + t(-U D : 




(-1.0) 


= 1 -/ 


x ~~ 1 , o < / ^ 1 

y = / 


arametr ización de C?: 




















































(X.y)‘B< f(C-5) = (0. D + K-'.-I) 

Parametrización de Cy 

(x,y) = C + t(D - C) “ H. 0) + /(l. -O 

Parametrización de Cy 



x = -/ 

y = 1 -/ 


. 0 < / < 1 


Íjc = -1 + / A 
C 3 : <i , 0 < / < I 

4' = -t 


(x, y) = D + /(/l “ " (0» 1) O ■ 


x = t 

v = — 1 + / 



Ahora, 


dx + dy 



+ 


C 


X + 


y 


o 


o 


x+y 

—dt + di 
\-t+t 


C’2 

t 




dx + c/v 


x + y 


dt - dt 


+ 



o 


/ -f* 1 — 



Q 

1 


dx + í/v f £¿v + ch 
_— 4- I -: 

-*-y J ca *-y 


o 


dt - dt 
1 -/ + / 



Q 
1 


O 


dt + dt 
/ *+* i — / 


= 0 + 


f W* 

J o 


4- 0 ■+■ 



2 dt = 0~2 + 0 + 2 = O 


o 


PROBLEMA 2,j Una cerca tiene como base la parte de la astroide que está en el 

primer cuadrante: 


C: x 2 3 +y“ J = a~ '\ x > 0 , y > 0 


.2/3 _ 2/3 


La altura en cada punto (x, y) de la base es /(.v. y) = x +y. 
Hallar el área de la cerca. 


Solución 


Hallemos una parametrización para esta parte de astroide 


^ 3 +/ 3 =a M => : 

* l/3 ' 

2 

+ 

f 1/3 > 

y 

'y 

1/3 

1/3 



\a J 


J 



= 1 


Sea 


J /3 1/3 

X y 


1/3 


a 





eos t y —— = sen t , 

a 

para C es 



C. x a eos 3 /, y = q sen 1 /. 

El área de la cerca es 


0 </< 


n 









































-3flC0^sen,) 2 + ( 3( ,, cn 2, cos ,\*' rf/ 


W cos4 ''' 


u sen / eos / dt 



sen" / + s 


sen t eos*" t í eos 2 


/ + sen 


2 /) dt 


Á 


= | ( y + v 1 ds = - | [a eos t + a scir/)(3o sen i cosí di) 

=3a 2 r 

J o 


/t/2 

eos 4 1 sen t dt + 3a" | sen 4 / cos t dt 

o 


=-3 a 


, eos' t 


7 


n 


+ 3 a 


J o 


seff t 

5 


= -3a" 


o 


0 


1 


5 5 


+ 3a 


\_ 

5 


0 


6 a 2 


í«¡ 






PROBLEMA 3. Evaluar 


xyz'ds , 


c 


donde C es la intersección de la esfera 

i 2 2 1 /- 

x + y +z =16 

wr 

con el cilindro x~ + y~ = 4 en el primer 


ociante. 


Solución 



X 


La intersección de !a estera y cilindro está dada por el sistema. 


r+ v 2 +r 2 =16 


{ -v" + y 2 = 4 

Remplazando (2) en {1): 


( 1 ) 

( 2 ) 


4+z 2 =16=> z 2 =12 


Esto 



z=2/3 

nos dice que la intersección de la estera y 

Clrc unferencia jc 2 + y 2 =4 del cilindro que está a la altura z 
P ra nietrización para la curva C es: 

* v “■ 2 cos /, v = 2 sen t, z = 2>/~3 , 0 < / ^ 


el cilindro 

= 2/3 . 


es 


la 



/r 

2 


ff /2 


0 


(- v (0)ó(0) 
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gral 


/I 


( 


2cosí)( 2 sen í)(2-/3) 



-2 sen ty + (2 eos /) +(0) 2 ¿// 


0 


48(sen t 


eos t 



o 


= 96 


sen ~ i 


2 


n 2 


= 48 


J o 



ntl 


di - 96 (sen / eos t ) dt 


o 




v ds , donde C es la intersección de la semiesfera 


c 


+ y 2 + r 2 = 16, z > 0 con el cilindro x~ + y~ = 4x. 


Solución 


Completando cuadrados: 


jc + v = 4.v. 


(.v — 2y 4- y — 4. 


Despejando z de la semiesfera: 


x~ +y~ + z 2 =16, z >0 zz> r — \j 16 — a*" — y 


Luego, C: 


(jc-2) +/ =4. 


x < 



Una parametrización para la primera ecuación 


/ V 7 2 

(.r — 2)” +y = 4: < 


x = 2 + 2 eos f 
y = 2 sen / 


, 0 < t <2n 


Reemplazando estos valores de x e y en la ecuación de z: 
z = V Í6-.V 2 -.y" = ^"l6-(2-2cos/)“ -(2 sen i )“ = \J 8-8eos/ 




= . 4 




2 


/ 



t 


1-cosn _ / 1—eos / 

~ ¿ I -- 2 sen — 

2 


Luego, una parametrización para Ces 


x = 2 + 2 


eos / 


C: 


y = 2 sen t 


0 < / < 2 k 


2 sen (r/2) 


Ahora, 





































PROBLEMAS.! Evaluar j (1 -z)dx + (1 -x)dy-{\-y)dz , 


donde C es la intersección del cilindro elíptico 


x 


i 


= 1 con el 





plano v = x en el primer ociante, recorrida en dirección 



La curva C es parte de intersección 


z A 


x 


< 2 


+ 2 “ =1 




V = X 


Una 


2 

parametrización para la parte de .( x/2) + - 


2 = 1 es: 


x = 2 eos /, r = sen t, 0<t£ 


71 



V = x 


Con '°>' = .v, tenemos que y = 2 eos í. Luego, una parametrización para 

1 - n 


C es 


C: x = 2 eos y = 2 eos /, - " sen ^ 





^ **)t¿v + (1 —jcjrfy — (1— y}dz 





























4 eos 1 — sen / + 2 sen"/ + 2 / 


,T / 2 


0 


— [0 - 1+2 + ;r- 4] — /T- 3 




F(x, v, z) 


XZ 


(jc 


, 2 ,\3/2 

¿ + v + z~ 


i + 


XV 


(■ 


-,\3/2 


j + 


vz 


* 2 +y ¿ +z ¿ ) 


(* 2 


+ V + z 


; 2 


3 2 


k 


1 / \ / 2 ? 2 \ 1 / 2 

= — (.rzi + .vyj + yzk ), donde r = I x“ + y" + z" 

Hr 


Solución 


Evaluar el trabajo realizado por el campo de 
fuerza al mover una partícula del punto ( 2 , 0 , 0 ) 
al punto (2, 2. 2) a lo largo de la curva C que 
consiste en la cuarte pane de la circunferencia en 
el plan XZ y de los segmentos que indica figura. 


ZA 


( 0 . 0 . 2 ) 


n 2 ¿i 

. *** ** I 


Tenemos que 





F * dr = 


c 



1 


c 


/• 


(az é/x + XV dy + yz t/z) 



( 2 . 0 , 0 ) 


( 2 . 2 . 0 ) 


Por otro lado. 


W = 



F • dr = 


c 



F • ¿/r + 


Ci 



F • c/r + 


f '2 



í/r 


c 3 


Calculamos estas tres integrales separadamente. 

1. Una parametrización para la parte indicada de la circunferencia .v 2 


C\.x-t, i' = 0 , z 


v 4-r , 0 < / < 2 


+ y 2 = 2 " es 


Para esta parametrización tenemos* 


t 


' 3 =(x 


+ V + 


2 9 \ 3/2 


z ) = 


él f\ } 

t + Q~ + 



| 


3/2 


= 8 


y 


F 


'i 


* (/r J ^3 (•» +A>’ dy + yz dz ) = j* -L( 

C| J c/ 


xz dx + x( 0 ) dy + ( 0 )- <&) 



















.VZ dx - - 



o 



l 


l na parametrización para el segmento C : 


Ci : x 


2 v = Uz - 0 , 0 < t < 2 


para esta parametrización tenemos: 


r - 


v 2 +y 2 +z 2 ) 3 2= (2 2 +/ 2 +0 2 ) 3 2 = ( 4 + / 2 ) 


7 \3'2 


y 


b-rn 


F • dr = 


1 


(.vz dx + xy dy + yz dz) 


Q 


c 2 


r 


3 


(Jc( 0 ) dx + x\' dy - vfO) dz } 


c 2 


1 


ct 


r 


3 



1 


í/fl * 


11 


O ( 4 +r \ 


3 2 


( 2t ) dt 


(4 + í 2 ) (2 tdt) 


0 


_9 




+ / 


= 1 - 


1 


J 0 




3, Una parametrización para el segmento C 3 

C*:A' = 2 .y=2,z-/, 0</<2 


Para esta parametrización tenemos: 


dx 


'x = 0 , dy = 0 , ;'’=í,r +/ + z 2 ) 


,\3/2 


3 2 


, \3 - 


= (2 2 + 2 2 + í 2 )'" = ( 8 +j y 


Í F.*-f ± {xzilx + X yJv+vzJ:)= f 4(^(0) + xv(0) + ^) 

J c, J c 3 r 3 J c- 3 ' 

_L_(2/)í*-J (8 + r f‘ 1 (2«») ^ 

tv'* Jo 


c 3 


1 


r 


y: dy = 


(8 + r) 


-? 


V 8 


+ r 


1 


1 


o 


VI VI 





»sumando los tres resultados, 


1 1 1 _ 1 

rfr= T +1 '7f ^ 



4_1 

3 VI 


= i(4-VI) 























Sea la superficie 


¿ + -- = a 2 que está en el primer octante y dentro 

¿ f v 2 = a\ S 2 es la parte del cilindro .r + /~cr " 

+ r = ct. 



primer octante y dentro del cilindro X 


Sea C el borde de 5, orientado como 
indica la segunda figura adjunta. 


Verificar que 



F • dr = -—( 8 # + 3;r), 

12 


c 


donde F(x,v, z) =yzi -rj + f.r 2 + z')k 


Solución 


Tenemos que C = C| U C 2 U C 3 U C 4 y, por lo tanto, 




F • dr = 



dr + 


C\ 



F • dr + 


Ci 



F • t/r ^ 


•r'" 



F • ¿/r 


Calculemos estas cuatro integrales separadamente. 


1 . Una parametrización para C u con la orientación indicada, es 


r(/) = a sen / i + Oj + a eos t k, 0 < t < k¡2 


\ >uego. 


r'(/) - a eos / i + Oj — a sen / k 



\ 


F(rW) = ( 0 )(o eos t) ¡ - a sen / j + (, a 2 sen 2 / + a 2 eos 2 r 


)k 


- 0 i - a sen / j + a 2 k 


F (r(0)* »*'(/) = sen / 



F • dr - 


Ci 



7t 

1 


-a s en t dt = -a ' 


o 


/i 


eos t 


— ~ a 


J o 


2. Una parametrización para C 2) con la orientación indicada, es 


r{/) - a eos / i + a sen / j + Ok, 0 < t < tt/2 


Luego, 


r c) w sen t i + a eos / j + ()k 


F(r(y)) - ( a sen t) (0) i - 


a 


= üi - 


eos / j + (¿r eos 2 / + 0 : )k 


a cos t j + í/ eos r k 

























i, Uw parametn 2 ación para C 3 , con la orientación indicada 



wrt Oi x a j + t k, O <t<a 


r'[/) = 0 i + 0 j + Ik, V(rU))=at\ +Oj + rk, F(r(/|). r’(») = 


r 


F * í/r 


a 


2 > Q 

rdt 


3 


Cí 


o 


3 


4. Una parametnzacion para ( 4 , con la orientación indicada, es 
r(7) = Oi + (a-i) j +a k, ()</<« 

Luego, 

r'(0 = °i ~ 1 j + Ok, F(r(0) = 0 i + 0 j +¿rk, F(r(/))• r , f/) = 0 



En conclusión, 


F • dr = — cf — 


i na' a 


a 


+ —+ 0= ——(8t7 + 3^) 


c 


3 


12 





PROBLEMA 



Como 



m 

8 . Sea f una función continua sobre una curva C. r, fe b)—> R 

C' n Si Ci p: fe es una reparametrizacion de C, 

entonces 

f f(x,y,z)ds =J /(*.**)* 

J (. '1 


P una repararaetrización de r, existe 

,iva h - l<\ d]->{ (ly h] tal que O V t y 

os que: 


una función diferenciable y 

p = r o h. Por la regla de la 



p'(í) = r'’( / ) 




























Cap* 5 Análisis Vectorial Integral 


í jr(x,y.*) A = 

J c. 


f(x(fi(0)- .HM'))- z 



p'(') di 



V 





dr 



»>’ 






^’(/) 1 dt 


Caso 1. p 


v c 

preserva la orientación. Esto es, h (t) > 0. 


hic) = a y h(d) = b 


En este caso. 



= h'ít) y, por tanto 



f f(x i y>z)ds= f /(' x (^(0)’ ” 

J C| * Je 

Ahora, haciendo el cambio de variable u = h{t) tenemos. 



A’(r) dt 


h(d ) 


f / (■*. y,z)ds = f j (* ( M ) * y ( M )* 2 ( 

J Q J h(c ) 



r*(«) du 


/(*(«)• z (" 



’(«) |du 


a 


f f{x,y>z)ds 


Caso 2. p invierte la orientación. Esto es, /?’(/) < ó. h(c) - b y 
En este caso, /?'(/) = -/**(/) y, por tanto. 



a. 


Ci 


/(x,y,z) = -f _ 

J c 




h'(i) di 


Ahora, haciendo el cambio de variable u = li(t) tenemos: 


h(d) 


c¡ 


f(x,v,z) ds = - f(x(u),y(u), z(u 

J h(c) 




du 



a 


/(*(“)»/(«}, 2(«)) II r '( M ) \ du 


x ")*y «h = 


a 




j f(x,y,z)ds 





































Probar el teorema 5.7 


Sea / una función continua sobre una curva C: rúa hV 

SeaCl p;| '" /| >:;i! «nareparametnzacióndeC. 

I. Si p píosoi \ a 1 ;í orientación, entonces 



. ü hlOt' 


M 3 de 


<’i 


/(*,**) dr-J f( x , y ;z)dx 


Solución 


2, Si p invierte la orientación, entonces 

j ^ $ (* x » y**) d- x ~ ~ j* j (x, y,z) dx 

Estos resultados también se cumplen para las integrales que se 
obtienen cambiando dx por dy o por ct. 


| Como p es una reparametrizaeión de r, existe una función diferenciable y 

biyentiva /;: [c. ii]^[a, 6] tal que 0 V / y p = r o j h p or la regla de la 

cadena tenemos que: 

p’(/) = r ’(/?(r 

Ahora, haciendo el cambio de variable u — h(f) tenemos: 




f(x,y>=) dx= | /(*(/?(/)), v(/i(/)), z(/7(/)))x , (/í(/))/í , (/)^ 



híd) 


f(x(u ), y(tt), zUi)$x'iti 



hic) 


* ^ P preserva la orientación, entonces h(c) = a , h(d) - b y 

f r l> 

f{x(u), y(u), z («)) x '( w ) í/h = f(x{u),y(u),z(u))x'(«)du 

* h(c\ J a 


f(x,y,z)dx 


c 


1 

* P invierte la orientación, entonces h(c) - b<> h(d) - a y 


hid) 


h[c) 


[x ( u Uy(u), z(u))x'{u)cht = J /(•’ r (")' ^ ^ 



h 


f(x(«),y(«)’Z( u )) x ' (u)du 


| / (.v, y, s) < ¿v 
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En 

arco . 


_ PROBLE MAS P ROPUE STOS 5.2 

,as problemas del 1 a! 8, evaluar la integral de línea respecto a la longitud de 


Rpta. 45 


Rpta. 2 \Tt. 


1 . | ¿y ds , C: r(f) = 3/i + 4/j, 0 < / < 1 

2. | (.v 5 -y \ ds , C: r(t) = 2/i + (2-t)J. 0 < / < 2 

3 f (v 2 + v 2 Ws U = «( cos ' + /sen 0 fl >0,0</</r Rpta.— 
3 ‘J c v • ) a ' Vy = a(sen/-/cos/) 4 




4. J (x-3z) «fe, C:.v = 2/,v = r, z = “ _ >0- / - 1 

5. í \x-y)ds . C: .v 2 + y 2 = av, a > 0 




n 

6 


1 

J?/;/¿7. — /r¿7“ 



3xv ds . C : 


7 2 

—+ —=Lx>0, y>0 




ab ya 1 + ab + b~ 


a 


b 


a + b 



7. | xyz ds, C:< 


'x+V + z-a, a> 0 


4 

Rpta. - a 


v = z 


96 


8. j ryz £& , C: 


2 2 2 2 ^ a 

.v" + v + z =a , ¿7 >0 


/?/?/£7. 


¿7 


y = z 


6 


9. Hallar la masa de un alambre de densidad es 5(x, y) = x 2 , que tiene la forma del 
gráfico de y - In x desde el punto (V”3, ln j hasta el punto Í\T8, ln v 8 j. 

Rpta. 19/8 

10. Hallar la masa de un alambre de densidad <5(x, y, z) = x 2 + y 2 que tiene la forma 
de la curva C:x- e'cos t, y = e'sen /, z= /, 0 < ( < 2ir. 


„ 1 
K/7/Í/. 

6 


3 2 


(2e 4/r +Íf' i -3 J 2 


11. Hallar la masa y el centro de masa de un alambre 
de densidad 5(x, y, z) = /y y que tiene la forma 
del primer arco de la cicloide: 

C: x ~ ai t -sen /), y = ai 1 -eos /), 0 < / < 2 n. 


v A 


A.. 



2w \ 


RptaM = 2yp2a i/2 7r, íx, y) = (;r¿7, 3^/2) 



















... «as» y el centroide de un alambre de densidad 8 (v w > - 1 

la forma de la hélice: x = a eos 1 , y = a sen i, ¿ = bt, o < ,< 3 ^ * yque t,ene 

Rptci M — 3 k tí'J u~ j-/; _ (y v r \= 2o 3 bit 1 


3;r 


J 


ti fíallsr la masa dt un alambie de densidad, 8(a\ y ¿) = y 2 _l 2 , 2 
- forma de la hélice: .v = eos /, y = sen /, 2 .,. ’ ** " ene la 


Rpta M 


:/2 


3 


6 


6 n 




3/T^2/T 2 

4^“+3 4;r 2 +3’ 4^+3 


+1 


\ 


J 


14. Hall ai los momentos de inercia respecto a los ejes del alambre de densidac 
constante, 6 (.y, y, z) = k , que tiene la forma de la hélice: 

x = a eos /, y = a sen t, z-bt , 0 < f < 2 # 


tota / x = 7 V - - k\f 

3 


15.Evaluar | (.y + 1 ) c¿v + (2x- v) ¿/v , donde C es 

a. £1 segmento de i 0 , 0 ) a (1, 1 ) 

b. El gráfico de y = .r 1 de (0, 0) a (1, 1) 

c. El gráfico de y 2 = x 3 de (0, 0) a (1 , 1) 


Rpta. a. 2, b. 5/3 c. 11/5 


16. Evaluar J | 3.y 2 + y ) dx + (x-y) dy , donde C es la gráfica de y 


x . 

sen —x de 
? 


(0.0)a(l, 1) 


3/2 


'7. Evaluar J xydx-x 2 dy. donde C es la curva cerrada determinada por las 

parábolas x = r~, y = recorrida en sentido horario. Rpta. 9/_0 

_ i __ dv donde C es la parte de la hipérbola 


l8 - Evaluar 


-y 


4 


dx + 




y 


£ 3 ) 




;T 


19 ‘ Eva] 


uar 


y dx + z dv + x dz , donde C es 

J c 


i la circunferencia que obtien a h¡ 


| n tersección de la semiesfera .y 2 + y 2 + z 2 = 16 , - ^ 0 con l a est ¿ orientada en 
a c ' rcu iifere nc i a , mirándola desde el eje Z y P 

f Ú0 antihorario. R ta . - 4 , 

■B&encia; Ver el problema resuelto 1. 
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Eviluar í ^+z)éc+tx+z)dy+{x4-yjcb > donde C es la curva que obtiene 

de la intersección del cilindro .v 3 +/ = 1 con el plano y = z La curva, mirándola 
do la parte positiva del eje Z, está orientada en sentido antihorario. 

.v = eos ( 


Sugerencia C: < y = sen / 


,0 <t<2n 


Rpta. 1 


I z= 1-eos/-sen / 



21. Evaluar í .w dx + vz civ + xz tk , donde C es !a curva que obtiene déla 


.a "Ti 

intersección del cilindro a + y = 2 y con el plano x + + z — 1. La curva, 

mirándola de la parte superior del eje Z, está orientada en sentido antihorario. 


A* - COS t 


Sugerencia; C: < v = 1 sen / 


0 < / < 2 re 


Rpta. 7r 


z = 1 + sen t 


22. Evaluar 


J v dx + z dy + a dz , 


donde C es la curva que obtiene de la 


intersección de la esfera .v 2 + r 2 + z 2 = 2(x + v) con el plano x + y = 2. La curva, 
mirándola desde el origen, está orientada en sentido horario. 

a = l - eos / 

Sugerencia: C: < y — I + eos t 


,0 <t <2 tt 


L 


= J 2 


Rpta. - 2\T2/t 


sen t 


En ¡os problemas deI 23 a! 27 evaluar 
C: r(/> indicados. 



dr para el campo F y la curva 


23. F(x, y)-xi + r 2 j, r (t) = eos / i + sen / j, 0 < / < 


JZ 

2 


24. F(.v. y, = xy\ - x y h r(l) m ^ + c , ' j, 0 £ , < | n2 


25. F(.r, v)= - 


y 


I * 2 +y 2 1 


3/2 


I + 


X 


E 2 


+ v 


2 - 


Tn 1 ’ 


**(/) ecos 1 1 + e'sen / j, ()</<-- 

2 

26- F(r, y) = zi + y ¡ + xk r(f) = ? . + ^. + , 


0 < / < 1 


27. Y.v, r) = 


Rpta. 


3-Ji 


8 




23 

4 


6 

5¡^ 

3 


,) ri v;j + .wk. r(/) = ti + eos / i + . , ;r /r 

i MKHa cos / j + sen , k o < t <jr— 


Rpta. „ 
2 2 















Hallar el trabajo que realiza el campo F(.v, y) = -yi + *j a l mover una partícula 

-v 2 y 2 

T + TT ~ 1 desdc el Punto (o, 0 ) al (- a , 0 ). 


por la parte superior de la elipse 


a 


b 


Rpta. ab/T 



) Halfer el trabajo que 
' partícula por la parábola y 


el campo F(x, y) = 2xe'i + ( 3 x + y )j a l 
a* 2 desde el punto ( 0 , 0 ) al ( 1 , 1 ). 


mover una 


Rpta. e + 3/2 


> 0 . 



ar el trabajo que realiza el campo I a. y) - (x“ + y")i + xyj al mover una 


partícula por el gráfico de y = 1 - 1 - a- desde el punto ( 0 . 0 ) hasta el punto 

( 2 , 0 ). 

31. Hallar el trabajo que realiza el campo 
partícula por el segmento del punto ( 1 , 


F(x, y) 

- 1 , 0 ) al 


Rpta. 3 

= xyi + yzj + xzk al mover una 
punto ( 2 , 1 , 2 ). 

Rpta. 25 6 


32. Se tiene el campo F(x, y\ = 
P = (0,0,0), 0 = (1, l,0)y* 

F al mover una partícula a lo 


x 2 vi + y 2 zj + xz 2 k y el triángulo de vértices 

= (0, 1. 1). Hallar el trabajo que realiza el campo 

del triángulo de P a O. de Q a R y de R a P. 

Rpta. - 1/3 



33. Hallar el trabajo que realiza el campo F(x, y) 


2 L i + .21 j + k al mover 


vz 


X. 


XV 


una partícula a lo largo de la curva r(/) eos 


t i + sen / j + eos / k. 


Rpta. 


2,7 


+ 


In 3 


rv - = vi + z\ + xk al mover una 

34. Hallar el trabajo que realiza el campo r(A, }') ) “ intersección 

partícula, dando una vuelta, a lo largo de la curva cerra - enta( j a en sentido 
de la esfera x 2 +/ + ¿ = 1 con el plano x- y, la cual es onentao 

antihorario mirándola desde el semieje positivo t e as Rpta. 0 

Un silo circular, usado para almacenar granos, tiene P completas para 

altura está rodeado por una escalera helicoidal q lg0 !ibras y que 

"f »' »P«. Hallar al «abajo 

sube por la escalera un saco de matz de 3C 

31, fc Rpta. 6.510 

^gerencia: C: r(t)~ 9 eos t i + 9 sen t J ^ 

















Recordemos el segundo teorema fundamental leí cálculo, tratado en nuestro texto 
“Cálculo Integral” (teorema 3,9). Este dice que si F' = f es continua en [a, 6], 

entonces 

f f(x)dx = F(h) - F(a ). O bien, f F ’(x) dx = F(b) - F(a) 

Ja Ja 

Este resultado se generaliza a integrales de línea del plano o del espacio en el 
teorema que sigue. Recordemos que un campo F es conservativo si existe una 
función real / tal que F = V/. La función / es una función potencial de F. 




Para evitar repeticiones en los enunciados, todos los campos F 
que se mencionen, a menos que se diga lo contrario, serán de clase 
C . Estos es, todas la funciones componentes de F tienen 
derivadas parciales y son continuas. 

Teorema Fundamental de las integrales de línea. 

Sea C. r(/), a < t < b t una curva suave por partes en una región 

abierta D del plano o del espacio. Sea F es un campo continuo en 

D. Si F es conservativo en D y / es una función potencial de F, 
entonces 



F • dr = 


c 


[ V/. dr = J(B) 

J c 


Demostración 


donde A — r(a) y B — r(/>) 


Caso i. Ces una curva suave. 

Tenemos que: 





v/. c/r = 



df 


c 


. etc 




a 


d_ 

dt 


df 

+ — tfy+~dz 

Oy 


VZ 



a 


t 




df dx df dy df dz 
- -+ — — + —- 

dx dt dv di dz di 


\ 


di 


/ 




t 



/(*(*). v(/->,r(6);i ~ f{ X {a),y( a ), z { a )) 0 



En la penúltima iuualdad a «r - 
cálculo. J budiaaa se aplico e 


el segundo teorema fundamental del 






























c=c,uc 2 u... uc, 

jondc cada trozo C t es suave. 

Aplicando el resultado anterior a cada trozo tenemos- 


L t/ - 


c/r 


V/ * c/r 4 


V/* c/r 4 ... + 



o 


V/ - * c/r 


c 


/? 


(/(5|)-/(-4))+(/(fi,)-/(fi 1 )| 




=./(«) -./(/t). 



Este teorema nos permite calcular con facilidad la integral de línea de un campo 
conservativo. En efecto, el teorema nos dice que el valor de la integral sólo depende 
de los valores de la función potencial en los extremos de la curva. Ilustramos esta 
afirmación en el siguiente ejemplo. 




1. ti Evaluar I F • c/r , donde 

v . 4 y 


F(.v, y) = 


í 4- 


\-x 2 - 4v 2 I-.v 2 -4v 2 


J 



Solución 


y C es el gráfico de la función y - sen x 
desde A = (0, 0) hasta B — (/r, 0). O bien. 

C: r (t) = ti + sen /j, 0 <t< ir 


( 0 , 0 ) 




V — sen x 


£1 campo F es consérvate o. En efecto, sea j{x, y) l n 


1 - x~ - 4 v 


Tenemos: 


y/(.v, v)= f x (x,y)i + f (.v, v)j 




.Y 


JC 


r 2 . 

1 - jc - 4 v 


¡ + 


-1 V 


1 - .Y' 2 -4v 


2 I - jc 2 — 4 v 

r j = f (- t - y) 


1 -8v 

— i + —“ “ " T¡ 

- 2 


Ahora, aplicando el teorema anterior. 



c/r = 


< 


Y/* c/r = j{B) ~ /(A) = A ' T - °> ^ 


c 

1 


- — ln 
2 


1 


\-n~ - 



1 , 

4 — ln 
2 


1 - ( 0 ) 




1 -n 


1 , 

! i 

4 — ln 

2 



ilnl/r-i) 
1 V 































nos dice que el valor la integral 



F • í/r de 


Honende sólo de los puntos extremos de la curva ( y no de sus puntos 
A continuación extendemos más estas ideas. Pero antes, presentamos 

nnPY iHsíl 



el 


de conexidad 


ñ ÉFlNlClOÑT I 


a. Una región D es conexa si cada par de puntos A y B de D 
’ pueden unirse por una curva suave por partes que yace por 
completo en D. Una región es disconexa si no es conexa 

b. l na región D es simplemente conexa si es conexa y si toda 
curva cerrada y simple contenida en D puede reducirse o 
contraerse hasta un punto sin salirse de D. Intuitivamente, 
esto significa que D es de una sola pieza y que, si está en el 
plano,no tiene huecos; y si está en e! espacio, D no tiene 

túneles. 



Una región es múltiplemente conexa si es conexa y no es 
simplemente conexa 


Simplemente conexa Disconexa 


Multiplemenente conexa 


Para simplificar la exposición, a las curvas suaves por partes la llamaremos 

trayectorias de integración o, simplemente, trayectorias. 


DEFINICION. 


Independencia de la trayectoria. 


Sea F un campo definido en una región abierta D. La integral 
j F • dx es independiente de la trayectoria en la región D si. 

dados dos puntos A y B de D, la integral dada tiene el mismo 
valor a lo largo de cualquier trayectoria C de A a B . En este caso, 
a la integral se acostumbra escribirla asi: 




El siguiente teorema nos dice que hay una estrecha relación entre campos 

conservativos, integrales independientes de la trayectoria e integrales que se anulan 
en curvas cerradas. 



























Sea D una región abierta y conexa v P = m + ~ „ 

C"' en D. Las siguientes proposiciones & ^ declase 

M oposiciones son equivalentes. 

a. F es conservativo en D. 


b. j F • dr = o, para toda cu,-va cerrada en L 
e. J F • dr es independiente de la trayectoria 


en D, 


Demostración 


a 


Demostramos el teorema probando la secuencia: 

b 


a 


b, b 


c y c=>a 


Sea C: n l).a<t<b una cuna cerrada. Debemos tener que A = r(a) = r(a) = 

Como F es consérvate o. existe una función real f tal que F = Vf 
Aplicando teorema 5.S tenemos: 


B. 


F • dr = 



dr =J(B) ~j[A) =J(B)-J[B) = 0 


b 


Sean A y B dos puntos cualesquiera de la región D y sean C\ 
y C dos cun as de A a B. 


La cun a C - Cj , (—C 2 ) es cerrada y, tenemos que: 



B 


0-1 F • dr = I F • dr + I F*dr 

C\ J ~c 2 


F -dr - 


C\ 



F • dr 


Luego, j 


Cl 



F • dr — I F • dr 



B 


F • dr es independiente de la trayectoria 


C = C, U (-C:) 




Sea A = (o, b. c) un punto fijo de I) y sea B = (x, y, z) un punto arbitrario de este 
oniinio. Sea C una curva suave por partes en D que una A con B. orno es 
COnex °* esta curva siempre existe. Definimos la función. / , D ► K , 


M y, z) = J F • 


dr 


Esta función está bien definida, ya que, por hipótesis, la integral es independiente 

la trayectoria. 

que esta función / es una función potencial de f. Para Lst0 - debemos 


i df 

1. — = p 

dx 


dy 



y 


3 . — = R- 

dz 








Por ser D abierto 


Como la integral que define a / es independiente de 
la trayectoria, elegimos a 

c«CiUC 2 , 

donde G> es el segmento de recta que une (*), y, ") 
con B = (x, y, z), el cual es paralelo al eje X. Las 
coordenadas y y z permanecen constantes y, por tanto, 

a lo largo de este segmento, dy =0 y dz = 0. Una 
parametrización para este segmento es 



r = /i + yj + zk, X\ < / < x, de donde, dr - i di. 


Luego, 

/(.v, y, r) = J F • dr = J F • í/r + F -ífr=J^ F • dr + J P(t,y,z)dt 

Esto es, 

J{x, y, z) = f F • dr + f P (/, y, z)dt (a) 

J Cj J .v| 

Pero, la integral F • dr depende del punto (xj, v, z) donde no esta a*. Luego, 

J q 

f F • dr = 0 (b) 

dx J q 


Finalmente, derivando (a) respecto a la variable x, considerando (b) y el primer 
teorema fundamental de cálculo, obtenemos el resultado buscado: 


of _ df 


5 

ex 


dx J q 


F • dr + 


df 


ex 


í P(t, y, z) di = 0 + P (a, y, z). 

J X¡ 


Para probar las partes 2 y 3, seguir los pasos anteriores tomando los puntos 
(x, y ], z) y (x,y,zi), respectivamente. 


CONSTRUCCION DE UNA FUNCION A PARTIR DE SU GRADIENTE 

Sin duda, el teorema anterior es muy importante. Sin embargo, este no nos indic 
un camino para hallar la función potencial de un campo conservativo. El teorema qu 
sigue salva esta deficiencia. Pero este nos exige que la región D no sólo sea conexa 
sino simplemente conexa. Es necesario recordar el rotacional de un campo. 

Si F = Pi + QJ + flk, el rotacional de F es 






























de clase 



rol F =V x F - 


1 


d 


m 

J 

d 


k 


O 



dv 


p \^ 

L j- 


POR 


f dR dQ'' 

1 ' * 1 

• 1 

I + 

fdP dR^ 

j + 

* c Q 8P | 

oy dz J 

\ s / 


\ dz dv ¡ 

i dx dv J 


k 


gi p = />i + QJ, es un campo vectorial en el , 
campo en el espacio: F = ! y i + QJ + 04 y, entonces 

<dQ 



> lo consideramos como un 


rot F = V x F = 



\ 




O 

ox 


dx 


k 


/ 


Un campo F es irrotacional si rot F = 0. O sea si 


dP cQ 


dP cR 


dO cR 


ex 


3 

ex 


cz 


Z Y 


ox 


dz dy 



Sea F Pl + 0\ + Rk de clase C ( 11 en una región D abierta y 
simplemente conexo. Entonces 


F es conservativo si y sólo si rot F - 0, 


O. en otros términos, 


F es conservativo si y sólo si 


dP dO dP _dR dQ dR 


dv 


dx 


dz dx dz 


dv 


En particular, F = P\ + Q] es conservativo si y sólo si 


8 P dO 


fs, 

O 


dx 


^‘mostración. 



) ya se probó en el teorema 5.4 parte 2, en la sección 5.1 

'ÉL 


. . . varemos oue el caso bidimensionai es 

• -- ( <= ) la posponemos. Vere 1 - ón 5 4) y e ] caso 

secn ¡icia del teorema de (ireen (ejemplo •, 5 6 ) Estos teoremas 

jd'niensional, del teorema de Stokes (ejemplo 4 de la sección 5.6). 

Ver án un poco más adelante. 




a. Determinar si F(.v, >') 


(2.yv 3 + 3x 2 )¡ + O-'V + 4 >'2í ; P 





SiiIu 


c ¡ón 


_ Fn caso afirmativo, hallar una función 

, , . ~ „ c „..,inii¡er curva de ( 1 , 0 ) a t *., 1 

b. Evaluar I !•' • dr • donde 
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a. Tenemos que P = 2xy 3 + 3.r 2 y 0 “ 2x> + 3x*\ ^1 dominio de F es D — R~ e j 
cual es abierto y simplemente conexo (no tiene huecos). Además 


dP 


cv 


2 C'Q 
ÓJtv 2 = 


ex 


__ m 

Luego, por el teorema anterior, F es conservativo. 

_ df. cf . 

Ahora, hallamos una función / tal que F-V/ =—i + — J 

CX CT 


Tenemos que 


1. — — 2xy 3 3X 2 


dx 


y 


2 . 


cf 


- 3jt v 2 + 4y 


Bien, de (1) hallamos la antiderivada respecto a x: 


Cf __ * 3 . «j 2 

— = 2xv + 3x 
clv 


a*» v) 



(2xy 3 + 3x" ) c/x - 


3 


ry 3 + x^ + ?(vi 


Derivando /fx, y) = .T >’ 3 + x 3 + g(y) respecto a la variable v, y comparando 

con la ecuación ( 2 ): 


d 


./(.y, y) - 3 x?)’ 1 + g \y) = 3xV + 4 y 


? ? 


dv 


3 


g- X.v) - 4jr => g( y) = y 4 + k 


Luego, una función potencial de F es 

7 (x, y) = xV + x 3 + y 4 + k 

b. Como F es conservativo, aplicando el teorema 5.8, tenemos: 

F • t/r = /¡2, 1 ) - fl 1,0) = ( 13 + A) - (I + k) = 12 




Demostración 


a. Determinar si F(.v, y, z) = l\yi + (.r - v 2 )j + (I - 2jz)k es 
conservativo. En caso afirmativo, hallar una función potencial. 

b. Hallar J F • dr . 

donde C es cualquier cur\'a de ( 1 , 0 . 0 ) a ( 2 . 1 . 3 ). 


a 


• Tenemos que P = 2xy, Q = x 2 -- 2 v /? - i i . . . J „ „ 

cual es abterto y stmplemente conexo (no tiene túneles). Además 

— = 2v = ^ & n dR 

dy - * — = 0 = 


= R 3 , 



dz 



por el teorema anterior, F 


dv 


oQ SR 


dz 


c\ 


es conservativo. 
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\hon'< hallamos una función / tal que F=y/' = ^¡ + $[_ * 

dr ■ “ 

Xenctaos que 


, df 

J + —k 

oy dz 


df - 

1. -r-=2-xv 


2 


A 

ecc 


0 / , 

v _ ^ jC 

— = X - 

dv 


- df 

3. — = l 


a 


2yz. 


Bien, de (1) hallamos la antiderivada respecto a x 


-L = 2xy => J(x,y,z) 


ex 




) 


Derivamos j(x, y, z) - X v + g( y, z) respecto a la variable y, y comparamos con 

la ecuación (2): 


df , 

— =A 

¿V 


d 


ex 


g{ y, z) = x 


d 

dy 


g(y, z) = - zf => g(y, z) = - zy + h(z) 


/U\ y, z) = X“y - z~y + h(z) 

Derivamos j\x. y, z) = xy — zfy + h(z) respecto a la variable z. 
comparamos con (3): 


df 


ez 


= -2 z)>+ h'(z) = 1 - 2yz r=> /i’(z)= 1 => h(z) = z + k 


Luego, una función potencial de F es 

fix, y, z) =x 2 y - z 2 y + Z + k 

!*• Como F es conservativo, aplicando el teorema 5.S, tenemos. 

F « dr = /(3, 1,2) - y( 1 , - 1 , 0 ) = (7 + *) - (- 1 + *) - 8 



y de 


CONSERVACION DE LA ENERGIA 


CONSEKVAt-i'Ji' 1 w —. 

1 cíalo XIX y es una ue 

la conservación de la energía fue formula a et o ^leceque: 

. . de la física. En términos generales, esta > 




■ fundamentales de la tísica, un luimos b 

. . -i,. Puede transformarse de una 

mergía no puede ser creada ni de f tru ' r ' ece constante". 

otra, pero la cantidad total de energía p ^ cinética o energía 

? n v arias formas de energía: química, eléctrica, j- ^ ^ resu | ta dos en esta 
'miento, potencial o energía almacenada Nos _ seI . vac ¡ó n de la energía 
> estamos en capacidad de probar la ey ¡ a | g n términos precisos, 

que relaciona la energía cinética con a 

afini1a que: i,j,.(o. debidas a una 

* i fií» un ODjew* 

1113 de las energías cinética y potencia 

Q nservativa, es constante. 







una fuerza conservativa F = yr 

de una curva C\ r(/h a < t ~ b, desde el punto A — r(a) hasta el punto 
La velocidad y la aceleración de la partícula son 


v(/)- !*'(/) y 


a (0 = v'(/)= r"(/) 


Sabemos, por nuestros cursos de física, que en el instante ¡ se cumple que; 
1. F(r(/)) = ma(t) = m r" ! t) (segunda ley de Newton) 


2. p(r(/)) = -/fr(/)) es la energía potencial del objeto en el punto rit). 





es la energía cinética de! objeto en el punto r<7). 


Ahora, considerando las igualdades anteriores, evaluamos de dos maneras el 
trabajo realizado por F al mover la partícula a lo largo de C desde A hasta B. 


w = j F . dr = J Vf . dr = j(B)-j(A) = - p(B) + p(A) (4) 

Por otro lado, 

b - b 

F(r(t)) • r'(t)cft= ¡| [m r"(/)) • r'(t)dr (porl) 

n J a 











= k(r(b)) - k(r(a)) = k(B) - k(A) 
De (4) y (5 obtenemos: 



~p(B) +p(A) = k(B) - k(A) => k(A) + p(A) = k(B )+ p(B) 

Esta última igualdad nos dice que la suma de las energías cinética y potencial 
permanece constante de punto a punto. 

El nombre de campo conservativo dado a los campos de la forma F =Vf está 
inspirado en el resultado anterior, la conservación de la enegía mecánica. 
































Evaluar de tres manaras la integral 



c 


2 x + 1 ) dx + [ 2 y - 2 í dy , 


donde C es el primer arco de la cicloide. 

x = / — sen / 

C : < . , 0 < / < 2 k Y A 

V = 1 - eos t 


Solución 

procedemos usando la definición de integral de linca de la sección 5 2' 



\ 


a 


(2x + ljí/.v + ! [ 2 y- 2 )dy 


X 


0 


( 2 (f-sen /)) + ! (l-cos/)d/ + [ 2 (l-cosí)- 2 ](sen t)dt 


ln 


( 2 / +1 - 2 sen t - eos t - 21 eos /) di 


o 


/" + /-sen / - 2 / sen t 


r= 

J o 

>. Procedemos usando los teoremas 5.9 y 5 . 10 : 
Tenemos que: P = 2x + 1 , O = 2y - 2 y 


4 7 t + 2 n 


dP d /n 1A n 3/. .i ^ 

dy dy 3 x 

Luego, por el teorema 5.10, el campo F(.v, y) = (2* + 1 ^ „lA n e?; 

conservativo y, en este caso, el teorema 5.9 nos dice la íntegra e es , r 

independiente de la trayectoria. Por tanto, a la cicloide la P° ® ^ 

por una trayectoria más simple. Tomamos la trayectoria i 9 U 

* 

x = / 


Punto (0,0) al (2jr, 0). Esto es, C\ = \ 


y = 0 


, 0 < t < 2n y 


^ j>k 


{lx+\)dx+{ 2 y- 2 )dy= f ( 2 x + 1 ) + ( 2 .r - 2 ) rfv 


( 2 / + 1 )dt 


o 


Q 
r + í 


n 2x 
0 


= 4^ + 2 * 


S 8 

pedemos hallando la función potencia y aplicando _ es conservativo. 

! 4 Sahf^m/Aí.- _i . _ _ rj/.. — Hv 4- ni + (2y-¿;j vjv 


Hall 
6 / 


Pernos que el campo F(.v, y) — 2.v + 1 )* **’ ^ 
em °s una función potencia / ‘ 



aí = 2 * + l=> y(. Y , y ) = I(2 a- +1)* = x 2 + v + SO') 


d í -=g '(y)= 2 y - 2 

























Ahora, aplicando el teorema 5.8, obtenemos: 

( 2 x-l)dx + (2y-2)dy=A 2n ’ 0 ) 0) = (4/r +2/r + A) - ( A" ) = 4/t* + 2 jt 

C 

El lector notará que, de los tres procedimientos, el segundo es el mas simple. 









PROBLEMA 2. a. Determinar los valores de las constantes a y b para los cuales 

el siguiente campo es conservativo. 

F(a% y , z) = (a e x sen/ry + yz) i + (e zosny + A'")j + (bxy +2z)k 

b. Hallar una ñinción potencial del campo F con los valore de a 
y b hallados. 

c. Calcular J F • c/r, donde C es la curva de intersección del 

cilindro x 1 + y 2 = 2 y con el plano y = z, desde ( 0 , 0 , 0 ) hasta 
( 0 , 2 , 2 ). 

Solución 

a. De acuerdo al teorema 5.10, para que F sea conservativo se debe cumplir que: 


dP_dQ 

dy dx 


dP__dR 

dz dx 


y 


dQ dR 


Esto es, debemos tener que: 


dz 

dy 

>> 

-C¡ 

11 

1-4 

II 

g* 


Luego, a - — y b = 1 . 

x 

\ :1 campo conservativo es 

ri .x 




F(x, y, z) = — e*sen xy+yz i + (Vcos/ry + jcz)j + (xy + 2 z'k 




b. Buscamos / tal que F = Vf 


df 1 v 

— - —e sen xv + vz 

«r 

CX X 


J 



y, z) = — e x sen xy + xyz + g(v\ z) 

x 


Derivando este resultado respecto a la variable v ; e igualando: 




dj _ x d 

- -e eos itv+xz + —g(y,z) = e*cos ny + xz 



( T 


dy 


d 

<b 


g(\\ z)-o 
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listaúlM"« igualdad significa que g(y,z) sólo depende de 2 . Esto 


es, 


tr(y. z) - !>(:) 


I 


y » ") € sen y + xyz *4* h{z) 


Derivando este i estillado kmvcUj a la variable z e igualando* 


SL = .vy + /t'(~) = xy + 2 z=> /í 1 (z ) = 2 z 


h(z) =z? + k 


c: 


1 uego. finalmente. 


1 


/(.y, v, z) “ seri/T y + xyz + z z + k. 

K 


c 


\plicando el teorema fundamental de las integrales de línea 


F • dr =/ 0 , 2 , 2 ) - j[0> 0 , 0 ) = (4 + k) — (k) = 4 


C 


Sabemos que la integral de un campo conservativo es fácil calcularla. En el 
siguiente problema aprovechamos esta ventaja para integrar un campo que, aunque 
no es conservativo, podemos descomponerlo en dos campos, uno conservativo y el 

otro que es fácil de integrar. 


PROBLEMA 3, Evaluar 



F • dr . donde 


C 


F(x, y, z) = ( 2 jy+eos jc) i + +(3.x 2 y + sen.\)j y C es la 


x~ yr 

elipse : — + ^7 

^94 


1 , recorrida en sentido antihorario. 


lición 


renemos 


que: 


cP 


= 2 + eos x y 


oQ 


cv 


dx 


= 3 + eos x 


. In cena si el término 3x de Q fuera 2x. 
emos que F no es conservativo, pero lo descomposición de F como 

1 observación nos siguiere que hagamos a sl ^ _ erva tivo: 
suma de dos campos, donde uno de ellos sea c 


x >>\z)=( 2 v + ycosx)i + (3v-2y + sen v)j 



j./?v-_2v + senx)j 

= ¡ 2^+y eos a*) 1 + ~ i 7 SSl 



1 -f y eos x 


)dx+(2x-2y+senx)dy + 


X dv " 


X dv , 

*- 


C 


Primera integral del segundo miembro es 

ivo. 


p„,«r " “ mp0 
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l na parametrización para la elipse es C: 


x = 3 eos/ 


< 


v = 2 sen t 


,0 < t < 2n y, entonces 




2n m ln 

13 eos t ) (2 eos /) dt = 6 I eos 2 ¡ di 

o Jo 



‘ 1 + eos 2/ 



dt = 3 



sen 21 







SeaF (.v, )■)=—■ • , ¡ + — , j, (x,y) efl = l : -í(0,0)| 

x +y~ x~ + v~ ( Jj 

* / 

a. Probar que no se cumple que j F * dr- 0, para toda 
curva cerrada en D = R 2 - {(0,0)}, el dominio de F. 

Para esto, verifiqueJ l • dr - 2re, donde C es la 

circunferencia x~ +>r = l, recorrida en sentido antihorario 


b. Verificar que 


cP 

cy 


cO 


en/) = l 2 -{(0,0)|. 





c. La parte a, de acuerdo al teorema 5.9, prueba que F no es 
conservativo en su dominio D = M 2 - j(0,0)} . 

Por otro lado* si pudiéramos aplicar el teorema 5.10 a la 

^ aríe 4 *’ ^tendríamos Que F es conservativo, lo cual 

nía ice a parte (a). Explicar la razón por la no podemos 
aplicar este teorema. 


a. Una parametrización para C 


F * dr = I — - v ’ 
c J c x* + y 2 


es • x cos U y - sen 0 < / < 2/r. 




dx + "T~^r <b 

X +y 



2/7 


-sen / 


o eos 


T~ t r (-sen / dt) + — 
/ + sen~/ ' 

cos 


cos t 


~ f + sen 2 / 


( COS / dt) 



sen*7 + eos 2 / 

o eos 2 / +sen 2 


H 


2/t 


0 


dt ~ 2 7t 
















1 X 

§ I * 


*• ■ \*t J) * 1 5“ J 

V )/ 

Rpta. /(.y, y) — + c 

V 

V 

2, F(.v, v) = (r 1 + 3.v"v)i + (a* 3 + 3 xy 2 + 1 )j 

Rpta. /(a, v) = aY +xy 3 f v + C 

^ «* a. 

^ F(.v, .V) = (2acos v)i + (a sen v’)j 

7?/j/íí. No es conservativo 

4. F{.v, j>j - (y eos .vv)i + (x COS jcy)j 

Rpta. /(a, v’) - sen xy 

^ F(.t, y) ~ ye yi i + (xe X) 4- sec'v* )j 

Rpta. /(a, y) “ e 9 + tan y + C 

F(.v, r) = 2e 2> i + jce“ l j 

7 ?/>/í 7 . Ato es consenvrivo 


* T V A' + V 

* / 

*• y, z) =0' - vt)í + (x + z- vr)j + (y - jrr)k Rpta. ./(■'. y) = xy +-40* - C 

y, z) = (3x’z — 2xy 2 + yz) i + (2x"y + vr)j + (v + -yr)k 

Rpta. I(x. y , -) = v 1 ’ + tT + xvz + C 

| Aj 1 1 ). 2 7 2 

.i ; * z) » 2xvze x i 4- rt’' i 4* V@ x k 

/?pw. ,/(.v. y,r) = vz^’ + c 
*' F(jt * y,z) = ze - r+2 .>'¡ + 2ze x+2y j + f A ' : ' k 

H v x+2 y l r' 

Rpta. fix, y, z) - & c 
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l2 F ( y z) = (Veos z)i + (2 xy eos z)j + (~xv 2 sen z)k 

U ' n ' ' U Rpla. J[x, v, z) =V eos z + C 

13. F(.v, y, z) = (yz eos a}-)< + (*z cos *v)J + ( sen ^ 

/tota. /fx, v\ z) =z sen xy + C 




En los problemas de114 al 17, evaluar la integral dada. 


14 



(2/r.O) 


e x cos y dx - e x sen y dy 


Rpta. e 2 ~ ~ 1 


(0,n) 


15 



lx xdx + ydy 

(3,4) 7 +y 2 


Rpía. 8 


16 


(1.2. 3) 


( 1 , 1 , 1 ) 


yz 2 dx - xz 2 dy + 2 xyz dz 


Rpta. 17 


17. 


( 2 , 2 , -) _ xc ^. _ _ z( j z 


(i.i.i) lx 2 +y 2 +z 2) } 


3/2 


Rpta. 


2sÍ2 


18. 


2 i 

V “I" 1 . 

Hallar el trabajo realizado por la fuerza F(.v. y) = : —:— i 


x~ v + y 


3 


j al mover 

un objeto desde el punto ( 2 , 3) hasta eí punto (1. 0), a través de cualquier 
curva suave que no cruce la recta x = 0. Rpta. 21/4 


19. Hallar el trabajo realizado por la fuerza K(jc, y) = 

mover un objeto desde el punto ( 1 , 0 ) hasta 
cualquier curva suave que no pase por el origen. 


v v 

• v * r m 

T ,+ TJ’' 

r r 
el punto (4, 




■> 

= \t x~ + V 


al 


3 ), a través de 
Rpta. 4/5. 


20 . Hallar e) trabajo realizado por F(.v, v\ z) = rVi + r \x\ + 3z7ryk sobre un objeto 
que se mueve a lo largo de una curva suave C desde ( 1 , 1 , 1 ) hasta ( 3 , 2 , 2 ). 

Rpta. 47. 

- * _l_ * l | # 

21. Sea el campo gravitacional F(.v, y,:) = -GmM - rJ donde G. m. M son 


r 


= y¡X 


2 2 2 
+ y +z 


constantes y r 

a. Hallar una función potencial de F. 

b. Sean P¡ y P 2 dos puntos que están a las distancia d\ y di del origen, 
icspectivámente. Probar que el trabajo que realiza el campo gravitacional al 


mover una partícula de P, a P 2 es GmM 




1 1 


\ 


d- 


\-2 d x j 


Rpta. a. J{x, v, z) = 


GmM 



%[x^/+ = 




















I] 3 ||¡ir una liinción potencial de! campo 
F(v.r,r) = '"(.vi + >’j + zk), donde n eZ y , = 


* + y 2 +z 2 


Rpta. / v, v, z) = 


n + 2 


/ 


7f+2 


+ C. si n5t-2. y^ >?) = 


»* h » * ■*: p c&l ?*“ -r«” " 2 

F(** 3 ; J ' c °s ^Ji + (ax - nx sen ny)\ 

x 2 " 2 

b. Si Cía elipse —- + 


a 


2 onentada en sentido antihorario, evaluar 


r (3' v + cos zv) dx + (.v - ^-.vsen ny) dy 
Sugerencia: Decomponer [3x 2 + cos ny) dx+(x-nx sen ny)dy 

Rpta a. o = 0 b. 2ahn 

24. a. Hallar una función potencial de F(.v, y) = (3.r + eos ny )i + (- nx sen ar)j. 

b. Si C es la parte de la parábola y = ,r que va de (0, 0) a (2, 4), usar el campo 
F para calcular 

(3x 2 + cos ny) dx + (.y - nx sen^ry) dy 


Rpta a. /(x, v, z) = x i + x costüv + C b. 14/3 
¿5. a. Hallar el valor de a para el cual el siguiente campo es conservativo 

F(x, y, z) = ( ax 2 z - 4x)i + (2y + eos rrz)j +íx 3 - ny sen nzj k 
b* Hallar una función potencial de F con el valor de a hallado en la pane (a). 


Hallar J j 3x z — 4x j dx + (2y + cos nzj dy + (x - ny sen nz ) dz 
donde C es cualquier curva suave por partes que va de (2,2, - 

i „ 2 . 2 __ 


) a (0,0,0). 


aliar I 


Rpta a. ¡7 = 3 b. j[x,y,z) = A~2* 2 +/+^os tu- + C e. 14 

os valores de a y b para los cuales el siguiente campo es conservativo 

( o* ^ 

F(x, y, z) = <?'In(z) i + ay 2 z\ + 
una función potencia! de F, con los valores de a y ó hallados en la 

Y 


aliar 
fe (a). 

^ , n , n a í l, 2. 2), usar el campo F 

C es el segmento de recta que va de (l, > 

fllnitlnu 


1 calcular 


i 


* c „ + ,.a T + C c. (e-l)ln2 + 15 

P'a a. a = 3, b = 1 b. /(.v, y, z) = <■’ - 1 - 









En las siguientes secciones trataremos tres teoremas que generalizan al teorema 
fundamental de cálculo. Estos teoremas sobresalen por su importancia, por su belleza 
y por sus aplicaciones a la física. Cada uno lleva el nombre de sus creadores. Estos 
son: El teorema de Grcen, el teorema de Gauss y el teorema de Stokes. Aquí 
presentamos el primero de ellos. Este teorema expresa una integral doble sobre una 
región del plano en términos de la integral de linea de su frontera. 

Sea C: r(0, a </</), una curva cerrada y simple que 
es el borde de una región D del plano. C tiene dos 
orientaciones. La orientación positiva, dada por el 
sentido contrario a las agujas del reloj, y la orientación 
negativa, dada por el sentido de las agujas del reloj. En 
otros términos, la curva C está orientada positivamente 
si una persona, caminando sobre C en el sentido de / 
creciente, la redión D queda siempre a la izquierda. 

Positiva Negativa 

Algunas veces, a C, para enfatizar que es la frontera de D orientada 
positivamente, la representa por dD. Osea ,C~dD. 



Se usan los símbolos 


i - í-i 


para representar la integral de línea a 


8D 


lo largo de una curva cerrada C orientada positivamente. 


TEOREMA 5.11. 


Teorema de Creen 


Demostración 


Sea C una curva cerrada, simple, suave por partes, que es el 
' " ; 1 dr región D del plano XV simplemente conexa. SiP 

y O son de clase C* 1 * en una región abierta que contiene D , 
entonces 



P dx + O dy = 





far-n dC i!° n C este íeoiema en su forma general dado en el enunciado no t 

Mmiiltán U1 f r0 f ar ^ mos e * CÍ ) S0 es pecial donde la región D es de tipo I y tip° 

extenderemos pO regiones la Ñamaremos regiones simples. Más adelani 

extenderemos el teorema a otros casos más generales. 


La demostración la hacemos en tres pasos: 










D 


Por un lado, recurriendo al teorema fundamental del 


cálculo, tenemos que: 



Por otro lado, la frontera C está conformada por la unión de las cun as C u 
C 2 , C 3 y C 4 , indicados en la figura. Por tanto. 



Las integrales sobre las curvas C 2 y C 4 son nulas, ya que en estas cunas, x 
es constante y, por tanto, dx = 0. 


ParaCi y ~C\ tenemos las siguientes parametrizaciones: 



gi(x), a < x < b. 


-C 3 : x = x, y = g 2 Ív), a <x<b. 


Luego, regresando a (3): 





cs de tipo II u horizontalmente simple. 















D * {(x, y) / h\(y)h 2 (y), c<y<d}, d 


donde h\ y //> son continuas 
Para este caso probaremos que 


x = 



Qdy = 


c 


JJÍ- 


(5) 



* = ¡hiy) 

C 3 


> 


D 


Por un lado, recurriendo al teorema fundamental del cálculo, tenemos que; 






o 


d * hf (vj 


;, 1 (v) 


8 Q 

dx 


(.y, y) dxdy = í [ Q (¡h ( - v ) ) “ P ( h\ ( v ; 5 y) dy 


C 


J ~ j* [> [h\{ x )>y)4y 


( 6 ) 


Por otro lado, la frontera C está conformada por la unión de las cunas C h 
Cj, C 3 y C 4 , indicados en la figura. Por tanto. 



O dy - I Q dy +1 Q dy + j O dy + I O dy 
C J C¡ Jo J C3 J C4 


(7) 


Las integrales sobre las curvas C 2 y C 4 son nulas, ya que en estas curvas, y 
es constante y, por tanto, dy = 0 , 

Para Cj y “C 3 tenemos las siguientes parametrizaciones: 

-C]: -Y — //1 (y), y —y , c <y<d. C 3 : x = h 2 O 7 ), y = y, c <y < d. 

Luego, regresando a ( 7 ): 




^ rfl/— | (9 dy + 0 +1 O c/v + 0 — 

q J c 3 

'”~J 2(^('>-'),y)í/y + j* Q{íh (a*), v)íA 

Comparando ( 6 ) y i 8 ) obtenemos la igualdad ( 5 ): 


O dy + I Q dy 

Q J c 3 



( 8 ) 



Q dy = 



dQ 


ax 


dA 


Paso 3. D es simple. Esto es, D es, a la vez, de tipo I y de tipo 11 


Por ser D del tipo I y tipo II se cumple 


que: 



P dx — ~ 



cP 

dy 


dA 


y 


D 



Qdy~ 



dQ 

dx 


dA 


Sumando estas dos igualdades. 


o 


se tiene 



















P dx + Q cíy 










fj ^PLQ l.| Usando el teorema de Green, evaluar 



Solución 


donde C es la frontera de la región encerrada por la parábola 
y = x 2 y la recta y = 2x. 


Tenemos que: P = l\y - 1 y Q - 3.v 2 + e\ Luego, 



TEOREMA DE GREEN PARA UNA REGION QUE ES UNION DE 

__ pniDl rí 


REGIONES SIMPE» > 

irnos que el Ie0 rema de Green es válido para una región D 
, e P Uoc lon descomponer como unión de regiones sin j 1 P _ 

' * * ^ que no se sobreponen. Ilustraremos este resu 

" do el caso D = D, UD 2 , ilustrado en la figura. 

&|ón D no es simple. Sin embargo, mediante el 
a indicado en la gráfica, dividimos a D en r l^ ntcra 
1' 1 y Este mismo segmento divide a la > 

f Cürv as C, y C 2 . ‘‘ ‘ 

ntera O, es C, U C\ y la frontera de />: es C 2 

ma de Green en la región simple Di dice: 



c. 
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egral 



Pdx + Qdy = 


C 1 UC 3 



dO 


dx 


dP 

dy 


JA 


A 




P dx + Q Jy + (p P dx + O dy - 

c\ J c 3 



8Q 

dx 


dP 


\ 


dy 


JA 


0) 


A 


/ 


El teorema de Creen en la región simple D 2 dice: 





QU (-C3) 

OX dy ; 


JA 


(J) P dx + Q dy - (p P dx + O dy - 

• C 2 J C 3 

Sumando (1) y (2): 

(I) P dx + Q dy + (f) P dx+Q dy = 

Je Jc 2 



d.v 


cP 


dy 


\ 


dA 


( 2 ) 


!h 





dO dP 


\ 


dx 


o 

OY 


JA + 


De donde, 


A 


/ 



dg dg 

dv dy 




c/,4 





P dx + O dv - 



/ 


D 


\ 


dQ 

dx 


dP 


\ 


dy 


JA 


V 



íi£MPL02j Trabajo usando el teorema de Green 

Hallar el trabajo realizado por el campo de fuerza 
F(*, y) - i senh x ~ y 3 )¡ + ( v 2 + v 3 )j 

semialiüar -11113 ^ artlcu ^ a so ^ re curva C que encierra la región 


Solución 


W = 


(*» y)/ 2 ^ yfx 2 + _y 2 < 4 



F • dr 


c 



senh 


c 



d 

dx 


(• 


h 


-y) dx + ^ + ^) dy 

2 + V ’)“¿( seil| i -V-J> 3 ) 


1 



dA 



-f 3 v 2 


dA == 3 



+ .v 2 ] <¿4 



O 










































D = {{t\d)j 2<;-<4, O <0<n\ 


Ahora, 


W = 3 



A ' 2 + V 


dA = 3 


r /T /• 4 

u. 


r rdWfl = 3 


n 



X 


0 



r drdQ 


n 


= 3 


/• 


o L 


4 


de = 3 



/r 


60 c/0 = 180;r 


o 










EJEMPLO 3. Evaluar la integral 



3 x~ y - eos .x* |i dx + [x~ + 4.v j d\\ don de C 


Solución 


T 'J 

es la circunferencia de centro en el origen y radío r: x~ + y - r 


Aplicando el teorema de Creen: 


• 

() (3.r y - eos .v | dx 

+(x 3 +4x)dy = ¡i 

cO dP] 

Je 

7 j j v av °> j 


£¿4 


D 



O 


dx 


( x ' 3 +4 - v )-¿( 3 * 2 y~ cosx ) 


dA 


C) 



D 


ÍÍ > 2+4 )-(3.r) 


dA = 4 dA 



D 


D 



^ er0, II dA - A(D), el área de la región D 


D 


Abemos que el área de un círculo de radio r es A(D) itt * Luego, 

y ~eos xj dx + ^ jr + 4x) dy - 4 jff dA — 4A (D) — 


D 



Pane d e Sección anterior, en la demostración del teorema 5-10. 5e 4 ra ya 

¿ í cn condiciones para cumplir con parte de esa deuda. Lo pernos 
c e J e nipl 0 , 
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paguemos una deuda. 

Probar la siguiente parte del teorema 5.10. 

Sc'\ F = P\ + Ql de c ^ ase en una re ^^ n ^ abierta y 

simplemente eoncX0. 


Si 


• _ dQ en p entonces F es conservativo. 


dv dx 


Solución 


Bastará probar que 



P dx + Qdy = 0. para toda curva cerrada contenida en D\ 


c 


cierto, el teorema 5.9 nos asegura que el campo F Pi + Qj es 


ya que si esto es 

conservativo. 

Bien, sea C una curva en D que es cerrada, simple y que encierra a la región R. 
De acuerdo al teorema de Groen, tenemos 



P dx+O dv = 


c 



80 dP 


dx 


d) 


dA = 


j 


jí(°) 


dA = 0 


R 


R 


Si C es cerrada, pero no simple y se intersecta en más de un punto, la podemos ver 
como anión de dos o mas curvas simples paia cuales la intcgial se anula y, por tanto, 
la suma de estas integrales también es nula. En consecuencia, 

P dx + Q dy ~ 0, para toda curva cerrada contenida en D 


EL AREA USANDO EL TEOREMA DE GREEN 

En el ejemplo 3 usamos el área del círculo para hallar una integral de línea. El 
siguiente teorema nos señala el camino inverso. Hallar el área de una región usando 
una integral de línea. Nos da tres opciones. 


TEOREMA 


„ SÍ D es una región del plano acotada por una curva C simple, 
cerrada , suave a trozos y orientada positivamente, entonces el 
área de la región D es dada por 


Demostración 


A (D) 






Aplicando el teorema de Green: 



+ x dv ~ 

Jr 






dA 














tlA = A(D) 


liemos obtenido la primera igualdad. Veamos la segunda: 




V dx = (J) -y dx+Ody = 

c J J 1 car 

D 



'(O)-^ -y) 


dy 


el A — 



dA = A(D) 


D 


En forma similar se obtiene la tercera igualdad. 


EJEMPLO 5. 


Usando el teorema Oreen, probar que el área de la región D 


2 „2 

X V 

enconada por la elipse — + ■=—- = 1 es 

a~ b~ 


y4\ 
b 


A{D ) - ahx 


Solución 

Usaremos la primera igualdad. 


Sabemos que una p ar ame tri z ac i ó n positiva para la elipse es 



x = a eos /, v* = h sen /, 0 < / ^ 2 ti 

y 


Ahora, 


MD) = 


'(f) ~y dx + x dv = — 

2T C • ' 2j 0 



n 


(-b sen l){-a sen t dt)+{a eos t)(b eos t di) 


2x 



ab 


sen 2 / + eos 2 t^dt —— f 

y 


2n 


ab 



t 


2.t 


= abn 




Hallar el área de la región D 
de la cicloide 


acotada por el eje X y el primer ciclo 



x = *(/- sen/), y = a(l-cos /), 0 <.t< 2n 

Elución 

Sen c, la parte e ) e j e X; x _ v = o, 0 < / í 2 ir. 

^ 2 c ‘l primer ciclo de la cicloide: 

* ' a 0 - sen /), y = a(\- eos /), 0 
Ten emos que: QD =C, U C 2 

el área de D usamos la segunda igualdad del leoi 




























A(D) = - (1 V * - 

J cD 



v dx — 


CiUC; 



v í/.v - 

C| » c 2 



í o í* — r 

J o Jo 


/T 


«(l-cos/ £7(1-eos/) dt 


2/T 

0+a‘l (1-cos/) 

O 


í// 


f 2/7 -> \ 

= a 2 I Í1 -2cos/ + cos 2 tj di 


o 


-a 


21 G - 2 eos t + -(l + cos 2/)l dt = a 2 J 


2,r / 


0 V 


2 


o 




3 _ 1 

— 2 eos / + — eos 2/ 

2 2 




dt 


J 


,13. 1 

a" I — / - 2 sen i + — sen 2 1 
2 4 


2/T 


= 3na 


J o 


TEOREMA DE GREEN PARA REGIONES MULTIPLEMENTE CONEXAS 


Extendemos ei teorema de Green a regiones múltiplemente conexas o sea regiones 
que tienen hoyos. 

En la figura tenemos una región D con un hoyo. Su borde es la curva C, orientada 
positivamente y conformada por dos curvas cerradas y simples C¡ y C 2 . Esto es. 

dD = C=C { UC 2 . 




La curva C u para que al recorrerla la región D quede a la 
izquierda, Q debe seguir la dirección antihoraria. En cambio, 
la curva C 2 , para que al recorrerla la región D quede a la 
izquierda, C 2 debe seg ui r la dirección horaria. 

En la región \ D hacemos dos cortes, como indica la segunda 
figura. D queda dividido en dos regiones, sin hoyos D, y D, 
Aplicamos el teorema de Green en D, y O,. “ 



dO dP 


\ 


dx 


D 




ci/\ = 



cQ dP 


dx 


«1 


dy 


dA + 




r 


\ 


do 


CX 


P dx + ( ) c!v + 


dD[ 



P dx + Q d\ 


<¡y> 








P dx + Q dy + 
^ P dx + Q dy 


P dx + O dv 

*' 

































Aniilisisveclori.il Integral de clase 


575 


l a penúltima igualdad se obtiene al separar las integrales sobre las fronteras 8D¡ y 
aa, la suma de las integrales sobre las curvas de corte se anulan, porque aparecen 
dos veces y con signos opuestos. 

fstc resultado se extiende fácilmente para regiones de 2 o más mecos. 





EJEMPLO 7. 


Sea C una curva en IR que es cerrada, simple, suave por partes, 

que no pasa por el origen y es el borde de una región D. Probar 


que. 



- v dx + x ch 

mr 

1 1 
a- + y- 


— i 


V 


0. si (0, 0) g D 
2n, si (0, 0) e D 


Solución 



P = 


-v 


y Q = — 


X 


2 -> -> 
JC 4- V" X“ + v~ 


Las funciones P y Q con de clase C* 11 en E 2 , excepto en el origen (0, 0). ya que 
estas funciones no están definidas en (0, 0) y, ñor tanto, no son continuas en este 
punto. Además, se cumple que: 

dP 


CV 


1 n 

V - x~ 


(•v 2 + y 2 ) 


= 8Q 

dx 


, para todo par (x, y) (0, 0) 


( 1 ) 


Si (0,0) no está en D, entonces P y Q son de clase C K en 
i’or tanto, podemos aplicar el teorema de Green: 


i dx+ - v d y _ ff 

Je X 2 +y 2 J J 


80 


ex 



\ 


dy 


J 



dA= (tí)dA =0 



D D . 

Supongamos ahora que el origen está en D . Como C no pasa por (0, 0), existe 
r " suficientemente pequeño para que la circunferencia 

C¡: x z + y 2 = r 

contenida en el interior de D. Sea Di la región cuyo borde es la unión de C 
)n A- Esto es, dD { = C\JC\. 

Las funciones P y Q son de clase C (l) en un abierto 
^ Ue contiene a D x . Sabemos, por la discusión anterior, 
leorema de Green se cumple en esta región 

^ bplernente conexa. Luego 



x'+y 



/ 




dQ dP 
dx dy 


\ 


dA 


/ 



dA = 0 


l J cr 


o, 


A 


A 




"y dx + x dy i! -y dx + x dy 


d °i 



+ 


2 

X +) 


r 



- y dx + xdy 


C\ 


X 































2 * 2 

-q * +y 


Una parametrización para -C| es 


-e,: jorcos/, y = r sen t, 0<t<2n, 


Luego. 


- v dx + .v dy 


2;r -(rsen r)(-rsen/ dt) + (r eos t)(rcosí 



2 2 
-c, x + y 


o 


\2 í \ 

! reos/)' + (rsen/) 


2n 


dt - 2 ti 


o 


En consecuencia 


. X -y ¿ 

ia, (D -; 

J c 


- v dx + x dx 


2tc 


+■j ! 


FORMAS VECTORIALES DEL TEOREMA DE GREEN 

En esta última parte de esta sección presentamos dos formulaciones del teorema de 
Green usando vectores. Estas versiones nos permitirán ver con facilidad que dos 
teoremas importantes, el teorema de Stokes y el teorema de Gauss, son 
generalizaciones del teorema de Green. 


PRIMERA FORMA VECTORI AL DEL TEOREMA DE GREEN 


Recordemos que si tenemos el campo F = P\ + Oj = Pi + O j + Ok, entonces 


rot F = V x F = 


Luego, 


¡ j k 

d_ d_ d_ 

dx dv dz 

P Q 0 




De donde obtenemos: 


P dx + Q dy = 






k dA 


La primera forma vectorial del teorema de Green 


_ JJ ( r °* F ) * k dA 
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u extonsió» de esta forma a superficies en el espacio tridimensional da lugar al 

tc0 rcma de Stokes. 

, continuación presentamos la otra forma vectorial del teorema de Green Para 
* a |a parametrizacton de C la expresamos en términos de la longitud de arco. 

ecordar la divergencia del campo F = Pi + Q] es div F = — + 

PiX 


R 


Scaunda forma vectorial del teorema de Green 


dy 




F-n ds = div F dA 


D 


donde n es vector normal unitario exterior de C. 

Veamos la deducción de esta fórmula. 

Sea C definida por r {s) = x(s) i + y{s) j, a<s<b . 
El vector tangente unitario es 

T= x'(s)i+>’'(í)j 

El gráfico nos dice que el vector normal unitario 
exterior de C es 

n = Txk= (x r (s)i*Fy , (5) j) x k 
=x'(s)ixk + y'(s)j x k = j'’(s)i-x'(s)j 



Luego, aplicando el teorema de Green. 



FLUJO A TRAVES DE UNA CURVA PLANA CERRA 

. r’iwn tiene una interpretación física. bs 
^gunda forma vectorial del teorema Gr término divergencia 

faetón nos conduce a la motivación de onge^ ^ ^ {fluido) como agua 

} ngamos que tenemos en el piso una plac cu rva C con una velocidad 

elc > limitada por una curva C. El fluido cruz _ _ q lie pasa a través 

0r un campo de velocidades F. La canti a t ¿ nVU nos más precisos. 

'dad de tiempo, es el flujo de F a través de C. En term 

























mn 
















I rSea C una curva suave y cerrada en el dominio de un 
vectorial F = Pi + Ql donde P y Q tienen derivadas parciales 
continuas. Sea n la normal exterior de C'. El flujo de F a través de 

C es la integral: 


Flujo de F a través de C 



F • n ds 





,, acuerdo a la segunda forma vectorial del teorema Cireen. tenemos: 


Flujo de F a través de C = 


dir F dA 


U 

Ahora consideremos un punto (x„, y 0 ) interior de D y un pequeña bola B, de 
[dio r 'y centro en (*, y 0 ) contenida en D. Como F tiene derivadas parciales 

antinuas. usando el teorema 4.5 podemos afirmar. 

Flujo de F a través de C = f í div F dA ~ div F (x 0 , y 0 ) ( ~r ) 


D 


Esto significa que div F (x 0 , ,V„) mide la razón y el sentido en que el fluido diverge 
desde el punto (x 0 . >■„)• Si div F (a„ , y a ) > 0, en el punto (.v M y.) hay un manantial de 
fluido, y si div F (x 0 , y a ) < 0, en (x 0 , y 0 ) hay un sumidero. 


i EJEN1 PI - > 8. | Hallar el flujo del campo F(.\\ y) -3,ri + 2vj a través de la elipse 



Solución 

Flujo de F a través de C 



F • n ds 




div F dA — 



= 5,4 (D) = Sabrt 




¿SABIAS QUE ... 

GEOGE GREEN (1.793-1.841) Nació en el pequeño 
poblado Knottingham, Inglaterra. Su padre , llamado 
también George, poseía una panadería. Sus estudios 
formales fueron muy limitados. Asistió a la escuela 
cuando tenía 8 años y la abandonó a los 9 años de 
edad, para ayudar a su padre en la panadería. Entre 
1.823 v 1.828 se dedicó estudiar física v matemática 
por su cuenta. En 1.828 publicó, con sus propios 
recursos, su famoso trabajo “Un ensayo acerca de la 
aplicación del análisis matemático en ias teorías de la 
electricidad y el magnetismo”. En esta publicación 
apareció el teorema que ahora lleva su nombre. 



George Greca 
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f „ 1.829 falleció su padre y la panadería fue vendida o 
l, Oven I» usó pala estudiar. Entró a la Universidad! T' dinero 
f 4 0 años y obtuvo su licenciatura cinco años más tarde * Camhrid ge « U 


¿fe la 

la edad 



PROBLEMAS RESUFJ tos 5 4 


ppTvBI S£MA l7| Calcular í P dx + o dy , donde 



P = x I 11 (v 2 + 1) - x\v -2), O = 


1 

■V y 
v 2 +1 


+ C(.v-l) 


y C es la circunferencia .y 2 + y 2 = a 2 


Solución 

Tenemos que: 


2xv 


ey 


v + 1 


2 do 

r“ 

* a* 


- a;v , 60 dP , , 

— + y y = jr + v- 


y" + 1 


ca¬ 


er 


Aplicando el teorema de Oreen: 



P 1¿Y + O dv - 



60 

dx 


cP 


dv 


dA = 



JC + Y 


j ¿y.4 




D 



\n 


a 


r r 



r \lr dO 


o 


o 


D 


^ 2/r 

4 

I o 4 / 

í 

r 

II 

~v3 

J 0 

4 ^ 

4 J 

0 " 


2.7 


0 


jn 71 4 

í/0 = —a 
? 


problema 


el área de de la región 
de Descartes: 

x 3 + v 3 - 3av v, a > 0 






■^ a D la región encerrada por el lazo del íolium 
Hitemos una parametrización de la curva. 


encerrada por el lazo del folium 


Y 


A 



(Ja 2. 3a, 2» 


v Ci 

v\ v * 


Sea — ~ f 

x 

Reemplazando este valor de y en la ecuación 

*ohum; 



v = xi. 


del 



\ 



























.v'(r' + |) = iax l 


3at 


x 


3 at 


x ~ 


v = 


P + 1 


p +1 


lat 

t* +1 


, / ^ “ 1 


Si f<-l, entonces x > 0, y < 0 y el punto (x, y) esta en el cuarto cuadrante. 
Luego, estos valores de/ trazan C„ la parte del foliunt del cuarto cuadrante. 

Si -1< t < 0, entonces .v <0. y > 0. En este caso, el punto (x, y) está en el 
segundo cuadrante. Luego, estos valores de / trazan C 2 , la parte del folmtn del 

segundo cuadrante. 

Si 0 < / < oo, entonces x >0, y > 0 y el punto (x, y) está en el primer 
cuadrante. Luego, estos valores de / trazan ( 3 , el lazo del folium. 

En resumen, una parametrización del lazo es 


y- -t——? 0</<°° 


r+ 1 


r + 1 


De donde, 


i. -- 


3a(l-2/ 3 ) 3a/ 12 -/ 

dx =- 7 - di y dy —--— 


(' 3 + 1 




/ 3 + 1 


) 


Ahora hallamos el área de la región D. De acuerdo al teorema 5.12: 
A(£>) = — (p ~y dx+ x dy 

2 1Vb 



lar 
F + 1 


3a ('- 2 ' 3 ) , . 3 at 3o,(2-r') 

-1 —clí H—:-- di 


o * ■ * (r + 1) 


3 T , . i 

r + 1 (p + 


>) 


la 



It 2 dt 


la 


z 


o (V + 1 


Lim 

2 /’—> 00 


1 


-i b 


r 3 +1 


3 £7 


ü 




• * 


RENE DESCARTES introdujo ¡a hoja descartes, el año 1.638, para desafiara 
* cunar, quien debata ene < mirar la recta tangente en cualquiera de los puntos de la 
curva. Para esta época, las ideas del Cálculo estaban L sus inicios. Newton v 
Lubm todavía no habían nacido; pero Ferinat ya había encontrado unas técnicas 
para hallar rectas tangentes. El problema lo resolvió fácilmente. 
































1 lallar el flujo del campo F(x, y) = ( 4 * + 
través del lazo derecho de la lemniscata 





C: r 2 - a 2 eos 20 


Solución 

Flujo de 


3/z/4 n 


F a través de C - 


ijp F • n 


ds 


n 



div F clA 



o 


D 



a /. 


r \ di 

^ 2 t \ 

— 

dx ' 

: + 2 ve 

w 


2y-y e ) 

/ 


dA 


D 


ff ( 4+2 ) dA 



= 6 dA = 6-4(0) 


P 


D 


Sea Di la parte de la región D que está sobre el eje 
colar Usando la fórmula para el área de una región en 
coordenadas polares, dado en el teorema 7.4 de nuestro 
texto de Cálculo Integral, tenemos que: 

,t/4 

A{D) = 2A(D,)= 2- I a'eos20 dO 



O 


2 


o 


Tí ¡ 4 


= a 


eos 20 cíO — ci 


1 


sen 20 


ni* J- 
ci 


J o 


o 


Por lo tanto. 


Flujo de F a través de! lazo 


derecho de la lemniscata - 6A(D) 


6 


a 


3 ¿i 


pport.F.MAS PROPUESTOS 


te °reittQ de Green . 



3r 


dx +1 


jr 3 + 


x \ dy , donde C es la 



de 


elipse 


Íl + ¿ = 1 ylaci 

16 9 





ia -v 2 +/- 1 




r-n los problemas del 1 al 8, hallar la integral de h 


* f 



en 



la 


Rphi- 


























2 . 



hv-x) dx+(5x-y)dy, donde C es 


, la frontera de la región encerrada por 


la recta r = .v y la pí 



a v -x -x 


Rpta. 4 


3. 



Iní.v 2 +.v 2 )<¿v + (3.v-2 tan" 1 (y!x))<fy , donde Ces la circunferencia 


.v 2 + v 2 —4v + 3 = 0 


Rpta. 3 n 


4. 



a*v ctx + í2 a'~ + y\dy , donde C es la parte de la grafíca de t a sen 0 (rosa 


c 


de 4 hojas) que está en el primer cuadrante. 


n 16 3 
Rpta. — a 


35 


5, 



|e v -2a- : y J dx + ( e y + 2x)>~ ) d\\ donde Ces la circunferencia x 


+ v 2 = 9 


Rpta. 81 n 


6 




-y 1 )<¿r+(e v +x 2 )dy, donde C es la frontera de la región del 
c 

semiplano superior encerrada por el eje X y las circunferencias x + y = 4, 

2 2 i 

X~ +)T= 1 

Rpta. 28/3 

(2A + e*sen y )¿¿r+( x+e x eos y\dy> donde C es el trapecio de vértices 



,“2), (4,-1), (-2,3) y (4,3) 


Rpta. 24 


8 


• (j) (2 xy 


y jdx + yx +2.vj dy, donde Ces el rectángulo de vértices (-2, -1), 


(1,-1), (1, 1) y (0,2). 


Rpta. 6 

9. Sea C una curva de R que es cerrada, simple, suave por partes, que no pasa por 

el origen y es el borde de una región D. Siguiendo los lincamientos del ejemplo 7, 
Probar que: 



y'dx-xy 2 dy 
c (ar 2 +y 2 J 2 


0. si (0,0)f?D 

si (0, 0)e D 


“7 7 * el te *™° * Creen para hallar el 

ctnTariTllZ? ^ n f '7T f Una P artkula <¡ ™ ™ «*Le en sentido 
contrano a las manecillas del reloj por Ia curva cerrada C. 
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1 


|fl f(. v , v) = 3 .y‘ v i + 4.v 3 yj, C : El eje X de (-2, 0) 
^¡«•.inferencia y = 'J 4 — x 2 . 


a (2,0) y luego la 



Rpta. 


128 

5 


iiK (v jV ) = r(l+v)i+ x.vj, 

r : el triángulo con vértices (0,0), (1,0). (1,2) 


Rpta. - 
6 


12. F(.v. y) = (sen x - y 2 i + (ye? + X 2 ) j, C: El eje X 
de (-2, 0) a (-1,0), la semicircunferencia y 


el eje X de (1, 0) 


a (2, 0) y la 


semicircunferencia 


y = yj~4~x 2 . 



Rpta. 28 3 


En los problemas del 13 al 19, hallar el área de la región D indicada , usando 
las integrales de linea dadas en el teorema 5. 12. 


13. D es región encerrada por los gráficos v - -v\ y - x 




Rpta. 


1 

12 


2 

14. D es región encerrada por los gráficos y = x ~ 2, y - 6 - x 


Rpta. 


64 


15. D es región encerrada por los gráficos de 
r + y" - a 1 , v + x = a, 

e n el primer cuadrante. 



a 


Rpta. —-(/r-2) 
4 


Ifi. O es región encerrada por la astroide 


C: 


x = a eos t 


y = a sen* t 


, 0 < t < 2 ti 



Rpta. -a”* 7 

O 


^ región encerrada por la cardiode 


C: 


x - 2a eos t - a eos 2 i 
y = 2a sen / - a sen 2/ ’ 


Q <t< 2/r 


^ Oe s 


re gión encerrada por la epicicloide 


C ; , * “ Seos / - eos 5/ 
5sen / - sen 5 t 


\y~ 


0 < / < 2n 



Rpta. 6 a ir 


Rpta. 30 K 
















584 


Cap. 5 Análisis Vectorial Integral 


19. D es región encerrada por la curva 


CU 


x = a sen 2/ 
v* = a sen / 


. 0 < i </r 



Rpta. —o 2 
3 


20. a. Sea C el segmento de recta que une el punto (x u y i) con el punto (x 2 , y 2 ). 

Probar que: 



-ydx + xdy = x t y 2 - x&i ~ 


x, x 2 


y i y 2 


Sugerencia: C : x - \‘\ + f(Vj ~ X\ ) , y = x 2 + t(y 2 ~ * 2)1 0 < / < i 


b. 


Sean (xj. yj), (x 2 . y:)., . 
ordenados en sentido 
polígamo es 

1 


• -, (V n -U y n - 1), (*n, .Vn) los vértices de un polígono., 
antihorario. Probar que el área encerrada por este 


4 =t| (■*!% - as y, )+{x 2 y 3 -,v 3 ;■,) + .. .+ (x„_ t y„ )+(*„.)’, -x,>„) 


21. Hallar el área de la región encerrada por el pentágono de vértices (0. 0), (3, 0), 


(4,3). (2,4), (-2. 1). 


Rpta . 


29 


22. Hallar el área de la región encerrada por el hexágono de vértices (1,0), (2, -1), 


(3. 3), (1,5), (-1,4), (-2,1). 


Rpta. 


35 

: 


23. Sea D una región plana cuyo borde es una curva simple y cerrada C. Utilizando 


el teorema de Green probar que las coordenadas 

dadas por: 


del centroide (x, vlestán 


x 


) 


2 A 


donde A es el área de D. 



x 2 dy , 


y= - 


( 


2 A 



y dx , 


c 


24 ‘ centmfdTÍ !° S dcl cjercicio 23 - hallar el 

y la parábola: re8 '° n PlW ° encerrada P‘>' el eje X 

y=a-A a>o 


A 


y * « - x 



x 


Rpta. 0, 


2a) 


V 


5 


















v = a\ y = x 



ittoidé de la región D del plano 
^or lo gráficos de 


Hallar el centroide de la región D encerrada 
por el eje X y el semicírculo: 

I 2 2 

v = v a —x 



/ 


Rpta. 


11, Hallar el centroide de la región D encerrada por 
el triángulo con vértices (0, 0), (0, a\ {ají) 

( 0 , 0 ) 



0. 


4 a 


\ 


3^ ; 


(<7,0) X 


Rpta. 


í 


a 


b\ 




3 3 


J 


28. Una lámina plana encerrada por una curva C cerrada, simple y regular por partes 
y de densidad constante p. Utilizando el teorema Oreen probar que los 
momentos de inercia alrededor de los ejes están dados por 



29* Se tiene una lámina circular de radio a con centro en el origen > de de 
constante p . Utilizando los resultados del ejercicio 28, probar que: 

j 

a - ít = - 7ta A p = L, 

4 P 


b. / 0 = I Ma 2 , donde /„ es el momento de inercia alrededor del ongen y M es 


Det 


la masa de la lámina. Recodar que /o A ^ ' 


V” 


/ 1 , /v^ 4 - v 2 \\ a través del 

te múnar el flujo del campo F(x, y) = v v ¿ 

‘"ángulo de vértices (0, 0), (0, 2), (2, 2) ^ 


3i >, i. ric la curva cerrada t 

' terminar el flujo del campo F(.x, y) = 5*>'i + v J a tra 



- 3 ■ 

inada por los gráficos de y - x , y ~ x 


Rpta. 


3 
























En esta sección extendemos el concepto de integral de linea a integral de 
superficie. En una integral de linea se consideró una función real de dos \uriable$ 
con dominio contenido en el plano y la integramos a lo largo de una curva. Ahora 
consideramos una función real de tres variables con dominio contenido el espacio 
tridimensional y lo integramos sobre una superlicic. Utilizares los resultados 
obtenidos en la sección 2.7 y 4.6, donde se trataron superficies paramétricas v área 
de una superficie, respectivamente. So recomienda que, cuando haya duda sobre 
estos tenias, recurrir a estas secciones. 

Trabajemos sólo con superficies suaves o suaves por partes, que se detines a 

continuación. 


DEFINICION. 


Sea S una superficie parametrizada por 


r(w, v) = *(«, v)i + v(k, v)j + z(u, r)k con dominio D . 


1.a superficie S es suave o regular si las den adae r . r son 
continuas y r„ x v ? 0 para todo (», v) en el interior de D 


La superficie es suave por partes si S es unión finitas de 
superficies suaves que se intersectan, a lo más. en sus bordes. 

La superficie esférica es una superficie suave. La superficie formada por las seis 
caras de un cubo es una superficie suave por partes. 


Consideremos una función real /: S ->R. Buscamos definir la integral de / 
sobre la superficie S. Para eslo. tomamos una partición de la región D en 

rectángulos R j, R 2 . Ru . . , /?*, . . . R„ donde cada uno tiene dimensiones \u \ Az*. 

Las imágenes de estos rectángulos. 


!■!«, )«S*. i 



constituyen una 
5* = 


partición Je la superficie A. I ornemos el rectángulo Rt v su imagen 



























- \ el v értice del rectángulo R, que está más cercano al origen. Sean A« 

t t I 1 _ _ 1 I , *■ 


nn las longitudes de los lados del rectángulo R k . Si A.S\ es el área de $„ al 
' de la sección 4.6 se mostro 


inic° 


Aó'k » r„ (u k , v k ) x r v (u k , v k ) Ai/ Ai 


Aliora 


nstruimos la siguiente suma de Riemann: 


n 


y/|r (.»(.. n))^- 



A=l 


/( r («í - v k >) II r „ ( " k , V k ) x r,(« t , v t ) 


A u Av 


Fie resultado nos sugiere establecer la siguiente definición. 



Integral sobre una superficie parametrizada. 


Sea S es una superficie suave parametrizada por r: D 


r(í/, v) = x(il v)i + y(u, v)j + z(w, v)k. 


S l /• 5 Mes continua en 5, definimos la integral de/ sobre S como: 



n 


f ( X. v. z)dS «Lim^/(r( u k . v k )) 

A f —> & £ J 


f„("f v*) x VK’ v,.) 


Aw Av 



/ (r (//, v)) 1 r u x r v | dA 


D 


Comparar esta 


fórmula con la de la integral sobre una curva: 


J f(x,y,z) ds = j V( r (0)l r ’( < ) 


di 




dS 



1 




r x r 


u 


V 


dA 





7 

x + 


v 2 ) dS , donde S es la esfera de 


radio tv. 


s 


, 2 2 

> i - X fl 

s-.x'+y + - 



" ... oue u „a parametrización para esfera es: 
el ejemplo 2 de la sección 2.7 vimos q ^ ljt q < ^ < it 

sen <!> sen 0\ + a cos ^ ' ' 


r (ft 0 ) = a sen <¡> cos 0 i + a 


Además, en el ejemplo 1 de la sección 4.6 se probó q 


* 


Ahor 


~ a se 




a, 


1 



«>* r o 
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2 

— eos <j> 





8 

= — na 
3 


4 



Para el caso en él que la superficie 5 es el gráfico de una de las funciones. 

z = g(x, y), v = g(v, -) o x = g(v. -I. 


tenemos el siguiente resultado: 


TEOREMAS. 13 Integral sobre una superficie que es gráfico de una función. 


a. 


b. 


c. 


Sea S el gráfico de la función de clase C (,) z - g(.v, y). Si j es 
continua sobre S y si D es la proyección de $ sobre el plano XY, 

entonces 



/ (x, y , z ) dS 



f(x,y,g(x.y)) A 1 + 


( c¿ ^ 


i a.v 


+ 


7 


dz V 


ay 


dA 


i.) 


Sea S el gráfico de la función de clase C ,h v ? = g(x, z\ Si f es 
continua sobre S y si D es la proyección de S sobre el plano XZ, 
entonces 



j (x.y f z 




/(x,gí.v,z),r ) J 1 + 


cv \ 




f 

ay ' 


dv J 


dz 


dA 


/ 


S D 

Sea S el gráfico de la función de clase C <1) x — g(y, -), Si J es 
continua sobre S y si D es la proyección de S sobre el plano YZ, 
entonces 




f[x,y,z)dS = /(gO'.2).V,z). I I 




r x 




/ 


U 


+ 






dx 

7z 


dA 











































perno* 


ffgcion 


J - 


d 


*V = 0| + lj +ri k 

dy 


r *r 


* i 

i J 


1 0 


0 1 


k 


c. 


ex 


i r 


cv 


dz 


ex 


1 


"V 

c 


dy 


j + lk, 


Lúe tío. 



/ (-V, v. r 





r xr 


cíA 


D 




jf..r.g(.v..v)) 
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Si S es el graheo de * g(x, y), entonces una parametrización 

rf.v, y) = *¡ + yí + v)k, (a-, V ) e D 

£n es te caso, tenemos que: 

r = H +°j + TT k • 


para S es: 





2 

/ - 

\ Y \ 

X r y 

= r + 

UÁ 

+ ! 

C 

C 

X 


1 + 


/ ~ \2 f ^ A? 

1 QX 




di 


+ 


v J 


dz 


dA 


J 


D 


b.\ c. Similar a la parte a. 


EJEMPLO 2 .j Evaluar 



(x + y + r) ciS , 


5 


Solución 


donde S es ia parte del plano 
2x + 2 v + a = 6 
que está en el primer ociante 


2 * + 2 >* + z = 6 => z ~ 6 - 2 * — 2 v. 

Luego, S es el gráfico de la función 
z = 6-2a-2 y, 

COn dominio O, la proyección de S sobre el plano X Y. 


hacemos z = 0 en la ecuación 

obte nemos: 


2v - 2v 


6 — 2 jt - 2 v - 0 


Lile 


recta ®°» p es la región encerrada poi 


y = 3 “ x 

los ejes XyY.y * c 



x. 

an do la parte (a.) del teorema anterior tenemos qu 


2v + 2 v + z - 6 



Y 


3 -x 


\ 










































es suave a 


trozos y S = S, U 5 2 U . ■ ■ U 5 n , entonces 



fíx,y, 2 )dS = 


ÍÍ /(*>^> z ) í/5 + 


t * ‘ 


+ 


JJ* 


x 9 v, z ) dS 


S\ 


n 



Evaluar 



2 + v 2 + z 2 dS , 


donde S~ Si Ú S 2 


So z = J.X 2 +y 2 <2 


S 2 la parte del plano z 

el techo de la 


2 que 





X 


comea. 


Solución 



x 2 +v 2 +z 2 dS = 



x~ + v 2 4- z“ dS + 



.V 2 + v 2 + z- í/s 


S| 


So 


J 



a. Integral sobre S ¡: 

Si es la gráfica de z = yj x 2 + y 2 con dominio £>: x 2 + y : < 4 
■g;r: Tenemos que: 
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z - dS 


>1 



x + y" + 


• v "+.'- 2 (" Jl)dA 


D 


- J *2 


2 II > [■ 2 ( A ' : + - v ‘l 





D 





í//Í 


O 



tí? dr dO) 


o 


(Cüord.. polares) 



•> • 


o 



r~ th 


o 





,T 


0 


/* 


3 


í/<9 


J o 


16 f 

■tJ 


2/r 


JO 


o 


é 4 


'*1 

A 


b. Integral sobre 5 : : 

5: es la gráfica de : - - con dominio D : x 2 + y 2 < 4 

Tenemos que: 


\ 


i 


Laceo, 



x - 


í cz 


r 


( 


= V 


1 + 0 ¿ + 0~ = I 


CV 




l 


1 ~ 


(i) dA 


^ 0r último. 



n 



V r : + 4 (rJrJO) 





2 +4)' " (2 rJr) 


JO 



f W 


O 


_(r 2 + 4] 

3' 


í 2 


l 2 11 

CÍO = - 

í 

V>/2-8 

3 J 

Jo * 

1 0 



=!£ ( 2 / 2 - 1 )* 



■JO 




(2/2 + ')* 


































Cap. 5 Análisis Vectorial Integra) 


MASA Y 


CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA. MOMENTOS DE INERCIA 

i a f orma de la superficie 5 y su densidad en el punto 


Una lámina delgada ticncQpj|BipHH| 

(v. y,:) es o(.v. y, :)■ La masa M de la lamina es 


M 


jff Ó ( -V, -) ttó' 


El cetro de masa íx, y, z ¡está dada por 


x— 


i 

M 


jj v8(a\ y,z) 


dS , y 


M 



y8 (.v. y, z ) dS 


T7 jj^ A - v ’ r ■ ^ 


Los momentos de inercia de los ejes X, Y y X de 



están 



por 


h : = 



y + x 


§(x,y,z)dS , 


4 = 



( x~ + z i8f.\ \y\z)dS 


I - = 


Tí (x 2 + y 2 ) 5 (x, y , r) dS 


s 



Hallar la masa y el centro de masa de una lámina de densidad 

1 

5(x, y, z) = 


\j 1 + 4z 


y que tiene la forma del paraboloide 


z = a - 2 + v 2 , 0 < z < 4 


Solución 


Aplicaremos la parte a. del teorema 5.13. 

^ ^ # * T 1 1 

Sea z = g(x, y) = jf +y% con dominio D : x~ + y“ < 4 
Tenemos que: 


g.v = 2x, g t , = 2y y 


í + g? + Sv = >/ l + 4x 2 + 4y 2 




M = 



x, y, z) c¿S = 



1 


n/ _ 1 + 4r 


c/X 



I 


/> 



l + 4( 


x 2 + 



fl 


+ 4x‘ + 4y 2 clA 



dA = 4;r 


D 




Ahora calculamos el centro de masa (x, y, z) 

orno la superficie 5 y la función de densidad son simétricos respecto al eje 

(x, y, z) está en el eje Z y, por tanto, x - 0 y y = 0. Hallemos z . 



masa 
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de clase 






Luego, el centro de masa es 


! .y, v, z) = (0, 0, 2) 



SUPERFICIES ORIENTABLES 


Para definir la integral de un campo vectorial sobre una superficie precisamos 

introducir el concepto de superficie orientable. 

En general, una superficie es orientable si tiene dos caras, las cuales pueden 

pintarse de dos colores diferentes. Un ejemplo es la superficie esférica, que tiene una 
cara exterior y una cara interior. 


Existen superficies no orientables. Una de estas 
superficies es la famosa cinta o banda de Mobius, 
llamada así en honor al matemático alemán Augusto 
Mobius (1.790-1.868). Esta cinta se construye 
cortando una tira larga de papel. A un extremo de la 
tira se le da un medio giro y se pega con el otro 
extremo. Esta cinta tiene una sola cara. Si se empieza a 
pintarla empezando por un punto fijo, se pintará toda la 

cinta y se regresará al punto de partida. 

En términos más precisos, una superficie suave o es 

una superficie orientable si 

normal unitario continuo n = n(x, v, -) definido en a < 
punto (x, y, z) de S. Si existe tal campo, también existe c 
oampo opuesto n = -n(x, y, z). Esto significa que a uiv 
superficie orientable la podemos orientar de dos mai 
Cogiendo n o bien, escogiendo a -n. Una vez_^ es 5 
oscoja uno de los dos, digamos n = n(.v, y, z ), j en . , 

se convierte en una superficie orienta a, 
n ' n U, y t 2), la orientación. 

apliquemos este criterio a la banda de Móbius. ^ 

* 1 lom amos un vector normal unitario n en 
Punto p de la banda y lo movemos dando un 
v uelt a completa alrededor de la banda, termina e 
Punto í\ p C ,- 0 apuntando en dirección opues 
J termina como —n. listo nos indica que 
^iste un campo vectorial normal unitario que 
n bt\uo sobre a banda. 
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Sea 5 es una superficie orle,«able y es descrita por una parametrización 

w ■ r(H, u) =-r(H. V)¡ +yri/,v)j+?(«.'’)k. 

# /\»*ií5ni , irinn a la superficie. Hstd orientdcion, 

I sta parametrización Ta^H^Daramctrización, está dada por 

a la que llamaremos orientación inducida por I p 


n 


r, x r, 

ti * 


>■„ X r v 


Si S es el gráfico de una función r 
( , entonces 5 es parametrizada por 


^ C on dominio D de una función de clase 


r(A-, y) - .vi + jj +g(-r, yK. (•*..') 6 D 


En este caso tenemos que 


r v = i i + 0j + 


dz 

dx 


dz 


k, r,, = Oi + Ij +--k y r ( x r, 

ay 


rjz CZ 

— i- —j + lk 


CJY 


dx 


Luego, la orientación natural de S es a dada por 

~gy > ~g X j + lk 


Z A 


11 



* ti 

V 



í r » 

x r v 



1 + 


( Sx f + ( Sy y 



Como la componente lk es positiva la orientación 
natural de S es hacia arriba de la superficie. . 

A 

Una superficie S es cerrada si es la frontera de de un sólido acotado E. La 
superficie esférica es una superficie cerrada y suave. Las caras de un cubo 
constituyen una superficie cerrada y suave por partes. Por comención. la 
orientación positiva de una superficie cerrada es aquella cuyos vectores normales 
apuntan hacia afuera del sólido E. 



v 


Solución 


Hallar la orientación de la superficie esférica x~ + 
determinada por la parametrización 

, 0) = a sen ^cos 0\ + a sen <¡> sen 0\ + a eos 0k, 

0 < #< In, 0 < (j) < k 

Demostrar que esta orientación es la orientación positiva. 


r = a 


En ejemplo 1 de la sección 4.6 se halló que: 

T <¡> x v o ' a sen ^ co * s 0\ + a sen“^ sen 0\ + <rscn eos (j) k y 
Luego, la orientación inducida por la parametrización dada es 

x *0 , 

11 sen ^ eos 0\ + sen^ sen <9 j + cos^ k 


r <P x 


o 


= ¿rsen^ 


*> x r 


Por otro lado, vemos que n =±r(¿ 6). Esto indica 

que n apunta hacia fuera de la esfera; o sea, esta es la 
onentacion positiva de la superficie esférica 




z 

L/ 

L? 








x 
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¿SABIAS QUE. . . 

jjST MÓBIUS (1.790-1,868) nació en Sehulpforta, 

il (t ' v liemania. Desciende , por su madre , de Martín Lulero 
' ¡ S46), líder religioso que tuvo un papel importante en 
formación del Protestantismo . En 1.809 entró a la 
^ :° rs j ( j a dde Leipzig . donde estudió matemáticas, astronomía 
bl,lV . £ n ¡'813 entró a la Universidad de Gátingen. a 
'; j; v - astronomía bajo la dirección de Gauss. Tres años más 
eS i et1ír ¿ a formar parte del cuerpo docente de la U. de 
j. £n 1.858 descubrió y estudió fas propiedades de la 

ífíii í/ííc ahora lleva su nombre. El mismo año y en forma 
Autónoma, otro matemático alemán Johann Benedict Listing , 
mbiéfi descubrió y estudió esta cinta. 





i, L ,J 0 DE UN CAMPO VECTORIAL A TRAVES DE UNA SUPERFICIE 

El término fluido se usa para describir un líquido o un gas. Los líquidos, a 
diferencia de los gases, son incompresibles. Esto es, cuando el liquido esta sometido 
a una fuerza comprensible, este mantiene su densidad. En nuestra discusión solo 
consideraremos fluidos incomprensibles. Además, supondremos que e fluidoe *¿ 
fluyendo con una velocidad que en cada punto es constante respeco a«empo. 
dice que los flujos de un fluido con esta propiedad están en estado istacio 

Ahora, supongamos que tenemos una superficie S orientada y con j^ norml 

unitario n. A través S Puye un fluido incomprenstb e en es . .. e ¡ volumen 

campo de velocidad F continuo. Nos pl ^" team , < ” ® Testevolumen lo llamaremos 
total del fluido que pasa por S por unidad de tiei p 

flujo de F a través de S. 

Para resolver el problema, tomamos una partición de S . 

■Si, S 2 ,, S n cuyas áreas son AS\, ASi, • * •' 

Tomemos S it una de las porciones superficies. Al ^mpo 

T lo expresamos mediante dos componentes ortogo 
componente,(F • n)n , q ue es perpendicular 

superficie y la otra componente paralela a la superficie ^ 
ultima componente no contribuya al flujo, por ^ 
partamos de nuestros cálculos. El flujo ( v0 u 
unidad de tiempo) a través de S\. 

AV¡«(altura)(área de la base) - (F • n) - *•» ^ R i em ann: 

ionde F • n es evaluado en un punto de S,. Tomando 



y V,. - n) 
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Tomando el límite de esta suma de Riemann obtenemos una integral de f. „ 
h la superficie S. Este resultado nos induce a establecer la siguien e e micion, 

-»i» ». ™«—“«— - **>■ * ,e " c,d,d “ 

D E FINICIO N?] Sea F un eampo de clase C" sobre la superficie 5 orientada por 
—-- U ti vector normal unitario n. La integral de fiujo de F a través de 

S está dada por 


Flujo = 



dS 


s 

TEOREMA 5.14] Evaluación de Integrales de flujo 

— -*=?-— - —■ " _ 

Sea S una superficie suave descrita por la ecuación paramétiica 
r ( w , v) = x(i4 , v)i + y(u, v)j + z(«, v)k con dominio D. Si las 
funciones componentes de F son continuas en S y n e^ la 
orientación de S inducida por la parametrizacion, entonces 


Flujo = jj ^ * n 



dS = F* (r„ x r,) dA 


D 


Demostración 


-íf 


Flujo = 1 I F • n dS - 


ir n 


H X **V 


« X r v 


dS — 



F 


T u X r v 


X r v 


r x r 

// V 


dA 


D 



F- (r„ x r v )dA 


D 



Solución 


T 1 T 4 t 

Sea S la porción del cilindro y + z~ = 1 comprendido entre los 
planos x - 0, x = 3 y orientada por un campo unitario normal 
dirigido hacia fuera. Sea el campo 


Hallar 


F(.\\ r, z) = yz 2 j + r k 


ZA 


Flujo = IT F • n 


dS 


Parametrizamos esta superficie usando coordenadas cilindricas 

r(6, x) = .vi + eos 0\ + sen 0k, con dominio D: 0 < 0 <; ln , 0 <x < 3 
Tenemos que: 

r 0 = 0¡ + (“sen 0)\ + (eos 0)k, 



r x = 1 i + 0j + 04', 






























Xn 


x r * 


O -sen O eos 0 


1 


0 


0 


eos 0\ + s en q 


Se verifica sin dificultad que los vectores apuntan hacia afuera del cilindro. 
\hora, de acuerdo al teorema anterior, 


Fluj" 



F 


"‘Hí 


F * ( r „ x r v ) JA 


d 



(eos 0)(scn 0)~ j + (sen df k) • ((eos 0)j + ( sen 0)k)d4 


D 


= |j (eos 2 0 sen 2 tí + sen *&}dA = ||sen 2 0(cos 2 0 + sen* 


*■ 0) dA 


D 



sen ~6dA - 


D 


n 


- 31 sen 0 dO = 
o 


p 2 /T p 3 

I I sen 2 

J o J o 

-O 


D 


0 dxdO — 


p 2n 

X 

! o 



sen' 0 dO 


-eos 26) dQ = — 


6- 


sen 20 


1 - 


- 3,t 


o 


FLUJO A TRAVES DEL GRAFICO DE UNA FUNCION 


Sea 5 la superficie que es la gráfica de función 

z = g(. v, y), con dominio D en el plano XY. 
La superficie S es parametrizada por la función vectorial, 

r(x, y) = xi + vj + g(x\ y)k, con dominio D. 

$ definimos la función 


G(x, y,z)=z-g{\\ v)> 
ent °nccs S es la superficie de nivel 


Tetiemos 


que: 


G(x,y,z) = 0 


VG = ~g v i -g j + 1 k - r v * r v 


'"'"lamiente, si S es la gráfica de i- = g(x,z' o de v 

^•rizaciones SO n: 


( 1 ) 

— sus correspondientes 


r (-*> 2 ) = .vi + g(x, r)j + rk con 
r (y z)= z )¡ + yj + rk con 


dominio D, en el plano XZ 
dominio D , en el plano YZ 





















Los resultados (1) y ( 2) y teorem 


a anterior, implican el siguiente teorema: 


TEOREMA 5.15 


Flujo sobre una superficie que es gráfico de una función 

Sea 5 una superficie suave que es la gráfica de 

= S (.r, y), y = g(*> z '° ' v = z) 

Si las componentes del campo F son continuas en S. 

Si 5- G(x, v, r) = 0. donde G se obtiene pasando g al lado 
izquierda de la de la ecuación. 

Si n es orientación inducida por la parametrización. 

Si D es el dominio de la parametrización correspondiente. 


Entonces 


Flujo = 


ffr.n 


cis = 



VGdA 


D 




Hallar Flujo — ÍJ F • n dS , donde 


F(x, y , z) = xi + yj - zk 

S es la frontera del sólido encerrado por paraboloide 
2 = 9 - x 2 - y y el plano z = 0, 

orientada positivamente. 


Solución 


Tenemos que S — Sj U Si, donde 
S , es el gráfico de z = 9 - x 2 -y 2 , con dominio el círculo 

D:r + y 2 <2 2 . 

S 2 es el disco del plano X Y: X 2 + v 2 < 3 2 , z = 0. 


Tenemos que 


Flujo = 


JJr.n 


dS = 


lf F ” 


dS + 


ffr.. 


dS 



x 


S Si s 2 

Calculemos estas integrales separadamente. 

Flujo a través de S v : 


Sea G(x,y,z) = z-9 + x 2 + y 2 . Entonces VG = 2xi + 2vi + lk. 


























vectorial Integral de clase 



la componente de k es positiva, estos ventores apuntan hacia fuera, 
litando el teorema anterior, 


™-ÍT 


n 




F • VG dA 


s 


D 



Xi+yi- ( 9_ x 2 -y 2 )k ) . (2x1 +2yj +1k) dA 


D 


í | I 2x 2 + 2 v 2 - (9 - A ' 2 - y 2 ) j dA 


= 3 



* + v -3¡ dA 


D 


O 


í» 3 


=3 


= 3 


o o 

2x T 4 

r 


( r 2 - 3^ rdrdO 


(coord. polares) 


3/' 


o 


4 


( /<? = — K 
1 


J 0 


Flujo a través de S 2 : 

A Si lo podemos ver como la gráfica de la función z = 0, con dominio 

^ a 'i 

D: x- + y" < y 

El vector unitario normal hacia fuera de S 2 es n~ — k. Luego, 


'í f *“ 


dS = 


íf(xi + yj — (0)k) • (-k) dA 



OdA =0 


Si 


D 


D 


En conclusión. 

Flujo = 


ÍJV" 


dS = — Jt +0 
2 


81 

= - 7t 



FLUJO TERMICO 

1 1 i 1 esta ciada por una función 

Tenemos un región E de E en la cual la P £ - _ vectorial 

* clase C"> u = u{x.y,z). Se llama flujo térmico al campo vectonal 


^ on de K es una 
cuerpo. 


F . “ presenta la conductibilidad térmica del 

constante positiva que icp 

., emires la rapidez o razón 
^ Si S es una superficie orientada dentro de la regí 

Re * a de flujo térmico a través de la superficie es - 


íí Fn 


JS = - 


jj A.V» 1 • n 


dS 











Si S es una superficie cerrada, a 
afuera de la región E, 


S la orientamos positivamente, es decir hacia 



Se tiene una bola de metal con centro el origen y conductibilidad 

5 La temperatura de la bola es 

1 

u{x,y,z) ^ 2~ 2 " 

x* + y +? 

Hallar la rapidez del flujo térmico que atraviesa la superficie 
esférica S : x 2 + v“*+ -**” a • 


Solución 


Penemos que: 


V?/ = 


-2x 


-i + 


-2 y 


i + 


-2 z 


( 


7 2 

X + V + 




2 2 
X + V + £é 


z 2 f (x 2 + y 2 + 


J 


. 7 

2 


k 


-2 


(.r 2 +y 2 + - 2 ) 


-(xi+yj + rk) 


Luego. 


F = -KVit,= -(2,5) 


-2 


i* 2 


+ y + 


, \2 
2 7 \ 


: 2 ) 


(xi+.vj + rk)= — (ri+yj+zk) 

a 


Por otro lado, el vector normal unitario exterior es n = 


1 

— (.vi + rj + zk ) 
a 


Luego, 


F * n = -Z -{.vi + vj + zk) * — (.vi + vj + rk) = -^-(x 2 +) 

a a a 

ÍJ F '" ds= JJ 7 dS= é f f ds =4( w )= 


1 


5 


7 

r + z 


5cr 


a 


a 


a 


a 


20/T 


a 


, y 


PROBLEMAS RESUELTOS 5.5 




Hallar' íjív y 1 dS , donde S es la superficie conformada por 

las seis caras del cubo [- 1 , l]x[-l, l]x[-l, l] 


Sea ‘S'i la cara de arriba. Esto es, S\ es la gráfica de la función constante z — U c0!1 
rumo D: ~\ <x< 1, -1 <y< l 
























D 

Sea S : la cara de abajo. Esto es, Si es la gráfica de z - -1, con dominio: 


D: -1 <x< 1, -1 <y < i 


Tenemos que 




1 + 


5zV f c f z 


+ 


v c.v ; 


6T 


= T 


1 + O 2 +0 2 = 1 y 



.Y" V'Z“¿/S = 



-vV(-l) 2 Jl + 


/ 


ozd 


V flv; 




v d ? > 


clxdy 



i i 


x v 



Si 


D 


D 


En forma similar, si S 3 es la cara del frente, S A es la atrás, S$ es la cara de la 
derecha y S b e s la cara de la izquierda, se obtiene que: 




Evaluar jí (V + 2 z)dS , donde S es la frontera del sólido 


Solución 


encerrado por el cilindro x + y 4 y 
planos z = 4 - y, z ^ 0 . 


está conformada por la unión de tres superficies Su 2 } 

S > es la parte del cilindro x 2 + y~ = 4 comprendida 

e ntre los planos z = 0 y z = 4 — y* 

* J + y 2 <;4,z = o, 




’f l On 









































Tenemos que: 


(y + 2z)dS + 


s 




) dS + I (y + 2z)ciS 


s 3 


Evaluamos estas tres integrales separadamente. 

a. Integral sobre 5|: 

Una parametrización para S\‘. 

r(r 1 = (2cos 9 i + (2sen 0)\+ ek, 0 < 0 < 2k , D : ü < z < 4 - y = 4 - 2sen 6! 


Luego, 


r 0 = (-2 sen 9) i + (2 eos 0)j + 0A\ 


r z = Oí + Oj + \k. 


r 0 x r z 


i 


* 

J 


k 


—2 sen 6 2 eos 0 0 


0 


0 


1 


= 2 eos 9 i + 2 sen 0 j 


r e * r z 


(2 eos #) 2 +(2 sen 6) = 2 


fj(v + 2r)í/5 



sen 


0 + 2z)| 


r» x r 


CÍA = 


JT(2 sen <? + 2z)(2) dzdO 


«i 


Z> 


/> 


j/*r /• 4 -2 sen tí 

2 il iÉ (2 sen 9 + 2z)dz d9 



o 



o 


= 9 



2/7 „ 


0 L 


(2 sen 0)z + z 


4 -2 sen 0 
0 


CÍO 


¿X 


2J j^(2 sen 9) ¡ 4 - sen 9) + (4 - sen 6? ) 2 


de 


= 2 



¿JT 

Fl6-sen 2 0 

0 



-Í.T 


l - eos 2# 


dO- 21 116- 

o 1 - 


d9 


= 2 



2/7 


0 


31 1 

— + — eos 2¿? 
2 2 


ci9- 21— 0 +—sen 2 

2 4 



2-t 


= 627 


o 


b. Integral sobre S 2 :x z +/<4, z = 0. . 

A esta superficie como la gráfica de z = 0 con dominio D: x 2 + y 2 < 4. 

tinlan*!’ aphcando la P arte a - de ' teorema anterior y cambiando a coordenadas 

| polares, tenemos que: 


























(T + O" dA 


v clA = 


r sen (9 reirá0 = 


D 


O 


0 


o 



r'sen 0 drdO 


2,7 


n 2 


o 


3 


sen# áO — - 


Jo 


g 

sen OdO = -| - eos# 
o 3 


1 

/* 


= 0 


o 


Integral sobre Sy. 

c cs | a gráfica de r = 4 - y con dominio D : .y 2 + v 2 < 4, z = 0 
Aplicando la parte a del teorema anterior tenemos que: 




(y + 2z)dS= (y+8-2v).l 1 + 


^ Y 


J 


ex 


$3 


n 


+ 1 — j dA- — y)^ 1 +0 +1 ■ íU 

n 


= /I 


J J (i-y)dA 




8/2 f dA - yfl í | ydA = 8/3 (4/t) +0 - 32v 2/r 


D 


D 


D 


Por último, sumando los resultados anterioies, tenemos. 

iy+2z)dS = 62/r + 0 + 32^2;r= 2(31+ 16/3)- 



PROBLEMA 371 Hallar la masa de una lámina de densidad 

5(x, v*r).= V * Y ~ + J’ 
y tiene la forma del helicoide 

S: r(w, #) = i/ eos# i + "sen#¡ + #k 

O: 0 < u ^ 2, 0 < # - 6;r 





Tenemos que: 

r„ =cos#i + sen#i +0k, fo 



= - „ sen# i +«c°stfi + lk 


1 


i 


eos # sen # 0 

sen # w eos ^ ^ 


#i - cos #j + 11 ^ 


r (/ x r„ = 
























PROBLEMA 4,1 Sea S la porción del paraboloide que está en el primer ociante: 


S : z = — + — (x 2 + v 2 ), x > 0, y > 0, — < z < 3 
2 2 1 / ' 2 

Una lámina con densidad 5(a\ i\ z) = xy> 
tiene la forma de la superficie S. 

a. Hallar la masa de la lámina. 

b. Hallar el momento de inercia respecto al eje Z, 


3 


Solución 


Si z = 



T) _ + v 2 ), entonces S es gráfico de 

z ~ g(x> y), con dominio D : x 2 + v 2 < 3, x > 0, y > 0 

mT * r pr- 


\ 


Tenemos que: 


\J 1 + Bx +gl = \¡ 1 + x 2 + 


v 


a. M = 


- Jj §{x>y,z)ds 




xy c¡S — II xyyj 1 + X 2 + y 2 dA 


D 


«P |* yfl 

l|B| jjjj| ( r eos (?)(/• sen 0) \j 1 + ,- 2 nlr dO (Coord. polares) 





Tí 2 


0 



/j 


JT- 


r m \ + y r dr 


o 


sen 0 eos 0 dO 


o 































En la integral interna, si hacemos el cambio de variable u = h + r\ tenemos: 


r = u l - 1> rdt = udu> r - 0 => u = 1 r = 



u = 2 


y 




r 2 /l+r 2 rc/r = 


-1 j w ( udu ) = 


o 


i 4 2 \ t 58 

i/ —zz I oí/ = — 

15 


Regresando a la igualdad (1): 


Jt 


/ 1 f- 




o 


58 

15 


sen 0 eos 0 dO- 


58 sen 2 6 

Ts 2 


“i /r 2 


o 


29 /t 

TT 


b, l = 



A~ + V 


5 (a, y, z) dS 


JWX 


xy)dS 


,T 2 


V3 


/ 


0 


0 


)(rcos^)(r sen 0) v 


1 + r rdr dO 


71 


/1 


r 4 V 1 + r“ rt// 


o 


Nuevamente 


o 


sen eos 0 d9 


( 2 ) 


haciendo el cambio de variable u - V 1 + '*“, obtenemos 


/3 


r 4 V 1 + r 2 rr/r = ¡ (*r -l)~ «{«<*0 = í (w 6 ~2w 4 +w 2 )¿« 


848 

105 


o 


Regresando a la igualdad (2): 



'908 1 

I z = I 

Jo 

L 105 J 


sen 0 eos O dd 


908 

105 


se n 2 0 

~~tT 


n- 2 



L~tn 


105 


o 


PROBLEMA 5. | Hallar el centroide (a, y\ z ) de la su P erficie 


S: x 2 +y 2 + z 


a\x>0, y>0,z 2-0, 


confoimada por el la porción de la superficie esférica 


J O. ^ + Z l 


x + v 


a 2 que está en el primer 


ociante. 



, a recta diagonal del primer ocu 


La superficie 5 es simétr ica respecto^ ^ ^ y ^ ^ 


y z.E\ centroide (a, y 9 z) tiene que 


: L : a = 








































Hallemos z : 


Una parametrización para S es 

0) = a sen «Icos 0\ + a sen </> sen 0\ + a eos í>k, 

0<<í<-. 0<<?<i 

2 2 


Por el ejemplo 1 de la sección 4.6 sabemos que 

x V 9 = ^ sen 0 




Por otro lado, el área de S es igual a la octava parte dei área de la superficie 
esférica. Luego, 

A ~ -[47ra 2 ) = 7 ^ ¡ — 

8 V ; 2 

Ahora, 






sen^cos^ d6 - 





a' 




sen 2 #? 






En consecuencia, el centroide es 

(•*. y> A = {a/2, a/ 2, a/2) 



PROBLEMA 6. 


Hallar Flujo = 



F * n dS , donde 


F(.v, z) — „yí + y\ + zk y 

5 es la lr °ntera de sólido encerrado por el 
paraboloide y + z 2 y el p lan0 y = 4, 

orientada positivamente (hacia afuera). 

Solución 




Sea S| es la P 01 <-’'ón del paraboloide 


y~x~ + Z 2 , 0 < v<4 





























jlculcmo* estas integrales separadamente. 


Flujo 


a través de Sú 


Aplicamos el teorema anterior. 

$ es gráfica de la función y =*“ + r con dominio el circulo de radio 2. 


D: a* 2 + z 2 < 4. 


La G(A,y,z)=y-x 2 -r 2 y tenemos que VG = - 2 xi + Ij - 2 zk 

Como la componente Ij de VG es positiva, el vector VG apunta hacia dem 
-SJG = -(- 2 xi + Ij - 2 zk) = 2 xi - Ij + 2 zk apunta hacia fuera. 

Luego, 

|| p . n líS = || (a*í + yj + zk) • (2xi + -lj + 2 rk ) dA 

D 


ro v 



2.y“ - V + 


2z 2 ) dA = 



2.v 


2 A 


v 2 +r" 1+ | dA 


D 



D 

2x » 2 


.Y 2 + 



dA = 


r 2 nAz/d 


(Coord. polares! 


o 


o 


D 


2/r I 4 

r 


o 


4 


_ i) 


2 /i 2 /r 

de = 4 | de = 8/r 

1 o 


Flujo a través de 

La proyección de Si sobre el plano XZ es e c 


círculo D\ y + - — 


El vector unitario normal hacia fuera a 52 es n j 


jjp.n 


dS = 


% 



+ .VJ 


i + zk) • (j )dA 



v 


dA = 



4 ¿¿4 —4 





p 


D 


D 


D 


= 4 Area(D) = 4(4^)= 


1 inclusión. 


Flujo =|í F • n 


dS = 8/r+ 



24>t 










Z 4 


a través de la eslora 


S: x 2 + V' 2 + a “ = <r. 


1 ■) 


orientada positivamente 


Solución , . . . 

Por el ejemplo 5 sabemos que la siguiente 

parametrización de la esfera la orienta positivamente. 



Q) = a sen (¡> eos 6\ + a sen § sen 0\ + a eos (/> k, 


D:0< 2tt, 0< $ < n. 


Se cumple: 


x r í? = £7 2 sen 2 ^cos 0i + ¿rsen 2 0 sen 0] + ¿rsen ^cos 


Por otro lado. 


F(a\ y, z ) = 




q (.vi + yj + zk ) q 


3 


(jd + vj +rk) 


a 


a 


Luego, 


F(r($ 6)) -—-(a sen ^cos Oi + a sen (j) sen 0 j + a eos ^k) y 


Q 


F(r($ 0)) * (r^ x r^) — — ( a sen ^cos 0\ + a sen (¡> sen 6 j + a eos ^ k) 


a 


Y 


(a seir^cos 6 i + a\sen 2 ^ sen 0j + ¿rsen ^cos ^k ) 


qa 


a 


— (sen ^cos 0 + señasen 2 # + sen ^cos - ^) 


qa 3 

y t sen ^ + sen (pco'síj )) - q sen $ 


Ahora, 


a 


Flujo 


10 ■ If F •" 


dS = 



F * (r„ x r v )dA = 


D 



2;t 


0 



K 


q sen <fr d(¡> dO 


o 


= 9 



IK 


0 


COS <j>\ do = 


0 



zk 


- L ! I <10= Aqn. 

o 


i* 































Ett los problemas del 1 al 14 



)\z 



s 


i. fix,y,z) =x+ y + z - s es 



a* + y + 2-1 en el primer octante 

Rpta: 73/2 


2. /(jc, y, z) = xyz. S es £ 



3. flx, y, z) = 5 eslapí 



z - 1 en el primer octante. 

Rpta: 73/20 

x + v + z = 2 en el primer octante. 

Rpta: 19/1/24 


4. /(a\ y, z) = a"z. 5 es h 



7,7 7 

X~ + y- = 


octante. 


= 0, z = 1, en el primer 
Rpta: a^xj 2 


_ 2 2 _2 

5. /.v, y, z) = v". S es el cono y = .r + zr, 1 < y < 2 


Rpta: 15v 2 


Slf ~ 


6. /.Y, y, Z) = * + y + = 


1 ' ' \ S: .y" + v 2 = a~, v ?• 0, 0<z<a 


Rpta: 4a 4 +3 


7. /(y, y, z) = .r + y 


_ j " 7,2 2 

S: r + v“ + z - a 


8. j{x, y y z) =2. 5 es la frontera 



Rpta: %a A x ¡3 

x~ + y 2 — 4 y los 


planos r = 4 + x. 


0 . 


4 (9 + 4/1)^ 


9. /x, y, z) = a- 2 + y 2 . S: x 2 + y 2 + z“^ en 



10, X*, y> z) = 7 1 + 4x" + 4a' . s. 
esta en el primer —' 7 di c 







/ tota ; a 5 ^/8 


araboloide z - 4 x y que 

¿+ y z = 1 Rpta: 33V 4 


11. /{.v, y, z) = xyz. S es la frontera 



x 



x 



Rpta 


: 3a' 1 4 


,/íx. v, z) = x + y + z. <S es 


la frontera del cubo [ « a] * t 0 


/(•*» y, 2 ) = A\ S es 

3a + 2y + 2 = 6 


t .-J mos coordenados y el pi 

el tetraedro fonnado por los plan ■ ^ 
















. S es la 


1.V, _ 

r ^ u ¡= h eos# i + usenOi +0k, 

D: 0 < u < a, O<0<2?r 



15. 


16 . 


Rpta: 2a (cr 2 + 3) nk 

Sea S la parte del plano 2x + 2y + 2 = 4 que está en el primer ociante. Una 

‘ lámina con densidad 5(.v. y, z) = x 2 + f tiene la forma de la superficie S. 

ii 11 Rpta: 8V5/3 

Hallar su masa. 1 v 1 

Hallar la masa de la lámina que tiene la forma de la superficie esférica 

S'.xt+y 2 +r = fl 2 

v cuya densidad en cada de S es la distancia del punto a plano XV. 

Sugerencia: 5(x, y, z) = | z | Rpta. 2a n 


17 . Hallar la masa de la lámina que tiene la forma del paraboloide 

S : 2 — 1 + x 2 + y 2 , \<z <2 

y cuya densidad es 5(.v, y, z)-z Rpta: ¡25^5 - 3) 7t j 20 

18. Hallar la masa y centro de masa de la lámina que tiene la forma del cono 

S: r = J 3(x 2 +y 2 J. l<z<3 

y cuya densidad es 5(x, y, z) — z Rpta: 4W 3 , i (), 0, 9/4) 

19. Sea S el cono z = J 3 ( x 2 + y" 1 , 0 < z < 3. Hallar el centroide de S. 

Rpta: a. (0, 0.2) 

20. Sea S la semiesfera z-yj a 2 -x 2 - y 2 . Hallar: 

a. El centroide de .S'. b. El momento de inercia respecto al eje Z. 

Rpta: a. (0, 0, ai2) b. Aa 2 7t¡2 

21. Sea S la porción de la superficie esférica x 2 
se encuentra dentro del cono z = yj x 2 + y 2 

Hallar el centroide de S. 

/ 

0 , 0 , 

\ 



Rpta: x = 0, 


X 



















/ >i los problemas del 22 al 2 8 , hallar FIu j o = F * n dS 

s 

para el campo vectorial F dado y la superficie orientada S indicada. Si S es 
cerrada, tomar la orientación positiva (hacia fuera). 

22. R*.**) = 2n - 4 J + vk.S es hiparte del plano 3x + 6v+2z = 6 en el primer 

octante, orientada hacia arriba. Rpta . 25/3 


23. F(.v.v.c) 

24. F(v, v, z) 


= 3zk. S : .y” + y 2 + z 2 = a 2 . 

= vi + vj + zk. S: z = a- a 2 - y 2 . 


Rpta: Anar 

o > 0. Orientada hacia arriba. 

Rpta: 3na 2 !2 


25. F(a\ )\ z) = e~ i + v“j + zk. S: z = l - v“, a = 0, a = 3, z-0. Orientada hacia 

arriba. Rpta: A 

26. Fía, v, z) — aí + vj + zk. S: x 2 + y 2 + z = a 2 . Rpta: Ana 3 

27. Fía, v. z) = aí + vj + z~ k. S es el helicoide orientada hacia arriba. 

5; r(//, 0) = z/ eos 0i + z/ sen z/ eos 0i + #k, 0 < a < 1, 0 < 9< (yiz. 

Rpta: 36tc 3 


28. F(a, r. r) = yzi + xzj + (a 2 + y 2 )k. S orientada hacia arriba. 

S:r(u.6) = e" cos0i+ c"sen 11 eos 6 i + 0k, 0<i/<l, 0<^<4.7. 

Rpta: e n 


9. 


) • 

... j _ _ • ' ' e 

la superficie S, que es el borde de la iegión 




y el plano z = 3. 


- v j - zk hacia afuera de 
encerrada por el cono 

Rpta: "9/T 


= vi + vj + z 2 k hacia aíuera 
E encerrada por el cilindro 

Rpta: 371 cT 


9. Determine el flujo del campo vectorial F(a, ) , -) 
la superficie S que es el borde de la región 

a 2 -a 2 y los planos z — 0,z - 1 • 

, - xv \ + yz\ + xzk hacia afuera 
k Detennine el flujo del campo vectorial Us) * - - . A 

de la superficie S formada por las caras del pa . P ^ 

/?£?/£? * í 4 1 u ^ ^ | 

E = [0, a]x [0, b]x [0. c], a > 0, b > 0. c > 0 2 

, . ,i,.riividad K está dada por u = x + y' ■ 

- La temperatura de una sustancia con cond . adentro de la superficie 

Hallar la rapidez del flujo térmico que atiav ■ ^ lóoKff 

cilindrica S: x 2 +y 2 = a 2 , a > 0, 0 $ " - 4 - 






En la sección 5.4 vimos la primera forma vectorial del teorema de Green: 




(rot F ) • k 




en donde D es una región del plano X Y bordeada por la curva C. 


El teorema de Stokes es una generalización de esta forma del teorema de Green. 
reemplazando a la región D del plano por una superficie orientada S del espacio 
tridimensional la cual tiene por borde o frontera la curva cerrada C. 


Si n es el vector normal unitario que da la 
orientación de Ó, a la curva C la orientamos en sentido 
contrario a las manecillas del reloj con respecto a n. A 
esta orientación la llamaremos orientación positiva 
de la curva frontera C. La orientación positiva 
también se determina por la regla de la mano derecha: 
Si el dedo pulgar de la mano derecha coincide con la- 

dirección de n, los demás dedos seguirán la dirección 

positiva. 



t^fwmQ nt * n f UaC ^ I j P I 1 es< T ntamos e * teorema de Stokes. La demostración de este 

una Hf»mn Ce Ca C ? ° avanza ^°- Sin embargo* en el problema resuelto 5 damos 
U" demostraclon P ara el caso en el que 5 es la gráfica de una función z = g(.v, y). 


TEOREMA 5.161 Teorema de Stokes 


ea una superficie suave a trozos y orientada con vector 

^ ac ^tada por una curva C cerrada simple, 
a ^ rozos y orientada positivamente. Si F es un campo 

ahipiiL com P onentes denen derivadas continuas en una región 
abierta que cont.ene a 5 y a C, entonces 


Demostración 




• n dS 


















sean * y ** ao * superficies suaves a *»*» ~ , 

^vedo» unitarios y normales n, v n r °nentadas |ah hw 

St .S, y S 2 tienen un borde común «¡TI 

cerrada simple y suave a trozos sntJl *®a curva C que es 
orientación. Entonces ‘ ‘ cua lnducen la misma 


jj(rot F ) • ndS = <£ 

S \ * 


F • dr 



(rot F I • n dS 



Solución 


1. 


Verificar el teorema de Stokes 



c 



F • dr = II (rot F ) • n dS 


para el campo vectorial 

F (x, y> z) = z\ + 3xj + 2v“k 

v para la superficie S, que es la parte del 

z — 6 - jt — y 2 que está sobre el 
plano r = 2, orientada hacia arriba. C es la 
curva frontera en el plano z = 2, orientada 
positivamente, o sea, en sentido antihorario. 




j* j (rot F ) • n 


dS 


s 


Tenemos que rot F — 


i J 

d d 


dx 


fr 


3.v 


f 

dz 


1 

2 v~ 


= 4vi + l j + - lk 


ZA 



La superficie 5 es la gráfica de z - g(x, y) 6 
La curva C es la intersección del paraboloide 

Luego, , , 

2 =6 - a— y 


1 5 *» ^ - < 6. 


- v- - v , ¿ ^ 


„ _ _ v 2 - y : con el plano 


= ? 


A* - +y 


4, 




que una circunferencia de radio 2 en el plan 

En consecuencia, S es la gráfica de - ^ 

círculo .v 2 + v 2 < 4 en el plano XV. Al 0 




f-f con 
así: 



D. el 


D= j ( x, y }/- 



2 < v<v4 -x 


i < v < 2 | 
















Si 



v\ r) = z - 6 + x* + y > entonces VG = 2xi + 2vj + lk es un vector 

VG 

orienta a S 


normal a S. ( orno la componente de k es positiva, n 
hacia arriba. Ahora, aplicando el teorema 5.15, 


VG 



(rot F ) * n dS 



(rot F ) • VG dA 


D 


JJ \ 4y\ + Ij + 3k j • (2x1 +2 vj +lk) dA 


D 


V 4-r 


JT (8*y + 2 y + 3) dA = f f 

"d J -2 J -V 4-.r" 



y + - y +3) dydx 



•j 4 




4 a "’' 2 + y 2 + 3 >' I _ ¿V = 6 f 7 4 - .r dx 

-V 4-t 2 J -2 




4 


4 


v 2 , ** ~\ X 

x + —sen — 


2 


2 


= 12;r 


1. Calculemos 



-2 


F . dr 


La curva ( es la circunferencia x 2 + v 2 = 4 en e | p ] ano _ 
Una parametrización positiva para Ces: 

r(0 - 2 eos t i + 2 sen / j + 2k, 0 < t < 2tt 
Luego, 

!**(/) = -2 sen t\ + 2 eos / j + Ok 


2 


F( r (l)) • r'(/) - (2i + 3(2 eos /)j + 2(2 sen t) 2 k). (- 


2 sen / i + 2 eos t j + Ok) 


—4 sen / + 12 


eos h = - 4 sen/+ pf I + cos 2 f^ 



F * dr ~ 



-4 sen t + 6 

2/r 


eos 2 / + 6 




/ 


o 


?ír 0) -r '(í)dt 


P n 2 n 

4 eos / + 3 sen 2/ + 6/ 



2/T 


0 


(-4 sen / + 6eos 2/+ 6 )í// 


= 12/r 


0 


tn conclusión, hemos hallach 

probleina°| blC ,!* CUrva ’ tienen a 12/r como* 'T 8 ™ 1 Sobre la su Perficie, como la 

’ * Mtegral sobre la curva es _ conu, n. Observar que, en este 


maS Sencilla Para su evaluación. 


























Lmi 9 




F • T ds , donde 


F(.v, V, z) = 0' ~ r)i + (2 x - .r)j + ( 3 .v - y)k y 

C es la elipse que se obtiene intersecando el 
de cilindro x‘ + y 2 = d con el plano x + : = a , 

a>0, C está orientada en sentido antihorario 

vista desde arriba. 


Solución 


El teorema de Stokes nos dice que 



F • T ds = 


ÍT (rot F ). n 


dS. 


s 


Luego, en lugar de evaluar directamente a 



F • T ds , evaluamos 


c 



(rot F ) • n dS . 


Aún más, la curva C es borde de tres superficies: La parte del cilindro que está 
bajo la curva C, la parte del cilindro que está sobre C y la parte del planox - r - a 
que encierra C (la región sombreada). El corolario nos permite escoger cualquiera de 
las tres superficies. Sin duda que esta última superficie es la que nos ayuda a 

simplificar los cálculos. 

Sea S la región del plano x + z = a encerrada por la elipse C. Esta superficie es el 
gráfico de la función r = g(x, y) = a - x. Para que la orientación de C sea la 
antihoraria, a 5 la debemos dar la orientación hacia arriba, que esta dada por a 

normal unitaria: 


n 


-g x i -g v j + k _ li ~0j + lk _ 


1 


>+ U,) 2 + (#r) 


/hT>) 2+ (°) 


TÍ 


(i + k) 


Por otro lado, tenemos que: 


rot F = 


i 


c 


dx 


J 

d 


óv 


k 

d 
d; 


y-z 2 z-x 3 x-y 



- 4j - 2k 


^kora, aplicando el teorema de Stokes 


T ds — (rot F ) • n dS 





'3i-^j-2k) 










dS 























dS - - 



Area (5) 


Pero, los semiejes de la elipse que encierra a S son a y yj 2 a . Luego, 


AreaOS") — 7ra(\T2 7ts¡2 a y 



5 


F • T ds — — 7 == 7iy¡~2 a~ — —5 Jt ci‘ 


c 


y]~2 


Estos últimos resultados también podemos obtenerlos usando el teorema 5.15. En 
efecto: S es el gráfico de la función z = g(A\ y) - a - x. con dominio el círculo 

D: x 2 + v 2 < cf en el plano XY. 


Luego, si G(.v,>% z) = z- g(x, v, z) = z - a + x , entonces 




F *T ds = (rol F) • n dS = 


íf(ro. F) 


V GdA 


s 


D 


ff (rot F) • igji + gJ +k )dA =JJ(-3i-4j-2k )»(l¡ + 0j + k )dA 


D 


D 


Ir 51 " 



[4 = -5 I I dA = -5 A rea (D) = -5 na 


D 


D 



Usando el teorema de Stokes hallar 


ZA 



(rot F) • n dS , donde 


F(a\ v, z) ~y \n(e + z i + 2xj + e x: k 


y S es la parte de la esfera 


x + y" + (z - 2f = 8 

sobre el plano z = 0, orientada hacia fuera 



Solución 


X 


La frontera C de S la obtenemos intersecando la esfera .y 2 + v : + (z - 2) : = 8 con 
el plano z = 0. Esto es 


C: x 2 + y 2 + (0 - 2) 2 = 8 

sentido antihorario. 


1 ' es la circunferencia x 2 + v 2 = 4 orientada en 


El teorema de Stokes nos dice que 



rot F • n dS = 


t alculemos esta integral de línea. 




dr 


aramelrizaeión para C es 






















Tenemos que. 


-2 sen# i + 2 cos#j + Ok 


F(r [0)) = (2 sen#) \n(e + 0)i + 2(2 eos# )j + e (2cose) 


k 


= 2sen# i + 4 eos# j + l k 


Luego. 



írot F) • n dS 



o „ 

■fc» / 4- 


F * dr = 


F(r(0)| • r'(6)d0 


0 


f V 

J o 


sen # i + 4 eos # j + lk ) • -2 sen 0\ + 2 eos #j + Ok ) d0 


i - 


0 


( 


-4sen“ 6 + Seos 


; 0\d6 = 


i/T 

(-4 + 12 eos 2 0 )¿/# 
o 


^ - 


/ 


n 


— 4 + 12 


1 -neos 2# M 


,¡L 


V 


v 


/ / 


d9 = 


(2 + 6cos2 0)d6 


o 


= 20 + 3 sen 20 


i _ 
- * 


= 4 n 


J o 


EJEMPLO 4. Paguemos una deuda 


Elución 


Probar la siguiente parte del teorema >.10 

c"' en una región D abierto y 

simplemente conexa de M 

Si rotF = 0, entonces F es conservativo. 


Basta probar que (T) F • dt - 0 para 


loda curva cemada contenida en D, ya que 


( 


esta propiedad de cumple, entonces 


F es 

* i ..i piminic. wu^». 

e l teorema 5.9 nos asegura que si 
conservativo. . es fronte ra de una superficie S 

¿¡Bien, sea C una curva cerrada y sim P --Hure una orientación en L. 
dentada por un vector normal unitario n que i 
Cuerdo af teorema Stokes tenemos que: 

dS =0 



F • dr — 



dS 























ppnRl.F.MAS RESUELTOS 5. 6 





Sea la superficie S - *Sj U «SS, donde S\ es la parte 
v 2 + ,2 _ Q i q Ue est á en el primer ociante y dentro del cilindro 
v 2 + ^ == a \ s? es la parte del cilindro X 1 + v 2 = a 2 que está en 

el primer ociante y dentro del 




Sea C el borde de S , 
segunda lisura adjunta. 


Sea F(a\ y, z) = yri - .vj + (x 1 + z i 


? ? 7 

r + z 2 = ¿r. 


en 



que 


Z 4^ a* 2 + v 2 = a 2 



la 


En el problema resuelto 7 de 
sección 5.2 se obtuvo que 


la 



c 


F • dr= -y^-(8í7 + 3/t) 


Comprobar este resultado aplicando 
el teorema de Stokes. 






Nos piden probar que también se cumple que: 


rot F) • n dS ~ - y— (8a + 3/T) 



Tenemos que rot F = 


i 


ó 


ex 


m 

J 


C 


dy 


k 

d_ 

cz 


2 ■> 

yz -x x +z~ 



x 


= Üi + (~2x + v)j + (“1 - 



y 



(rot F) • n dS = 



(rot F) • n dS + 


Si 


IT (rot F) • n 


dS 


So 


Calculamos las dos últimas integrales separadamente. 


1 . Ó! es la gráfica de z -ofer ~x 2 


con 



io Dj. 0 < y < yj a 2 — .v 2 , 0 < x < 


a 


Si G(x,y , z) = z-y[~a :2 - 


x~ , entonces V(¡ 


el término lk es positivo, VG orienta a S x 
induce la orientación dada a la curva C, 


— i + 0j + 1 k. Como 

¡oo J 

v cr -x~ 

hacia arriba y esta orientación 


Luego, 


rot F. VG = -1 - - = 















































































(rot F) • VG dA = 





/ — ; 


v or - x 2 dA - - 








2 , $■> es la gráfica de y = \I a 1 -x 2 con dominio Ü 2 : 0 < z < y¡ a 2 - x 2 ,0 < x < a. 
Si G(x, y, ") = v - yftr - x 1 , entonces VG = 


I 2 2 

ya- x 


i + lj + Ok. Como 


el término lj es positivo, VG orienta a S 2 hacia afuera y esta orientación 
induce la orientación dada a la curva C 


Luego, 


rot F • VG = -2.v + 








2 - 2.v j dA 
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Conclusión, 



2 3 

/ \ frt Ka~ 2a A 

(rot F) • n dS =--+ 0 


4 


3 


~u iSa+3 *) = 9 


F • dr 


PROBLEMA 2. [ Aplicando el teorema de Stokes hallar 

F = .vi + jj + (~2x 2 + 2 y 2 ) k 



F • dr , donde 


y C es la frontera de la porción del paraboloide 


~ 1 1 
= 2 - .r-v 


en el primer ociante, C tiene la orientación antihoraria, vista 
desde arriba. 


Solución 

Tenemos que: 


rot F - 


i 


d 


■w 

J 


d 


CX CT 


d 


* 

c: 


x — y y -2x~ + 2 y 2 


= 4 vi + 4vj + 1 k 


La superficie 5 la gráfica de z = 2 - .v 2 -y 2 con dominio 

D= { (x,y, 0)/ x 2 +y 2 <2, .y > 0, y > 0 f 

Si G(a*, v, r) = z ~ 2 + x“ + v", entones V (J = 2x\ + 2yj + 1 k 
Ahora, según el teorema de Stokes: 



F • dr = 


JJ(rot F) • n dS = Jf (rot F) • VG dA 


!) 



vi + 4 .vi + 


4-vj + lk). (2.vi + 2jj + lk) dA 


D 


D 


= 16 


|J í 1 6xy + \ ) dA = 16 JT ; 


x y dxdy + dxd\ 


D 



re 


¡~i 



D 



X 


= 16 


o 


JT / 2 


0 


('■ eos0)(7sen 6 rdrdd + Area(O) 


J1 


3.1 


r dt 


o 


sen O eos 0 dO + — 

4 


K 


(rif 


























- 16 


,t/2 


í) 


4 


L 


4 


sen fleos# clO + 


o 


rt 

1 


= 16 


ni 2 


0 


K 


senfleosflí/fl + — = 16 

i 


L 


sen~ O 

~ 2 


ni 2 


.0 


rr 

i 


+ - = 8 + 


n 


PROBLEMA 


Sea S una esfera y F un campo que satisface las hipótesis del 
teorema de Stokes. Probar que 

(rot F) • n ciS = 0 



s 


Solución 

Consideramos S como la unión de los dos hemisferios 
c v S' cuyos bordes C, y C 2 coinciden con el 
ecuador Orientamos a 5 positivamente hacia fuera). El 
vector unitario normal n, a 5, induce la orientación 
antihorario (vista de arriba) en C, y el vector unitario 
normal m a S 2 induce la orientación horario (vista de 

arriba) de C 2 . En resumes, tenemos: 

S = S,U5 2 y C 2 = - C\ 

Ahora, aplicando el teorema de Stokes. 



||(rotF) • n c/S = || (rot F) • n 


i 


dS + 


||(rot F) • n 


, dS 


Si 


■ í, F • 


-<*• = (£> F * t/r - T 

J Ci * 


5 5] 

F • í/r = 0 

dr + (D F j 

C ~ -in nari la superficie esférica, sino para 

OBSERVACION. Este resultado se no so p 

cualquier superficie cerrada. _ 


[problema 


• C v la curva C satisfacen las hipótesis del 

Si la superficie S y ‘ función esca i ar de clase C , 

teorema de Stokes y J es 


probar que 


í/ Tí/s= ÍÍ 


VfdS 


SUlUCÍÓn , nn tas propiedades del producto 

Sea a cualquier vector de K 3 . Teniendo« ^ de , Cap . 1 ), obtenemos: 

Sectorial y del triple producto escalar (teoic 
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a • (f> / T </s- = <f> a- ( / T )<& = (£ (/a) • ' 'ds = 

J C Je Je 



Vx(/ a) • n dS (Stokes) 



/'x(Va) + iy/’|x a • n dS 


(Teorema. 5.3 parte 2} 


s 


f|o+(V/)x-].n««=|j[(V/) 


x a 


n dS 


s 


s 



ax(V/)l • n dS = - a * (Yf) x n 



dS 


s 


--a 




x n 


s 


dS= a • 



x V/ dS 


s 


Hasta aquí hemos jorobado que 


: -i 


s 


f T ds 


a 



x Vf ¿/5, Va e R 


En consecuencia, 



f T ds = 


c 



X VfdS 


PROBLEMA 5. 




ostrar el siguiente caso particular 


teorema de Stokes. 


Sea S una superficie suave que es gráfica de una función 

- = ) ) con derivadas parciales continuas y orientada con 

vecti i nal unitario n que apunta hacia arriba. S es acotada 

por una por una curva ( cerrada simple, suave y orientada 

positivamente. Si F es un campo cuyas componentes tienen 

derivadas continuas en una región abierta que contiene aS ya 
C, entonces 


Demostración 



• n dS 


S qs la gráfica de una función de dos variables 17 — pív 
con dominio D en el plano XY. Su vector normal unitario' 
apunta hacia amba. Las cuevas C y C, son las fronteras c 

relación con orientadas positivamente c 

Sea F Pi + Qj + Rk y C: r(l) = jc(/)¡ + y(f) + 2 ( / j| íi a < 




















P+R 


cfc^ 







C\ 


P+R 




ex 


cz 


< V 


di 


-f 


V 


Q+ R 






dx + 


Q+R 


v 


ch 

w 

& 

cv 


J 


óy 

\wr 

dt 


el! 


\ 


d\ 





d 


ex 


Q + R 




cz 


e\ 


\ 


« ( a~ x 


( 


j 


cv 


P+R 





D 


J 


ciA 


(teorema de Oreen) 



cQ cO dz dR di dR di di d 2 i N 
+-+-+-+ /?_— 



ex 


ex c v dz dx dy 


dxcv 


y 


cP cP dz cR di dR dz di „ d 2 i ' 

-+-+-_¡_-~j -R - 

cv cz c v cy ex dz cv dx ova t 


y 



cO dO dz 
——+ -^— + 

dx 



cz cP dP dz dR dz 


\ 


cz ex dx cH’ cy 


cz dy dv dx 


j 


D 


Por otro lado, tenemos que: 


rot F = 


' cR 


£Q 1 • 






cv cz 


1 - 


) 


T n \ 


cP dR 




tí: 


ex 


j + 


y 


v 


dO cC 

dx dy j 


Si G(x, v. i) 


g(x. 


y), entonces VO-— 1 - J 


ex 


dy 





ndS = I (rot F) • VG ti A 


D 



dQ 
á 


\dz (dP 


ex 



J 


dQ + ?Q<í + 

dx dz dx dx 



\ 




dz 


ex 


dz 




+ 


dQ dP 


\ 




dy ^ 


ex 


dv 


J 


tí A 



dP dP dz 



,v 


\ 


dv dy 


dz dy dy dx 




D 




F - dr- JJ( rot F )' 


n dS 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 5.6 



t.n tos problemas del / a14, usar el teorema de Stokes para evaluar 


(rot F ) • n ciS 



s 


1. F - 3vi - 3xj + zk. S : a* 2 + v 2 + z 2 = 


4, z > 0. Orientada hacia arriba 


F ui + xyí -i A„k. S : r 9 jr 2 y 2 , z > 0. Orientada hacia arriba. 


Rpta. —12 


Rpia. 0 


-ti xzj +yr k. $:z 2(x~+ y 2 ), z-~. Orientada hacia abajo. 


2 


Rpta. 7/T/8 

4. F = xyi - 2x¡ + y tan‘ l jr 2 k. 5 ; z - 9 - v 2 - ,r - n • 

3' »- — 0. Orientada hacia arriba. 


En los problemas de, 5 a, 9, usar el teorema de Stokes 


Rpta. -18# 


para evaluar ( \ F • ¿Ir 

c 



5. F = -2vi - .rj + - : k. 


C: 


Z = 9-x 2 -y 2 

✓ 

r = 5 


* Orientada en sentido antihorario 


vista desde arriba del eje Z 

Rpta. 8 # 

I "Jp I • ^2 "* 

(i . o. 0), (0 1 0) (0 o n- • f0mada P ° r l0S lad0S del trián S uI ° de vértices 

. °nemada en sentido antihorario vista desde arriba del 

Rpta. 0 

x +y+z=6 

x~ + v 2 = n~ 0nen tada en sentido antihorario vista 


eje Z. 


*7. F = y 3 i - , v 3 j + r 3 k< 


C: 


desde arriba del eje Z. 


n 3 

Rpta. — na 


r 

8. F 5ri - 2j + v k, a j A + .V" + z 2 = a 2 


desdc eJ scm ieje positivo 


x +y + r = 0 01 ienta< ^ a en sentido antihorario vista 


de las X. 


Rpta. \TJna' 










- F = (r -$y% f ( >' + 2 )Í + í x + O k< C: I / j‘ : Orientada en sentido 
7 ‘ 1 x + y = ox 


antihorario vista desde arriba del eje Z. 


/tota. — ira 1 
4 


¡os problemas de 10 al 12, usar el corolario del teorema de Stokes para 


evaluar 


ff(rol 


) 


n 



s 


iq p s 2vi - v 2 j + Te ' y k. S : 4x 2 + 9 y 2 + 36Z 2 = 36, z > 0. Orientada hacia arriba. 

T* ^ T" 

Sugerencia: Considerar la superficie S i : 4.r + 9y + 36r < 36, z = 0 

Rpta. - 12 /t 

F = (sen 'x - z)i + (eos y)j + (2x + e z ‘ )k . 5: x + 25/ + 4Z 2 = 100. x > 0. 


Orientada hacia fuera de S, 

¡a: Considerar la superficie S { : 25y 2 + 4z~ < 100, x - 0. 


Sugerencia 


Rpta. -30,7 


n F = .ni - 2x~j + xv~k- S : Las caras laterales e inferior del cubo (excepto la cara 
' superior) [0. l]x [0. l]x [0,1], orientada por n extenor al cubo. 

Sugerencia: Considerar la superficie S, : La cara superior del cuba ^ ^ 

En los problemas de 13 y 14, verifique que el teorema de Stokes para el campo 


vectorial F y. la superficie S. 

13. F(x, .v, :) = (x : -3y)¡ - /-í ~ y- k - S es 
orientada hacia arriba. 


la semiesfera x + 


+ - 


: = a 2 , z > 0 


Rpta 


r- 


dr-3tta 


:=jj(rot V )-ndS 


. F(x, y, z) = 2zi + Xj + 3 yk. S es la parte del plano 


contenida en el cilindro 


x* + v 2 = a 2 , oí 


dentada hacia arriba 


Z- >r r) '“ a 



15. Calcular f f (rot F ) • n dS, donde F(x,.v, =) 


cntada hacia arriba. 



xj v 5: v 


2/3 ,2/3 . ' = o 2 

- - + v + - 


Rpta. 3/tíí~/32 


c n el primer ociante, ori 
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16. Hallar el trabajo realizado por el campo fe fuerzas 



v, :) = (-.r + r)i + rk 



a a 



se 


largo de la curva C que es la intersección de u 

2 - 0 con el cilindro r 2 + v 2 = /n. M _ .. 


17. 


al mover una 

«miesfera x + y* + z 2 = a 2 , z > 0 con el cilindro .r 2 + y 2 = recomí ¿ 
nudo antlhorano vista del arriba del eje Z. Recordar que esta'cu™ ct el 

borde la bóveda de Viviani. Rota -a 2 

'3 

«£? S t Una su perficie y C una curva que cumples las hioótesis H,i t 

Stokes. Sean / y g funciones escalaras de clJ c^v^Z 



ti 


h 


s 



( fVf) • c /r = 0 


T) ds =0 



Recordemos la segunda forma vectorial Ha! f 

c teorema de Green de la sección 5.4 



F • n ds = 


c 



div F c/,4 


donde C es una curva cerrada 


/> 





que es borde de una región D de 




^.cambiando a Cpor una superficie 

« - obtenemos la igualdad: ■ 


mas a cada uno se los elementos de esta igualdad: 



que es borde de una región sólida E 


íf F " 


dS 


bste resultado es el 

Gauss-Ostrogradsky. 



div F dY 


teorema de 


la divergencia 


o teorema de 


A continuación presentamos a*** * 

los con cept 0 , ^ regtón v , sin| «# forma precisa. El lector debe recordar 

'Negrales tnples. 1 • > Mmple, y *- simple< descritos cuando se trató 
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lina región sólida E de IR es simple si es simuhán 

, simple- y r-simpte Diremos qué una rejón sólida* 

ri«a de regiones s.mples no solapadas (se in.ersectan a lo mas 5! Ü fr on 


jT^REMA 


l eorema de la Divergencia o de Gauss-Ostrogradsky. 

Sea £ una región sólida regular, cuya frontera S = ?E es una 

superfice cerrada y orientada por un vector normal unitario n 
que apunta hacia el exterior de E. Si F = P\ - Oj - /?k es un 

campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas continuas 
sobre una región abierta que contiene E. Entonces 


íf F - 


dS = 



div F di 


/ 


s E 

En otros términos, el flujo de F a través de la frontera de una 
región sólida regular es igual a la integral triple de su 
divergencia sobre esa región. 


Demostración 


Caso 1. E es una región sólida simple. Tenemos que; 



dS = 


íl 


s 



dS + 




dS + flk • n dS 


s 



div F dV = 



dP dQ dR 
— + —+ — 

dx dv dz 


\ 


dV 




E 


E 



dP 


dV + 




dQ 

dx 


dV + 



( 


)R 


cz 


dV 


IL ^ 

Es suficiente probar las tres igualdades siguientes 
obtenemos la igualdad del teorema de la divergencia. 


va que, sumándolas 


l 



dS = 



dP 

dx 


dV 


2 



dS = 



cQ 

dv 


dV 


s 


E 


S 


3 



dS — 



dR 

Í z 


dV 


^robaremos la igualdad (3). Las otias 
similar. 


S dos igualdades se prueban 


en 


forma 


La muí 


te&én E es z-simplc. Esto es. 
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£={(*. V, r) / (.v, .1’) € 

donde - »,(.v, v) y * = 

continuas y la proyección del E sobre e p 
una región plana D. 

Teniendo en cuenta el teorema fundamental del 
cálculo, se tiene: 



dR 


cz 


dV = 



u, (*,>') 


F. 


i) 


L i 


u, í.r.v) 


dR 


L¿ 


(.V. \\z)dz 


dA 




n 



[R\x,y,u 2 (x,y))-R{x,y,u , (v,y))] dA 
R(x,y,u 2 (.v,y)) dA - fí R{ x,y,u t (jr,y)) dA 


(4) 


D 


D 


Por otro lado, la frontera de £, SE = S. está formada por la unión de tres 
superficies: La base S\, el tope S 2 y la pared lateial S 2 . Luego, 


u * ■ ■ 


dS = 


11 “ ■■ 



dS + Rk • n dS + Rk • n dS 



(5) 


S\ 


$2 


s> 


Sobre la pared lateral, por ser vertical, su vector normal n y el vector k son 
ortogonales. Luego, k • n = 0 y, por tanto. 


íí ,,k • „ 


dS = 0 


s 2 


S 2 es la gráfica de z = «i(a\ y). Si G(a\ v, z) = z - u : (x, r), entonces 


cu. 


cu 


i „ 

V G=- —i- - 


ex 


cy 


j + k, Rk • VG = R y, de acuerdo al teorema 5.15. 


Jj* Rk • n dS = JJ Rk • VG dA = jj R (.v, y, u 2 (x, y)) dA 

s 2 d D 

El forma similar, por ser S\ la gráfica de z = wj(.v, y), tenemos que 



Rk • n dS = 


- ff/?(*,;%y)) dA 


D 

donde el signo negativo se produce porque V G apunta hacia arriba y n - — k 
apunta hacia abajo. 

Reemplazando estos tres resultados en (5) obtenemos: 






















^jsí : c- <r ' 














R\l»ndS - I R{x,y,ii 2 (x.y)) dA - 


S 


i) 



(x,jí)) dA 


D 


Comprando esta igualdad con la (4) obtenemos la igualdad (3) 


raso 2. E es una región sólida regular. Esto es F es i.niA^ ,i 

Las 1 ¿ es union de regiones simples 

Se procede como en la prueba del teorema de Creen 
es unión de regiones simples. 


para una región que 


EJEMPLO L 


La superficie esférica X : .r + y* + r = a 2 es el borde de la 

< a 2 . 


cerrada E : .v 2 + v 2 + ¿ ' 


Verificar el teorema de la divergencia para 


F = (x 2 + y 2 + r (xi + vj + zk). 


z ♦ 


Solución 


El vector normal unitario exteriora Ó es 

n = -(.vi + yj + rk). 


a 


Luego, en S 



1 


F . n = (x 2 + y 1 + r 2 ) (xi + vj + zk) • - (xi + vj + zk) 


= iC 2 +/+z 2 ) 2 =^(« 2 ) 


a 



F • n dS = 


JJ a dS = a jj dS = £i 3 (Area(S)) = ¿A^rur) - 4 -íí 


5 


.S* 


Por otro lado, 

d 


divF = 


dx 


{* 


+ .V 


: + z 2 )-' 


+ 


d 


dv 


/o 'y 

íx + y' + 


z ') 


v 


+ 


d 


dz 


(,v : + V 2 + V ) - 


= 5 ( 


2 

X +} 


2 + z 2 ) 


Luego, 



divF dV= 5 



X" + V + - 


dV 


E 


B 


2/r 


= 5 


o 



i í» ü 


o 


o 




sen (p 





= 5 





271 



n i» 11 


p 4 sen (p 



o 


o 
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= 5 


o 


o 


p 


5 


sen <p d(pdO - a 


171 


0 

“i n 



In 


0 



n 


sen (p d(pdO 


o 


- a 


-eos (p 


o 


d9- 2a 


o 



2/r 


d() =4na 


5 


o 


Vemos que se cumple: 


|f.« 


dS = 4na' = 



div F dV 


s 


h 


EJEMPLO 2.1 Mediante el teorema de la divergencia calcular el flujo del campo 


F = xzi + v-j + ^vk 


ZA 


a través de la superficie cerrada S 
que es el borde del sólido E limitado 
por el cono 




2 2 
x + v 


v la esfera x 2 + y 2 + z~ = 8 


Solución 


Tenemos que S - DE = S, U S 2 


Hallemos el valor de r para el cual el cono y la esfera 



se intersectan 


/ 2 2 
I z = y]x +y 


2,2 2 o 

+ y + z — 8 


2 


2 7 
x .y y“ 


7 9 o « 

x“ + y + z - 8 


<7" 4- —“ — O 


8 =>z 2 = 4 


z = 2 


La proyección del sólido E sobre el plano XY es el círculo D : x 2 + < 4. 


Por otro lado, div F = z + z + O = 2z 


Ahora. 


Flujo = 


JJr.„ 


dS = 



div F dV ~ 



2 z dzdvd.x 



/ 8 -x 2 -y 


i- 



2 zdz 


dydx = 




dvdx 


D 


/ 


x + > 


1/ 


= 2 


n*( 4 -jf 2 - y 2 ) dydx = 2 f f (4 - r 2 ) rdrdd (C'oord. poli 

n J fl J ñ 


D 


O 



O 
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Solución 


Mediante el teorema de la divergencia calcular 
el flujo del campo 

F = ri + v 3 j - 3zk 

a través c la superficie cerrada S que es 
el borde del sólido E limitado por el 
cilindro x : + y 2 = 4 y los planos 

z = 0, z = 4 - y 

V- 


Tenemos que 





+ v 2 <4, 0 < r 



o, en coordenadas cilindricas. 


E = \ [i\d>z)j 0 < r < 2, 0<0< 2 ti, 0 < z < 4-rsen 9 
divF = 3(.r +/- 1) 


Si S = dE, entonces 




div F dV — 3 



(x 2 +>■-)-' 


di 


E 


E 


4 - r sen O 

f r 2 -1 j rdzdrd0 
o 




































4/r, si (0.0,0) € E 
0, si (0.0,0) ¿E 


donde r =xi + vj x ck 


Solución 

Se verifica fácilmente que div— = 0 P ara r ^ (0. 0, 0). 


Si (0, 0, 0) g E , entonces F - 


aplicar el teorema de la divergencia: 


E_tiene derivadas continuas en E y podemos 

3 



Si (0, 0, 0) e E, no ponemos aplicar directamente el teorema de la divergencia 


debido a que el campo F 


no es continuo en el oriceiL Resolvemos esta 


dificultad aislando este punto. Para esto, tomamos una esfera 


_ *> 2.2 1 
$2: -v + y + r = p“ 

contenida en el interior de E. 

Sea E\ la región sólida de R' que se 
encuentra entre S\ = dE y ía esfera S 2 . 

Ijenemos que: 

dEi =dE U S 2 = Si U S 2 

Sean ii| y n 2 las normales unitarias 
exteriores (hacia afuera) de S t y S 2% 
respectivamente. 



Si n es el vector normal unitario de dE u entonces 


n = ni sobre S\ y n = -n 2 sobre S 2 . 


Ahora, ctmío (0, 0, 0) & ¿i, podemos aplicar el teorema de la divergencia. 





• n dS 











































7 * í-■2) ds 


íf¡7 

S\ ' 

ÍÍF 

BE 


• n, dS + 


ÍJfTf 

Si 11 


n dS - 



*2 


3 


* n, dS 


De donde, 


ÍÍF 

BE 11 


n dS - 


r 

3 11 

r 


57 



3 


• n, dS 


( 1 ) 


Pero, en la esfera S 2 : x + y + r = p , tenemos: 


r 


1 r • r 


I 


3 


«2 = 


1 


1 


3 


3 


P 


Luego, regresando a (1): 



n dS — 


dE 


r 


ÍÍh 7 '" 

Si 


ds = 



] -r dS = - 


5 7 


P 



dS 


5i 


2 \ _ 


—(AreafS,)) = -r(4jtp") =4;r 
P" P‘ 


La superficie que interviene en el teorema de la divergencia es una superficie 
•rrada que es borde una un sólido E. En el siguiente ejemplo mostramos como 
ilizar el teorema de la divergencia para calcular una integral sobre una superficie 
cerrada 1 a táctica consiste en agregar a esta superficie otro superficie adecuada, 
i tal forma que la unión de ambas sea cerrada y sea el borde de un sólido E. 



Cálculo de una integral sobre una superficie no cerrada. 

í sando el teorema de la divergencia calcular el flujo de 

F = 3at : í + (y 1 + F)j + (3.vz + 2v)k 
hacia ai -iba a través de la superficie 5 que es la semiesfera: 


S 


: z = /- 


Esto es. calcular 


íf F " 


dS 


Solución 

Observar que calcular directamente la integral 

* _ t» ora evitar esta dificultad 

seria engorroso, raía cmuu 

recurrimos al método indirecto menciona o. 



X 









































































































. 5 ,: r + 1 . -=0 



Sea E el sólido encerrado por la semiesfera S y el circulo 5). 


Tenemos que 


_ $ y y, de acuerdo al teorema de la divergencia, 



div F dV - 


íí f - 


dS = 


1 f -" 


dS = 


ir- 




fi F " 




E 


cE 


S U Si 


S\ 


Luego, 



F * n dS - 




fj. 


dS 


( 1 ) 


s 


S\ 


Calculemos las dos integrales de la derecha de (I) 
divF = 3r : + 3v 2 + 3x 2 - 3 (x 2 + y 2 + r”) 



div F dV = 3 



(f + r+z^dv 


n K!2 [ V 2 \ 7 

I \P ) P~ sen (p dpdipdO (Coord. esféricas) 

o J o 


= 3 



ñ2\ 5 

P 


O 


5 


sen <p d(pdO = 


3 


2k 


Ü 

1 n p- 


3 

5 


2ll m xt 2 


o 


sen (p dcpdO 


o 


eos#? 


o 


3 

dG = - 


o 



o 


dO = — k 
5 


Por otro lado, para 5, se tiene que n = - k = ( 0, 0, -1 ) y z = 0. Luego. 


Íl F ■ n dS ' Jj( 3l(0)2 ’ y 3 +e '> 3 -v 2 ( 0 ) + 2 y 2 ) . ( o. 0,-1 ) 

Sj 


dS 



~2y 2 dS - - 2 


• s i 



o 


(r sen O f rdrdO (('oord. polares) 


2/7 


--2 


o 



sen 2 O dO = 


o 



2 *T 



2/7 


seir 0 c/0 


o 


1 - eos 20 







Finabnent 



1 




¿7t 



2/r 


sen 20 


o 


de + i 

o 4 


7T K 

-r + 0 = 

2 2 


2/r 


eos 20 d9 


o 








¿SABIAS QUE .. 


CARI FR1EDRICH GAUSS (/. 777-7.555), es un notable 
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fundamentales en casi todas las ramas de la matemática. Gauss, 
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más sobresalientes de la historia. Gauss descubrió el Teorema de 
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de este Teorema. 
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Te 'dre. Cauchy. etc. En 1.826 presentó a la Academia de 
Ciencias de París la prueba del Teorema de la Divergencia en su 

forma más general. 



M. V. Ostrodraski 



ppnm.F.M AS RESUELTOS 5.7 


PROBLEMA!] Aplicando .1 «.rom. do 1. di^cnd.. cla.r || F ■ ~ 


dS, 


donde F = (3.v - e')i + 0 - y)Í + 0' + -) k 


■ es la superficie del sólido E limitado^ por el cilindro 
m £ z = 1 -V, el paraboloide v = 3 - .r - r, plano z = 0 y 


Solución 


y ^ 

parabólic 

el plano y = 0 


Tenemos que divF - 3 


1+1=3 y 


-» 2 1 
- 3 - x -z 



dS = 



div F dV 3 



dV 



El sólido E es una región del espacio 
ile limitado por la izquierda por el 



























Cap. 5 Análisis Vectorial integra) 


plano y = 0 y por la derecha por el paraboloide y 3 . 

La proyección de E sobre el plano XZ es el conjunto 


7 7 

r — - . 


I 


D = 


(jt, Ó, z)/ 0 á z á 1 '■». 1 — ^ — 1 1 


Luego, 

Jf F - 


dS =3 



dV = 3 



1 — X 


2 

3-x z -z 


clvdzdx 


o 


o 


= 3 



Kc 


o 



-z 



= 3 


-i 




_3 


3 


-I I-A' 


0 


-I 


(8 - 9.v 


2 . 6 
+ X 


) dx = 



3 


3 


dx 


72 

7 



Mediante el teorema de la 
calcular el flujo del campo 


divergencia 


F = .vi + y 3 j — 5zk 

a través de la superficie cenada S que es el 
borde del sólido E limitado por el cilindro 
x “ + y" “ 4 y los planos z - 0, z = 3. 

Solución 


Tenemos que divF = 3a* 2 + 3 y - 5 
Si S = dE, entonces 




F • n dS = 






(Coord. cilindricas) 



drdO ~ 3 







1k 

ldO = X2){2n)= \2n 

0 





































PROBLEMA^ Sea el sólido E: x 2 + y 2 > a 2 , x 2 + / + 2 2 < 4a 2 . Esto es 

E es la interseca a de la parte exterior del cilindro 

x 2 + y 2 = a 2 

con la parte interior de la esfera 

7 7 . j 

xr + / = 4 ct. 

Sea F = (x + yz)i + (y - xz)j + (z - sen xy) k. 

¡ I al lar el flujo de F hacia el exterior de £ a través de: 

a. S — BE. 



b. S\. la parte cilindrica de BE. 


Solución 


c. £ 3 . I a parte esférica de BE. 


a. Tenemos que divF - 1 + 1 + 1 - 3. Luego, 





L J -v A<r-r' 


rdrd 0 







2rr 


= 2 




3 2 


0 


dO = 2 



a 


3 



= 12v 3/r a* 


b. Hallemos la altura del cilindro 


■> 2 . „2 

x + y + z 


4 a 


¿t + z~ - 4 a 


2 2 ,2 

x + V = a 


4 = 3 a 


z — ±/3 


La altura del 





es 


h 


= J3 a - {S* a) = 2 ^ 


£7 



Por otro 



, „ mtp el vector nonuc 

sabemos que ei 



exterior a la superticie 


I / A% v , 0 ) • Luego, el v 


normal unitario interior a S, es 


d 




cilindrica Si es 

























a 



= - (-*, -y, 0 ) 


a 


Ahora, 


Í 1 f • - 


dS = 


|í (x + yz, y-xz, z-senxy) • ^(~x, -y . 0) dS 


S \ 


S\ 



x 2 + v 2 


)—:j] 


a 


¿/S = -a 



dS 


- s ’i 


si 


5| 


= “¿ 7 [Area de Si] — ¿7)(/?)] a[(2na) ^2-s/~3 ü^j ] 


= - 4\Í3na 2 


c. Como S ~ = S\ US:, tenemos que 


j] F • n dS = f f F • n dS - jj F • n dS = 12/W - |'-4 41na y )= ló/I 


na 


s 2 


s\ 


PROBLEMA 4. Segundo teorema de la divergencia o primera fórmula de Green 


Si la región sólida E de M 3 , la superficie cerrada S = dE satisfacen 

I a '' hipótesis del teorema de la divergencia, la función escalar f tiene derivadas 

parciales continuas y la función escalar g tiene derivadas parciales de segundo orden 
continuas, entonces 


jj(./Vg) • n dS =JTf(/V g + Vf . Vg)dV 


Solución 


E 


De acuerdo a la parte 2 del teorema 5.2 tenemos 


que: 


div(/v g ) = v/ . Vg + /V(Vg)= Vf . Vg + jv 2 g = /V 2 


g + Vf • Vg 


Ahora, aplicando el teorema de la diverge 


ncia. 


JJí/Vg).ndS=||j div ( /Vg) 


dV = 


E 



fV 2 g+Vf-Vg)dV 

























En los problemas del 1 al 5, verificar el teorema de la divergencia para el campo 
F y la superficie S. 


1. F — 6ri - 2v 2 j + 2yzk, S es el borde del cubo E = [0,1 ]x [0,1 ]x [0,1]- 


Rpta. 


íí f '“ 


dS = 2 = 



divF dE 


2. F = vi + yj + zk, S es la esfera x 2 + y 2 + r 2 = a 2 


Rpta. 



F • n dS = 4 ti cf = 



div F dV 


s 


3 F = 2xzi - 2vzj + z 2 k, S es el borde de sólido x 2 + y 2 < r, 0 < z 1 1. 


Rpta, 


fjV„ 


dS - 2 = 



div F dV 


i ^ 


4. F = 


( vi + vj + zk ), donde r = .vi + vj + zk, 5 es la esfera ¡r + y + z 


- = a 


Rpta. 


ÍÍ F - 


dS =A7ta 


■■ 


div F dV 


5. F - 2xzi - y 2 j + x rk, S es 


5 ^ E 

el borde de sólido x 2 + y 2 ^ a\ 0 < z < 3. 


Rpta. 


íí r - 


dS =9 ita~ = 



div F dV 


En 


los problemas del 6 al 17, aplicando el teorema de la divergencia, calcular la 


integral 


íí f -" 


dS . Esto es, calcular el flujo de F a través de 5. 


.5 




6. F = x~i + y 


7 j + - 2 k, E = [0. 1 ]x [0, l]x [0, 1], S dt. 


Rpta. 3 


7. F = (x 3 + sen z )i + 1 ' 


S = cE. 


)¡ + (-3 z)k, E:r + v-< 9,0<z<2, 
n Rpta . 1S9 jt 


8. F = 


- .. 9l H + v- 2 k E es el sólido limitado por los planos 0. y 0, 

2xyi + 2 y¿\ + A - Ki Rpta. 68 

z - 0, x + 2z = 4. S - dE . 


y = 3, 


9. F 


= (x-z)i + (2y+z)j + (5z - -v)k - 


2 2 2 
y Z 

5 es el elipsoide — + 77 + "J = 1 

a~ o c 

20 , 
—trabe 


10. F = (2.v + <? w )¡ + (-4y + sen 


z )j + .vvk , S es el tetraedro formado por los planos 


coordenados 


y el plano x + V + r 


II 

Rpta. -- 











es el sólido limitado por el cilindro parabólico 
O' v + 2 = 4. Rpta. 512/3 


12. F 


.ti + vj + zk S = SE, E es el sólido limitado por el cono r r - jxGy y e) 

* Rpta 32 ti 


paraboloide 


13. F = (-r + 


z = 6 -jr-y- 


r)i + 2yj + (v + 3 z)k, 5 = dE, E es el sólido limitado por el cono 


z = ^t r +z 2 y el plano y- 3. 


Rpta.54 n 


.. f = W 2 i + 2vzi + t 2 zk, S = £ es el sólido limitado por los cilindros 

2 +,,2 = i x 1 + v 2 = 4 y los planos z=l, z=3. Rpta.39x 

. r *> + yj + r = PÍT /r el sólido comprendido entre las esferas 

15 . r " Z ” ’ 


? 2 
X“ + V + z 


/ , 

Y + V 


2 +z 2 ~ 1, x 2 +y 2 + z 2 — 4. 


Rpta .4 n 


16. F 


= Ai + .vj + -' k 5 es e i elipsoide 4t 2 + 9y 2 + 6 z 2 = 36. 


2 1 

V . " 


/ 1 1 1 \ 

¡t|+>--+z ) 

Sugerencia. Aplicar la ley de Gauss( ejemplo 4). 


Rpta .4 n 


í 7 . F = .v 2 i + v 2 j + rk, S: la esfera (x - a) 2 + (y - b) 2 + (z - c ) 2 - 9 

Rpta.12 n 


En los problemas del 18 al 21, cerrando convenientemente la superficie no 
cerrada dada y aplicando el teorema de la divergencia , calcular la integral 

j J F • n dS , donde la n es la normal unitaria exterior . 

5 


18. F = (5-t)i + (—|>)j + 2zk, S: z = 41c 1 +z 2 , ()<z<3 


Rpta. -36 n 


19. F =z l i +xz}+ 3y*k, 5: 2 = 4-/ - y\ 0<z<4 

mr 


Rpta . 12 k 


parte superior de la esfera x 


20. F 3.vzi + + /k, S: es la 

cortada por el plano z = } 

21. F = * 2 i + ( senz+ 2\. + / -x . 

/ /J ^ V a 3)k, S es la parte superior de la esfera 


2 + y 2 + Z 2 = 9 . 


Rpta.12.tr 


que está sobre el plano XY. ^ ^ ^ 5 


Rpta.9na 


















/:" los problemas del 22 al 27, demostrar la identidad dada, suponiendo que la 
región solida E, la superficie S = ¿E satisfacen las condiciones del teorema de la 
divergencia y que las derivadas parciales de diferentes órdenesque aparecen de las 

funciones escalares f y g son continuas. Las expresiones D n f ^ÉMHH 


como D n f~ ~~ = V/* n 


en 


se definen 


22 



dn 


a * n ciS — O, donde a es un vector constante. 


23 


jj l0t ^ * n 


dS = 0 


24. 


Volumen de E = V(E) = i fíF * n dS , F = .vi + yj + zk 


25. 


ík/- n 


dS = 



V 2 / dV 


26. Si V : /= 0 



f*-*- 


en 



Vf ||“ dV 


S E 

27. Segunda fórmula de Green. 


Íf(/Yg gVf) -n dS- jjj (/V 2 g-gV 2 /)c/r 



























Primera fórmula vectorial del 

teorema de Grcen 

(í) !F • t/r =|j (rotF I *k dA 


Teorema de Stokes 



F • dr 


= jj (rot F ) • n 


dS 


Segunda fórmula vectorial del 

teorema de Green 


F*tt¿fe = JJ div F dA, 


D 


Teorema de la divergencia 


íí f • n 


dS = 



div F dV 


E 


RELACIONES ENTRE LAS DISTINTAS INTEGRALES 


Integral de una variable 



Generalización 



D 

Integral doble 



Generalización 


\f{x,y,z)ds 

C 

Integral de línea 



Generalización 


Conexión: 
Teorema de Stokes 


fi F - 


dS 


Generalización 



E 

Integral triple 



Conexión: 

Teorema de la divergencia 



Integral de superficie 




DERIVADAS 


1. D x [ fix) £(*) í = fix) D x g(x) + g(x)D x fix) 


2 . D x 


f(x) 

g(x) 


_ g(x)D x f(x) - f(x)P K g(x) 

l$(*)l 2 


3. D x (u") = nu" 1 D x u ó bien £*((g(*))") = n(g(x))" 


- I 


D x u 


4. D x e li ~ e 11 D x u 

6 , D v ln u = — D x u 

u 

8 . D x sen u ) = eos u D x u 


5. D x a u = a* In a D x u 


7 - D x \ogii ) = 


1 


//In a 


D x tt 


9 . D x eos u — — sen // D x u 


10. D x tan u - sec"// D x u 
12. D x sec // — sec u tan u D\U 


14. D x sen i# — 


1 


VI-// 


Dv« 


16. D v tan // - 


1 


1 + a 


D vil 


18. D x sec — — , _ -- D x u 


uy w 2 -1 


20. D x sen h // = eosh // D x // 


22. Z>„ tanh u = sech u D x u 


24. D x sech u 


11. D x cot u - - cosec~w D x it 
13. D x cosec // - - cosec ii cot u D x u 


15. D x eos *// 


1 


17. D x cot // ~ 
19. D x cosec u 


V i — u 
1 


D x u 


1 4* ll 


D x u 


«V « 2 —i 


Ay m 


21. />,. cosh a - senh // D x u 

X 


. D v coth u = - cosech u D x u 

A ' v 


= - sech u tanh u Du 25. D x cosech // = - cosech « coth u D x u 


26. D v sec it ~ 


1 


«v 


=r D 



2 7. D x cosec 




i 


it 


28. D.. senh ! w = 


1 


V 1 + w 


I 


Av" 


HV M 2 -1 


d a -« 


-1 


29. D v cosh tí 


1 


D t .w 


>/»^T ' v 


30. ¿> v tanh '// = 7-^-7 D x 


-1 


1 


31. D coth « = - 7 D v « 


1 -// 


1-w 


32. O. sech // —— 


1 


-i 


1 


«/T- « 2 


Oh 33. D, cosech « 




D„« 


1+w 


X 









































INTEGRALES de FUNCIONES BASICAS. 



1. «" du = 


1 


«+ 1 


u n+ 1 + C n # -1 


2 . 


</« 



= ln I u I + C 



3. i e u du = « 11 + £ 


4. 



a "du = 


I 


ln a 


n" + C 



5. I sen u dx = - eos u + C 


6. I eos « du - sen u + C 


7. I sec 2 w du = tan u + C 


8. I cosec 2 u du~ - cot u + C 


9 


. f sec // tan u 


du = sec « + C 



10. I cosec u cot u du — - cosec u + C 


11. f tan u 


du = ln t sec u ! + C 


12 


. j sec u 


du = ln I sec u + tan u \ + C 



. I cot u du = ln sen u I + C 



14. cosec u du = ln I cosec u — cot u I +C 


INTEGRALES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 


INVERSAS 


15. 



-í 


u du = u sen l u + y 1 - w 2 


+ C 



16. I eos 


-i 


« du = u eos 1 u ~ v 1 - // 


+C 



17. 1 — 1 


tan « du ~ 


1 


w tan tí——ln +/| 2 \ 4.^ 



18. I cot du = 


wcof , ii+Íln(l + w 2\ +c 


19 


^ SeC = w sec 14 ~ 


ln 


m h- 


// - j 


20. J cosec t M¿/w = «cosec~ , « + 


+ C 


ln 


»+Vtí 2 - i 


+ c 




























" í* 


sen 1 u du = 


2í|2 -1 _i uyf'í — u 

— sen ii + — 


4 


4 


+ C 


22. I « eos « </« = 


-i. _ 2w "1 i .i 


2 * . «V 1-n 2 

eos i/-+ c 


4 


4 


23 



-l » M* + 1 _i 

tan ii du — --tan l w - 

2 


i/ 

2 


_j_ ^ 


INTEGRALES DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 


24 


. f senh i/ 
. j* sech 2 w 
f sech u 


du = cosh i/ + C 


25. cosh // i/w = senil « + C 


du = 


« + C 


27. I cosech 2 /# du = - cotanh u + C 


tanh u du — — sech u + C 


29. cosech i/ cotanh u du = - cosech u + c 



30. tanh u du ~ In cosh w + C 


31. I coth u du = In senh u + C 



32. I sech u du = tan 1 (senh w). + C = 2 tan" 1 e u + C 


33. I cosech u du - 


— ín 

2 


cosh ii - 1 
cosh u + 1 



. w 

+ C= ln 

tanh — 

2 


+ C 


INTEGRALES DE POTENCIAS FUNCIONES 


TRIGONOMETRICAS 


34- í sen 2 u du = ^ - |sen 2« + C 

J 2 4 



35- I eos 


2 u du— — + - sen 2u + C 

2 4 



36- í tan 2 // du = tan « + C 


37 


- f cot 2 w 


du - - cot u - u + C 



38. I scc // du = -sec 


1 u tanu + Ilnlsec u + tan w| + C 


39. i cosec 3 u du = -ycosec u cotu + j ln | cosec w cot « | + C 





















41. coj" udu =- cos"'’« sen.vcw 



eos” w du , /i ^ o 


42. 


/i 


1 n-l 

tan n udu --tan u - 

n -1 


tan" 2 « t/w» n * 1 


43 


.fcot'Wn =-^ T cot" , H - jcot"' 2 « 
. j sec"// 


du , n * 1 


rf,/ = —tannsec"" 2 // +^-4 sec” "«</«, n * 1 




45. I cosec" // //// = - 


1 


n-l 


cot // cosec 


- 2 „ + ^f 

n-l J 


fl - * 


eosec ‘ // du , /i ^ 1 


FORMULA DE WALLIS 


tt/2 


/r/2 


46. 


sen 2 " ii du- 


2 ¡i . 1.3.5 

eos u du =- 


o 


o 


. . . (ln- l) k 

2.4.6 . . . . n 2 


ntl 

47. i sen 
o 



2n+ t 


u du = j* 


níl 


U 


cos 2n+ l udu = _ 2.4.6. . . . 2II n_ 

1.3.5. . . . (2n + l) 2 


INTEGRALES DE POTENCIAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 



48. I senil"// du = 


—cosh // senh” “ 1 n * 


n 


u - 


49. 



n 




" 2 u du , n & 0 


cosh”udu =-- S enh u cosh" ~ l u + n ~* f 


cosh” ~u du . n * 0 



50. tanh"// du = - 



cofh”// du = - 



52. I sech"// du ~ _L 


ihi ,anh ''''«+ J 

oth"-'„ + f 


ii J 


tanh” ‘i/ du , n * 1 


I 

n-l 


coth 1 2 u du . ii ^ í 


n-l 


tanh 



53. I cosech”u <///=_ 1 


u sech n ~ 2 |/ + ft 2 f j , 

M ^ 7 I sech u du , « 

n-l J 


* 1 


«~7 f *, „ , 

n-l J 


1 



















INTEGRALES DE IMíODUCTOS DE FUNCIONES 

TRIGONOMETRICAS 

54. llsen mu sen n u du - - sen + sen (w - n )» 

2(m + «) 2(/;/-«) 




55. | eos mu eos n/i du - se>1 + /7 ^ u + sen (m-n ) u ^ 



56. sen mu eos n u du = - 


57. J sen"'// eos"// du 


COS (/// + /i) II 

cos (m - 

2(hi + fi) 

l(m - 

sen"' ‘eos" 41 // 

m - 1 I 

m + n 

w + n J 

sen mtl eos"- , « 

n-\ 

m + « 

m + n. 


+ C 


sen’" 2 u eos" u du 


sen”'//eos" 1 udu 


INTEGRALES DE FORMAS TRIGONOMETRICAS, 

EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 



58. I u sen bu du - 


1 u ~ 

— sen //-eos u + C 

s 2 b 


59. 1 u eos bu du = 


— eos bu + — sen bu + C 
b 2 b 


u 


n 


60. I //"sen bu du - —— eos u + 


61. 1 //"eos bu du - 


ti 


n 


y -í 


n „-i 


eos bu du 



sen hit -I u" sen bu du 

b h 


ax 


62. I ^““sen bu du = -/-J ( « * en *« " b cos h,,)+C 

ü + b 


ax 


63. I ¿"eos bu du ; 77 

ir + b 


( b sen bu + a eos bu ) + C 



64. I (In u) m du - u (In //) 


m 


- #w J(ln w ) 


/« - 1 


du 



65, I //"(In u) m du - 


-_I_ u n + 1 (In «) m - “^7 f ( ,n 
n + l n + í ' 


m 


- 1 


du , n * "1 




























a 1 ± u 2 EN EL 




66 . 



H e bH du 


í n bu f i( n 

= - u e , I " 

b b i 


" x e bu du 


67. 



, 1 » 
*« *.. --- u a 


du - 


b Iti a 


bina i 


bu 


du 



DENOMINADOR 


68 . 


du 


2 2 

a + m 


1 -i H i r 

—tan — + C 
a a 


69. 


du 


1 


2 2 

a - tí 


2 a 


ln 


i/ + a 


u - a 


70 


f du _ 1 

' J u 2 - a 2 ~2i 


=—ln 

2 a 


u-a 


u + a 


+ C 


71. 


bu + c , _ b 
- - -du ~ 


a" + u 


-In(« 2 + // : ) + -tan l — +C 
2 ' ’ a a 


INTEGRALES QUE CONTIENEN -J a 2 + „ 2 , a> 0 


72.J \la 2 + du = 


2 2 # , 
a~ + « + — ln 


« + 


n/ a 2 + //‘ 



4 


8 


74. |,£IZ* W 

tí 



a" + u 2 - a ln 


a + 



75. | Í£*É^J*±jt 


76. 



U 


du 


+ ln 


u 


« £ — — 

- ln 

8 


f 2 , 

2 

V « + 

« 

tí 


« + 


V « 2 + u 


+ c 


+ c 


u +V 



\ja 


2 i 2 

+ tf 


ln 


« + 


yfa^^tí 


+ C 


77. 



tí 2 du 


va 


du u r— - 

-r 7 V a + u - 


2 2 
+ II 


ln 


u+Va 2 + ii l 


78. 


f du 
■ «va 2 + k 


+ C 


- ln 

a 


a + 


V 


+ « 2 
u 


79 . 




+ C 


































































INTEGRALES QUE CONTIENEN -Ja 1 - » 2 , »>o 


80 


81 


. f V a 2 - « 2 rfa = "Va 2 - a 2 + íisen-' " 

J 2 la 

. f H 2 \/ fl 2 - « 3 


</« “ “Í2h 2 -a 2 W aQV + — 
8 ' ' 8 


sen 


-1 


« 


a 


f V « 2 - m 2 r 

82. I- du= V 


2 2 

a - « 


- a ln 


a + v a" - « 


// 


va 2 -» 2 

83. fl --T- t/a 



=-V 


tí 


u 


84 


^ u 1 du _ 

‘ J Va 2 - a 2 ~~ 


- fl 

2 2 -1 — . r-, 

a - u - sen + C 


2 fl 

“ I “ 
- sen a 


" l~2 2 ,« 

— V a - u +- 
2 2 


85. 



í/« 


86 . 



/ 2 2 

«V a - u 

du 

u 2 J a 2 - a 2 


- ln 


a 


a + V fl 2 - tí 


u 


+ C 


i 2 2 

V fl - fl 


n i„ 

a u 


+ C 


INTEGÍL4LES QUE CONTIENEN / « 2 —a 2 , a > 0 


87 


« 2 - a 2 - — ln 

// + V u“ — u" 

2 



88 


Í ^ 1(1 ~ q 2 du= j 
. j u 2 \l u 2 - a 2 du = ^2w 2 - « 2 )V w 2 - a 


+ C 


2 


a 


8 


ln 


I 2 

1/ + V « 


- fl 


V a 2 - a 2 , 
89. I -- du 



V a 2 - a 2 - a eos' 1 


fl 


fl 


+ c 


fl 


90. I^Zrfa 



Vfl 2 - fl 


+ ln 


91. 



a 

du 


« 


w + V -fl‘ 


+ C 


V « 2 - fl 


ln 


M + 


Va 2 -/» 


+ c 


92 


f w 2 í/a - !LJ 

J V w 2 - fl 2 ^ 


fl 


fl 


2 -2 xZ—In 


fl“ + 


2 


// + 


x/V^fl 


+ C 


93. 



</« 


Ju 2 - fl 


+ C 


a 2 V a 2 + a 2 


fl « 




















































































, v3/2 / 2 2\ J/¿ 

integrales que contienen («’ 1«) •*» 


3/2 


o 


94 


. f(// 2 ±« 2 ) 


3/2 


du^-\2u l ±Sa 

8 ' 



3 a 



8 


'['ti 


2 2 
w + V W ± a“ 


+ c 


95 




3/2 


du 


= --(2w 2 -5fl 
8' 


j/ó 2 - « 


+ 


3tf 


8 


u 

-1 — 




+ C 


96. 


du 


= + 


w 


+ C 


^ii 2 ± a 2 J 


,VV2 ~ 2 Jj> 2 


U ± íf 


97. 



du 


u 


(o 2 - /r) 


3/2 


+ C 


a 2 y a 2 - u 


INTEGRALES QUE CONTIENEN a + hit 


98 


f 11 

J a h 


du 


=—-{a + bu-a\a a + bu\ ) + C 

+ bu b~ K } 


99. 



du 


1 


+ bu 2b 


(ff + bu) -4a{a + bii) + 2a 2 \n a + bu 


+ c 


100 . 



du 1 

-- — ln 

u(a + bu) a 


u 


a + bu 


101 . 



du 


ir (a + bu) 


1 b , 

— + — In 


au 


a 


a + bu 


u 


+ C 


102 


í— 

J (a 4 


du 


1 


+ M * [_¿> 2 («+*«) 


íf 


+ ln 


f/ + A« 



Í03. 


f_« 

J (a + 


du 


1 


(" + bu) 3 b 


a 


1 


2 fa + 61/) 2 u + bu 


+ C 



1 


1 




ln 


a 


« + A« 


u 


+ C 


105. 



1 




6 


a + bu — 


a 






-2 a ln 


\ 


a + bu 


+ (7 


y 








































































a + Ah 


106. I U\¡ a + bu du = 


2 



(3Ah-2h |(fl + 



3/2 


+ c 


107. I u 2 \Ta+ Ah du = 


2 


105 b 


y(l5¿V -12o6« + 8fl 2 Vfl + én) 3 ' 2 + C 



108. »i H / n + Ah í/h 


2 


A(2« + 3)_ 


«" (o + bit) 


3/2 


-HW 



” 1 J a + bu du 


109. 



u du 


2 


yja+bu 3 b 2 


[bu -2a) y/ a+ bu + C 


110 


í-r 

J 


du 


a+ bu 15 b 


Á 


3A 2 u z 


4 abu + 8í/^ j /« + Ah + C 


111 . 



hVh 


2h" \/ h+ Ah 


2hh 


n/h + Ah A(2/; + l) A(2 h + 1)J V h+ Ah 



«—I 


du 


112 . 



í/h 


1 


w h + Ah va 


ln 


V a + Ah — /a 


V h + Ah + v h 


+ C, h > O 


113. 



du 


\¡ a + bu 


du 


" yfa+bu 


a 


(h- i )h 


n~ 1 


A(2h-3) 

2h (#i -1) J //"“ 1 yj a + bu 



114. f + du = 2\/ h + Ah + h f — 

J H J u 

115. 


í/h 


Vh+Ah 


du 


a + bu , yfa + bu A 

Ér W = “ -- + “ i I r 

2 h 2. |#>A«+ Ah 



+ c 


116. 



yfa+bu 


du — 


(h + Ah) 372 A(2aí — 5) f /« + Ah 


h 


/I 


h(h-1)h 


M— I 


+ 


H - 5 : f sj íl H 

H-l)J h" 


2h (« -1) 


-1 





2(7 H - H 




117 



2 au-u 1 du = 


h —1 

~T” 



2 (7 —1 

H + -COS 


a - h 


\ 


« 7 


+ c 


118 


K 


2hh — u 2 du = 


2H 2 -HH-3(7 
6 


3 i a —u 

2 . * ---I 


\ 


y¡2au- u* + — eos 

2 


a y 


C 



















































































labias 


119 , 


/ 


a-tA 


lau - u 


du 


lau — u 4* u t0S 




a J 


+ C 


u 


f V 2í7H - H 

m.1— r - 


_ _ 2&¿ _ 

u 


\ 

a - « 


v 


a 


C 


121 . 


du 


a- w x 


V 2aw-w 


= eos 


-1 




y 


122 


f u du 

J \/ lau - w 


/ a-u^ 


— — yjla —w 2 + 


eos 


-I 




a 


C 


j 


/ 


ii 2 du 


u + 3a 


- r 

-\J la- u 


3a 


■> —i 

2 +-eos 


tf-W 


\ 


l A / 


+ C 


\ 2a«-« 


124. 



</// 


\/^2ú 


2an - m + 


y 


c 


lau-tí 


au 


INTEGRALES QUE CONTIENEN ( 2 au- 




+ C 

C 



ALGEBRA 

OPERACIONES 



w ( b + c ) — ub^r qq 



tf c ad + Ac 

A d bd 



a + c 

~Y 





ad 

be 































































Tablas 


exponentes y radicales 


5. « = 1, a * 0 


8 . 


a 


X 


a 


y 


- a 


x - r 


6. (ab) x = a* b x 
9. (a x y = a ' y 


7. a* a y = a x+r 


10 . a - x = 


1 


a 


11 . 


í fl l 

a x 

i 

m 


b x 

12. a" = 'fa 

13. a" = \}a"' =( < fá) 


m 


14. <ifab = <fa 'fh 


15. ni 1 = V" 


b 


fb 


TEOREMA DEL BINOMIO 


16. {a ± b)~ = a 2 ± 2 ab + b 


17. (a 4 - b ) 2 — ü^ + 3 a~b + 3o/>“+ b 


18. (a — b — a —3 a“b + 3 üb~ — b 2 


19. (a + bf = a n + nñ n ~ L b + 


n -l u , /l(/l~l) /j_2,2 


2 


a”- A b‘ +...+ 






a 


n ~ k b k + na n ~ { b 4- b n 


20. (a - b) n = a" - na n ~ l b + 


n-1. . «(«-!) n—2 >2 . . , 


+...+ (-iy 


\ 

n 




„n-k iA , 

a D +. . . 


-na" ] b + (-1)" b " , donde 


n Lfl 


/ n A 


_ w( « — l)(/i — 2)... (/i - A +1 ) 

k\ 


PROGRESION GEOMETRICA 


n 


2 3 _ w-i 

21. a¡ — a , = #3 = ar ~i (¡ 4 = ar ar 




1 — r 


« 


a 


A = 1 


1 — r 


FACTORIZACION 


22. « 2 - 6 2 = (« + />)(«-*) 


23. a 2 ± 2«í> + i 2 = (a ± 6)' 

25. a* — b* = {a - bW.ii 1 + ab + b~) 


2 

24. a 3 +b i = (a + b)(a 1 -ab+b') 


DESIGUALDADES Y VALOR ABSOLUTO 


26. 



b + c 


27. a<by c > 0 ac<bc 


28. a < b y c < 0 => ac 


6c 


30. |x| <a <=> -a <x<a 


29. x\ 


. \x\ > 


<r> ,v = n ó JC —-fl 

<^> —a < a* ó a* > a 





























GEOMETRIA 



h = altüra. A= Area, AL = Area Lateral, V= Volumen 


Triángulo 


h = a sen 0 

A = -hh 
2 

A - —b sen 6 
2 



Triángulo Equilátero 


h = 


V~3 


Trapecio 


a 


h 


A ~ - ■ (o + h ) 
2 



// 



2 


í/ 


A = 


r* 


4 


a 



a 


Sector 


b 


s-rO 


A=-r 1 0 

2 



Cono Circular Recto 


Tronco de Cono 


AL ~ TjrJr 1 + h 1 






























































1. sec a 


1 


3. tan x = 


eos A* 


sen a* 


eos x 


2 „_ 


5. sen a* + eos a* = 1 
7. 1 + cot 2 .v = cosec 2 A* 
9. eos ( —x ) ~ eos x 


Identidades Fundamentales 


2, cosec a = 


1 


sen x 


4. cot x — 


eos x 
sen x 


6 . 1 + tan 2 A = 


8. sen ( —x ) = — sen x 
10. tan ( ~x) = -tan x 


Identidades de Cofunción y de Reducción 


11. sen 

r n ^ 



-A 

= eos A 

12. eos 


^ 2 J 


V 


7t 


\ 


— A 


= sen a 


j 


13. tan 


(n > 


( 

14. cot 

-A 

= COt A 

U J 


V 


iz 


\ 


— A 


= tan a 


J 




15. sec 




n 

2 


\ 


j 


cosec a 


16, cosec 






/r 


\ 


— A 


sec a 


J 




17. sen 


7Z 


\ 


+ X 




COSA 


J 




18. eos 


7t 


\ 


+ A 




= - sen a 


/ 


19. tan 






7t 


+ A 


= - COt A 


/ 


21. sen ( x + %) — - sen x 


20. eos (a + k) = - eos A 


22. tan (a + n) = tan a 


Identidades de Suma y Diferencia 


23. sen (a ± y) = sen a eos y ± eos x sen y 

24. eos (a ± y) = eos a eos y + sen a sen y 


25. tan (a ± y) 


fl = 


tan a í tan y 
1 + tan x tan y 


26. cot (a* ± y) = 


cot a cot y í 1 
cot v ± cot X 


Identidades del Angulos Dobles y triples 


27. sen 2a = 2 sen x eos a 


28. eos 2a = cos 2 a — sen 2 v — 1 — 2sen a 2cos a 


2 -_ | 






























30. eos 3* = 4 eos x -3 eos a: 




29 


. scn3.v = 3sen.v-4scn\v 


31 tan2x : = 


2tan a* 

1 - tan 2 * 


32 cot 2at = 


cot .v -1 

2C0t A* 


Identidades de Reduccio ¡ de ■ ^ 


33. sen 2 x = 


1 - eos 2 a* 
2 


34. cos 2 .v = 


í + eos 2 a* 
2 


35. tan 2 .v = -- 


Identidades del Angulo Mitad 


1 + eos 2a* 


X I I - COSA* 

36. sen — = ± 

2 V 2 


__ X i 1 + eos X 

37. eos — = ±J -- 

2 V 2 


Transformación de productos en sumas 


38. sen x eos y = — [ sen (je+y ) + sen (a: —y) J 

39. eos x eos y = - [ eos (a + y) + eos (x - y) ] 

gtá 


40. sen x sen y = 11 eos + eos 



1 


Transformación de sumas en productos 


41. sen * + sen y = 2 sen cos di ™ 

us sen x ~~ sen y 


2 


2 


x + y x- y 
2eos-— sen-— 


2 


2 


43. cos* + cosjr=2cos^^cosi^ 


2 


2 


44. cos a* - eos y = -2sen 


a* + y x - y 
sen- 


2 


2 


45. 


sen A 


a 


B 


_ sen C 


Ley de los senos 


h 


c 


Ley de los cosenos 


46, a* =r ** 


h + c 1 - 2bc 


B 


cos A 


47. é z =„2 + , 


c "2 ac 


cos B 


48. c* 2 = 


a + /> 2 - lab 


eos C 


























FUNCIONES l'RIG. DE ANGULOS NOTABLES 
















































































































































































































































NHTky iTf 1^1 


rviBK 



. a =e 


¡n a 


1. log,A 


lll (i 



identadades hiperbólicas 


I. senh 




2 . cosh.v- -Ae“ + e 

cosh x 

4. tanh* =--— 

senh x 

1 


3. tanh * 


5 . sech x = 


2 

senh v 

cosh x 

1 

cosh x 


-X 


) 


6 . cosech x - 


senh x 


7 . cosh 2 * - senh x 1 


9. 


1 - cothlv = - cosech 2 * 


8 . t - tanh 2 *' = sech 2 * 
10 . senh (-*) = - senh* 


11. cosh(-*) - cosh a* 


12 . 


„ esifat (.v ± y ) = senh x cosh y ± cosh * senh y 


13. senh ( 2*) = 2 senh * cosh * 


14. 


cosh (* ± y ) = cosh x cosh y ± senh * senh y 


15. cosh ( 2*) — cosh" * + senh * 

2 cosh 2* - 1 

16. senh * = -r 


17. cosh"* = 


cosh2*+ 1 

2 


18. senh — = ± (coh* - l)/2 

2 


x 


19. cosh — =± J (coh* + l)/2 

2 



ALFABETO GRIEGO 
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a 

alfa 

i 

l 

B 

p 
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K 

K 

r 

Y 
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A 

X 

A 

5 

delta 
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epsilon 

N 

V 

Z 


zeta 

H 

5 

H 

n 

eta 

0 

0 

© 

e 

theta 

n 

n 


iota 

p 

P 

rho 

kappa 


CT 

sigma 

lambda 

T 

X 

tau 

mu 

Y 

u 

ípsilon 

nu 

O 

♦ 

fi 

xi 

X 

X 

• * 

J 1 

psi 

omicron 

XV 

Y 

Pi 

Q 

(ú 

omega 
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